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aã Exercícios

1-18 Encontre o volume do sólido obtido pela rotação da região de-
limitada pelas curvas dadas em tomo das retas especificadas. Esboce

a região, o sólido e um disco ou aduela típicos.

1. y=2 {x,y=0,x=1,x emtomodoeixox
2. y = 1 ,?, y = 0;-em tomo do eixos

3. y- l/x, x= 1, x=2, y=0; emtomodoeixox
4. y=#25 --x2, y=0, x=2, x-4; emtomodoeixox
5. x=2\6, x=0, y=9; emtomodoeixoy

6. y-lnx, y= 1, y=2, x=0; emtomodoeixoy
7. y-x3, y=x, x>0; emtomodoeixox

8. y - }/, y = 5 /; em tomo do eixos

g. y2 = x, x = 2y; em tomo do eixos

10. y= '/, x=2, y=0; emtomodoeixoy
11. y = ;?, x = y2; em tomo de y = l

12. y-e ',y=1,x=2; emtomodey=2
13. y- l +secx, y=3; emtomodey=l
14. y=senx, y=cosx, 0Sxsv/4; emtomodey= --l

15. x = yz, x = 1; em tomo de x = l

16. y - ir, y - .vG ; em torno de x = 2

17. y = x:, x = y:; em tomo de x = l

18. y=x, y-0, x=2, x=4; emtomodex=l

32.

33

34

y = 0, y = cos2 x,

(a) em tomo do eixo l

/ + 4y: = 4
(a) em tomo dey - 2

p- /, / +f - l
(a) em torno do eixo x

vJ2,sx<
(b) em tomo de y - l

(b) eú tomo de x

yz 0
(b) em tomo do eixo y

?lR 35-36 Use um gráfico para encontrar os valores aproximados das coor-
denadas x dos pontos de intersecção das curvas indicadas. Em seguida,

use a calculadora para encontrar(aproximadamente) o volume do só-

lido obtido pela rotação em tomo do eixo x da região delimitada por
essas curvas.

35. y = 2 + x2 cos x, y = x4 + x + l

36. y = 3 sen(x:), y = e'/: + e :'

l$1$1 37-38 Use um sistema de computação algébrica para achar o volume

exato do sólido obtido pela rotação da região delimitada pelas curvas

dadas em torno da rota especificada.

37. y=sen2x, y=O, O<x:çz; emtomodey= l
38. y=x, y=xe'''/2; emtomodey=3

39--42 Cada integral representa o volume de um sólido. Descreva o só
lido

39. n- 1" senxdx 40. n- l ' (1 /)dyJO J-l

l41. 'n l' (y' -- y') dy 42. n- [(] + cos x): ]:] dx

19--30 Veja a ülgura e encontre o volume gerado pela rotação da região

ao redor da rota especificada.

clo,tl Bli,i)
43. Uma tomografia computadorizada produz vistas de secções trans-

versais igualmente espaçadas de um órgão humano, as quais for-

necem informações sobre esse órgão que, de outra maneira, só se-

riam obtidas por cirurgia. Suponha que uma tomografia
computadorizada de um fígado humano mostre secções trans-
versais espaçadas por 1,5 cm. O fígado tem 15 cm de compri-

mento e as áreas das secções transversais, em centímetros qua-

drados, são 0, 18, 58, 79, 94, 106, 117, 128, 63, 39 e 0. IJse a

Regra do Ponto Médio para estimar o volume do fígado.

Um tronco de 10 m de comprimento é cortado a intervalos de l

m e as suas áreas de secção transversal Á(a uma distância x da

extremidade do tronco) estão listadas na tabela. Use a Regra do

Ponto Médio com /z = 5 para estimar o volume do tronco.

19.

21

23.

25.

27.

29.

ni em tomo de OÀ
Zi em tomo de .4B

giz em tomo de OA
gtz em torno de ,4B

gL3 em tomo de 0.4
ÇR3 em tomo de ,4B

20. gti em torno de OC
22. ai em torno de BC
24. ÇR2 em tomo de OC
26. ÇR2 em tomo de Z?C
28. gt3 em tomo de OC
30. gt3 em tomo de BC

44.

31-34 Encontre uma integral para o volume do sólido obtido pela ro-

tação da região delimitada pelas curvas dadas sobre a rota especifi-

cada. Em seguida, use a calculadora para determinar a integral com

precisão de cinco casas decimais.

31. y = e ":, y - 0, x --l, l = l
(a) em tomo do eixo x (b) em tomo dey

4 (m:) l x(m) Á(m:)

0,68 0,53
0,65 0,55

0,64 0,52
0,61 0,50

0,480,58

0,59

nil E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador l$@l É necessário usar um sistema de computação algébrica

1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com
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45.(a) Se a região mostrada na figura for mirada em torno do eixo x
para fomiar um sólido, use a Regra do Ponto Médio, com
rz = 4, para estimar o volume do sólido

53. Um tetraedro com três faces perpendiculares entre si e as três ares-

tas perpendiculares entre si com comprimentos de 3 cm, 4 cm e

A base de S é um disco circular com raio r. As secções transver-

sais paralelas, perpendiculares à base, são quadradas.

A base de S é uma região elíptica delimitada pela curva 9x: + 4y:

= 36. As secções transversais perpendiculares ao eixo x são

triângulos isósceles rotos com hipotenusa na base

A base de S é a região triangular com vértices (0,0), (1 ,0), e (0, 1).

As secções transversais perpendiculares ao eixo y são triângulos

equiláteros.

A base de S é a mesma base do Exercício 56, mas as secções trans-

versais perpendiculares ao eixo x são quadradas

A base de S é a região delimitada pela parábolas = 1 x: e pelo

eixo x. As secções transversais perpendiculares ao eixo y são qua-
dradas.

A base de S é a mesma base do Exercício 58, mas as secções trans-

versais perpendiculares ao eixo x são üiângulos isósceles com al-

turaigual à base.

5cm
(b) Estimo o volume se a região for mirada em tomo do eixo y. No-

vamente use a regra do ponto médio com rz = 4.

(a) IJm modelo para a fomia do ovo de um pássaro é obtido gi-
rando, em tomo do eixo x, a região sob o gráHlco de

.f(x) ' + bx: + cx + d)-./Í':';T

54

55

56

l$$1 46

Use um SCA para encontrar o volume deste ovo.

(b) Para uma certa espécie de pássaro, a ' 0,06, b = 0,04,
c = 0,1, e d = 0,54. Traça o gráHtco de.fe encontre o volume
de um ovo desta espécie.

47-59 Encontre o volume do sólido S descrito.

47. Um cone circular reco com altura /z e base com raio r.

48. Um tronco de um cone circular reto com altura A, raio da base in-

ferior R e raio de base superior r.

57

58

59.

r

&

a

60. A base de S é um disco circular com raio r. As secções transver-

sais paralelas, perpendiculares à base, são triângulos isósceles de

altura/gelado desigual na base

(a) Estabeleça uma integral para o volume de S.

(b) Interpretando a integral como uma área, encontre o volume

(a) Escreva uma integral para o volume de um foro sólido(o só-

lido com fomiato de rasquinha da figura) com raios r e R.

(b) Interpretando a integral como uma área, encontre Ó vo-
lume do toro

de S

49. Uma Gaiata de uma esfera de raio r e altura /z

61

50. 1.Jm tronco de pirâmide com base quadrada de lado b, topo qua
drado delado a e altura A

62.

63.

Resolva o Exemplo 9 tomando secções transversais paralelas à

rota de intersecção dos dois planos.

(a) O Princípio de Cavalieü afirma que, se uma família de planos

paralelos produzem áreas de secção transversal iguais para

dois sólidos Si e S2 , então os volumes de St e S2 são iguais. De-

monstre esse princípio.

O que acontece se a = ó? O que acontece se a = 0 ?
51. Uma pirâmide com altura/z e base retangular com lados b e 2b.
52. Uma pirâmide com altura/i e base triangular equilátera com lado

a (um tetraedro).

                       
              /   \    
            /       \  
                    \  
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(b) Use o Princípio de Cavalieri para encontrar o volume do ci-

lindro oblíquo mostrado na figura.

67.

68.

69

Um buraco de raio r é perfurado pelo meio de um cilindro de raio

R > r com ângulo roto em relação ao eixo do cilindro. Encontre,

mas não calcule, uma integral para o volume cortado
Um buraco de raio r é perfurado através do centro de uma esfera

de raio R > r. Encontre o volume da porção remanescente da es

Alguns dos pioneiros do cálculo, como Kepler e Newton, foram
inspirados pelo problema de encontrar os volumes de banis de vi-

nho. (De fato, Kepler publicou um livro em 1615, Sfereonzefría
do/fortim, dedicado aos métodos para encontrar os volumes de

barris.) Eles frequentemente aproximavam a forma dos lados por

parábolas.

(a) Um barril com altura A e raio máximo R é construído pela ro

ração ao redor do eixo da parábola y=R cxz
/z/2 :ç x :ç /z/2, onde c é uma constante positiva. Mostre

que o raio de cada extremidade do barril é r - R d, onde
d

(b) Mostre que o volume delimitado pelo barril é

fera

64. Encontre o volume comum de dois cilindros circulares, cada um
com raio r, se os eixos dos cilindros se interceptam em ângulos

retos.

y - !--A(2x: + ,: - êa:)

65.

66

Encontre o volume comum de duas esferas, cada qual com raio

r. se o centro de cada esfera está na superfície da outra esfera.

Uma tigela tem a fomla de um hemisfério com diâmetro de 30 cm.

Uma bola pesada com diâmetro de 1 0 cm é colocada dentro da ti

gela, e depois despeja-se água até uma proftJndidade de A centí-
metros. Encontre o volume de água na tigela.

70 Suponha que a região gl tenha área Á e estqa acima do eixo x.
Quando ÇÊ é gerada em tomo de eixo x, ela gera um sólido com
volume V.. Quando gt é gerada em tomo da neta y - k (onde
k é um número positivo), ela gera um sólido com volume Vz. Ex-
presse V2 em termos de yt, k e A.

l Volumes por Cascas Cilíndricas

Alguns problemas de volume são muito difíceis de lidar pelos métodos da seção anterior. Por
exemplo, vamos considerar o problema de encontrar o volume de um sólido obtido pela rota-
ção em torno do eixo y da região delimitada por y -2x: -- F e y = 0. (Veja a Figura 1 .) Se a
fatiarmos perpendiculannente ao eixo y, obteremos uma amiela. No entanto, para calcularmos
os raios interno e extemo da arTuela, teríamos de resolver a equação cúbica y =2xz -- ic3 para

x em termos de y, o que não é fácil.
Felizmente. existe um método chamado método das cascas cilíndricas, que é mais fácil

de usar em casos como esse. A Figura 2 mostra uma casca cilíndrica com raio interno r], ralo
externo rz. e altura /z. Seu volume V é calculado subtraindo-se o volume Vi do cilindro intimo
do volume V2 do cilindro extemo:

y ' 'r'?b n'r?/z - n'(r? r?)b FIGURA l

n'(r: + r-)(r: - r-)À - 2'''!i-;.-n- A(r: - r-)

Se ülzermos Âr = r2 -- rl (a espessura da casca) e r - {(rz + ri) (o raio médio da casca), en
tão a fórmula para o volume de uma casca cilíndrica se torna

m y = 2n'r/z Âr

e pode ser memorizada como

y =tcircunferência]Ea]tura]]espessura] FIGURA 2
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Como mostra o exemplo a seguir, o método das cascas funciona tão bem quanto se tirar-
mos em tomo do eixo x. Nós simplesmente temos que desenhar um diagrama para identificar
o raio e a altura da casca.

111ãEHliEI Use cascas cilíndricas para encontrar o volume do sólido obtido pela rotação em
tomo do eixo x da região sob a curva y - vl de 0 até l.

SOLUÇÃO Este problema foi resolvido utilizando os discos no Exemplo 2 da Seção 6.2. Para o
uso de cascas, reescrevemos a curva y 6lgura daquele exemplo) como x - y: na Fi-

gura 9. Pela rotação em tomo do eixo x vemos que uma casca típica tem raio y, circunferên-
cia 2n' e altura l y:. Assim, o volume é

V'-.C(2n'p)(i p:)ay -2n'.I'(y y')dy
2 4

'7ryy
2n'

2 24
0

FIGURA 9
Neste exemplo, o método do disco foi mais simples

y - x -- x'
Encontre o volume do sólido obtido pela rotação da região delimitada por

e y = 0 em tomo da reta x = 2.

SOLUÇÃO A Figura ] 0 mostra a região e a casca cilíndrica formada pela rotação em torno da
retax = 2. Esta tem raio 2 -- x, circunferência 2n'(2 x) e altura x x:.

FIGURA IO

O volume do sólido dado é

V- .[ 2«'(2 x)(x x:)dx - 2'''.[ (x; - 3xz + 2x)dx

'7rX=2v
24 0

BH Exercícios

l Considere S o sólido obtido pela rotação da região mostrada na
figura em tomo do eixo y. Explique por que é complicado usar fa-

tias para encontrar o volume y de S. Esboce uma casca de apro-

ximação típica. Quais são a circunferência e a altura? Use cascas

para encontrar V.

y= xlx l):

iH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador

1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com

l$1$1 E necessário usar um sistema de computação algébrica
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2. Considere S o sólido obtido pela rotação da região mostrada na

figura em tomo do eixo y. Esboce uma casca cilíndrica típica e en-
contre sua circunf'erência e altura. Use cascas para encontrar o vo-,

lume S. Você acha que esse método é preferível ao fatiamento?

Explique.

26. x2 y2 7, x = 4; em tomo de y = 5

27.

28.

Use a Regra do Ponto Médio com /z - 5 para estimar o volume

obtido pela rotação em tomo do eixo y da região sob a curva

y = i/l + x3, 0 e; x :et
Se a região mostrada na figura for gerada em tomo do eixo y para

fomiar um sólida, üse a Regra do Ponto Médio, com /z ' 5, para
estimar o volume do sólido.

y = se«l.')

3-7 IJse o método das cascas cilíndricas para achar o volume gerado

pela rotação da região delimitada pelas curvas em tomo do eixo y.

3. y- 1/1, y=0, x= 1, x=2
4. y=x2, y=0, x= l
5. y=e '', y-0, x=0, x= l
6. y = 4x -- x', y = x
7. y - x:, y = 6x -- 2/

29--32 Cada integral representa o volume de um sólido. Descreva o só
lido

« :«r-íü,''
B. Considere Vo volume do sólido obtido pela rotação em tomo do

eixos da região delimitada porá = vÇ e y = xz. Encontre apelo

fatiamento e por cascas cilíndricas. Em ambos os casos, desenhe

um diagrama para explicar seu método.

9--14 Use o método das cascas cilíndricas para encontrar o volume do

sólido obtido pela rotação da região delimitada pelas curvas dadas em
tomo do eixo x.

9. .D/= 1, x=0, y= 1, y-3
10. y = vi, x - 0, y = 2
11. y =x3, y - 8, x- 0

12. x = 4y2 y3, x = 0
13. x = 1 + (y -- 2):, x = 2
14. x + y - 3, x (y - l):

31. € 2«'(3 - y)(l - y:) dy

32. jox'' 2'''(''' -- x)(cos ' sen 1) dx

lzH 33--34 Use um gráfico para encontrar os valores aproximados das coor-
denadas x dos pontos de intersecção das curvas indicadas. A seguir:

use essa infomtação para estimar o volume do sólido obtido pela ro

ração em tomo do eixo y da região delimitada por essas curvas.

33. y = e', y - vl; + l
34. y =Jr3 x + 1, y = --x4 + 4x l

l$@l 35-36 Use um sistema de computação algébrica para achar o volume
exato do sólido obtido pela rotação da região delimitada pelas curvas

dadas em tomo da rota especificada.

35. y= sen2x, y= sen4x, O«x< n'; emtomodex= v/2
36. y=x3senx, y=0, 0<x« n'; emtornodex= --l

l$-20 IJse o método das cascas cilíndricas para achar o volume gerado

pela rotação da região delimitada pelas curvas dadas em tomo do eixo

especificado.
15. y=x',y-0,x-l; emtomodex-2
16. y- iZ;,y=0,x=1; emtomodex- l
17. y - 4x ir2, y = 3; em tomo dex = l

18. y = xz, y = 2 x2; em torno dex = l

19. y=xS, y-0,x- 1; emtomodey-l
20. y=x2+ 1, x=2; emtoi'nodey= --2

37--43 A região delimitada pelas curvas dadas é mirada em tomo do
eixo especificado. Ache o volume do sólido resultante por qualquer
método.

37. y= x2+6x 8, y=0;emtornodoeixoy
38. y= x: + 6x -- 8, y=0;emtomodoeixox
39. )P / = 1, y = 2; em tomo do eixos
40. yz ic2 = 1, y= 2;emtomodoeixoy
41. x: +(y l): = 1;emtornodoeixoy
42. x 3):, x 4; em torno dey - l
43.x=(y l):,x l-l;emtomodex- l

21-26

(a) Escreva uma integral para o volume do sólido obtido pela rotação

da região delimitada pelas cuidas dadas em tomo do eixo espe'
cificado.

(b) Use sua calcu]adora para determinar a integra] com precisão de
cinco casas decimais

21. y = xe';, y - 0, x - 2; em tomo do eixos

22. y = tgx, y - O, x = n'/4; ejn tomo dex - n'/2
23. y=cos4x, y= cos4x; z/2slsn'/2; em torno de

24. y-x, y-2x/(1 +/); emtomodex- l
25. x-«seno, 0:çy«n', x=0; emtomode)-4

X '7r

44. Considere T a região triangular com vértices (0,0), (0,1) e (1 ,2),
e considere y o volume do sólido obtido quando T é girado em
tomo da neta x = a, onde a > 1. Expresse a em tempos de y.

45--47 Use cascas cilíndricas para encontrar o volume do sólido.
45. Uma esfera de raio r.
46. O toro sólido do Exercício 61 da Seção 6.2.

J

y                      
    /     '\            
        :  
  \ /  
      '\ ,/          
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47. 1.Jm cone circular reto com altura A e base com raio r.
um buraco com raio r através do centro de uma esfera com ra
R e expresse a resposta em termos de/z

48. Suponha que você faça anéis para guardanapos perftlrando bura-
cos com diferentes diâmetros através de duas bolas de madeira (as

quais também têm diferentes diâmetros). Você descobre que am
bos os anéis de guardanapo têm a mesma altura /z, como mostrado

na Hlgura.

(a) Faça uma conjectura sobre qual anel tem mais madeira.

(b) Verifique o seu palpite: use cascas cilíndricas para calcular o
volume de um anel de guardanapo criado pela perfuração de

Trabalho

O termo rraba//zo é usado na linguagem cotidiana signiülcando a quantidade de esforço neles
sana para executar uma tarefa. Na física esse termo tem um signiHlcado técnico que depende d
conceito delorça. Intuitivamente, você pode pensar em força como descrevendo um empurra
ou puxar sobre um objeto -- por exemplo, um empurrão horizontal em um livro sobre uma mes

ou a ação da gravidade terrestre sobre uma bola. Em geral, se um objeto se move ao longo d
uma neta com função de posição i(r), então a força /? no objeto (na mesma direção) é definid
pela Segunda Lei de Newton do Movimento como o produto de sua massa m pela sua acelera
çao

H

No Sistema Métrico Intemacional (SI), a massa é medida em quilogramas (kg), o deslcicamcnt(
em metros (m), o tempo em segundos (s) e a força em newtons (N - kg'm/s:). Então, umi
força de l N aquando em uma massa de l kg produz uma aceleração de l m/s:. No sistema usua
norte-americano, a unidade de força escolhida é a libra.

No caso de aceleração constante, a força /7 também é constante, e o trabalho feito é defi-
nido pelo produto da força f' pela distância d na qual o objeto se move:

B trabalho = força X distância

Se /7 é medida em newtons e d, em metros, então a unidade para W é o newton-metro, quc é
chamadajoule (J). Se /= é a medida em libras e d, em pés, então a unidade para W é libra-pé
(lb-pé), que equivale a cerca de 1,36 J. ' ' '

(a) Quanto trabalho é exercido ao se levantar um livro de 1,2 kg do chão até uma carteira de
altura 0,7 m? Considere que a aceleração da gravidade é g = 9,8 m/s:

(b) Quanto trabalho é feito levantando-se um peso de 20 lb a uma altura de 6 pés do chão?
SOLUÇÃO

(a) A força exercida é igual e oposta à força exercida pela gravidade. Então, a Equação ] for-

F' - «:g (1,2)(9,8)

e a Equação 2 nos dá o trabalho executado como

11,76N

W - fd - (1 1,76)(0,7) - 8,2 J

(b) Aqui a força dada é F 20 lb, portanto o trabalho executado é

W - Fd - 20 ' 6 - 120 lb-pé


