icadas pode ser impossivel calcular exatamente Ay. Nesses casos, a aproximagcio por di-
corﬂrll’ciais é especialmente ttil.
fer@Na potagdo de diferenciais, a aproximago linear [1] pode ser escrita como

‘ fla + dx) = f(a) + dy
1mg..
por exemplo, para a fungdo f(x) = +/x + 3 do Exemplo 1, temos

dx

2/x + 3

‘ma- dy = f'(x) dx =

sea=1 e dx = Ax = 0,05, entdo

gia ¢
0,05
al dy = ——=——— = 0,0125
1cial 241+ 3
S VAD5 = £(1,05) =~ f(1) + dy = 2,0125

exatamente como encontramos no Exemplo 1.
Nosso exemplo final ilustra o uso de diferenciais na estimativa de erros que ocorrem em
virtude de medidas aproximadas.

1 va-
edy
O raio de uma esfera foi medido e descobriu-se que possui 21 cm com uma pos-
sibilidade de erro na medida de no méximo 0,05 cm. Qual € o erro méximo usando esse valor
raio para computar o volume da esfera?

X)) e

ente

SOLUGAO Se o raio da esfera for r, entdo seu volume é V = 577>, Se o0 erro na medida do
valor de r for denotado por dr = Ar, entdo o erro correspondente no célculo do valor de V é
AV, que pode ser aproximado pela diferencial

dV = 4mrdr
Quando r = 21 e dr = 0,053, temos
dV = 41(21)%0,05 =~ 277

_ O erro maximo no volume calculado € de cerca de 277 cm?.

_ OBSERVAGAO Embora o erro possivel no Exemplo 4 possa parecer muito grande, uma ideia
_ melhor € dada pelo erro relativo, que € calculado dividindo-se o erro pelo volume total:

AV dv  4aridr dr

- Assim, o erro relativo no volume € cerca de trés vezes o erro relativo no raio. No Exemplo 4,
O erro relativo no raio € de aproximadamente dr/r = 0,05/21 = 0,0024 e produz um exro re-
lativo de cerca de 0,007 no volume. Os erros também poderiam ser eXpressos como erros per-
centuais de 0,24% no raio e 0,7% no volume.
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4 Encontre a linearizacdo L(x) da fungdo em a. 5. Encontre a aproximacfo linear da fungfo f(x) = /1 — x em
LoFG) = x* + 3% a=-1 2. f(x)=senx, a= /6 a =0 e use-a para aproximar os nimeros /0,9 e /0,99 Hus-
tre fazendo os gréficos d daretat te.
3, f) = \/;’ a=4 4 fx)=x" a=16 gréficos de f e da reta tangente
hais 1. As Homework Hints esto disponiveis em www.stewattcalculus.com
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6. Encontre a aproximagcfo linear da fungdo g(x) = /1 + x em
a = 0 e use-a para aproximar os nimeros /0,95 e ¥/1,1. llustre,
fazendo os grificos de g e da reta tangente.

7-10 Verifique a aproximac@o linear dada em a = 0. A seguir, deter-
mine os valores de x para os quais a aproximac#o linear tem precisio
de0,1.

7. In(1 +x)=x 8.
9. 1/(1 +2x)*=~1— 8

tgx =~ x

10. e*cosx =1+ x

11-14 Encontre a diferencial da fungfo.

)y =11+ 12

‘(b) y=¢e"cosu

11. (a) y = x%sen2x

12. () y=s/(1 + 2s)

1—v
(b)y_1+112

dy=+J1+nz

15-18 (a) Encontre a diferencialdy e (b) avalie dy para os valores da-
dos de x e dx.

5. y=¢*" x=0, dx=0,1

13. (2) y = tg /7

14, (a) y = '™

16. y=cosmx, x=13, dx= —002

1. y=3+x?, x=1, dx=—-0,1

18. y= x=2, dx=0,05

x—1

- 18-22 Compute Ay e dy para os valores dados de x e dx = Ax. A se-
guir, esboce um diagrama como o da Figura 5, mostrando os seg-
mentos de reta com comprimentos dx, dy e Ay.

19. y=2x—x% x=2, Ax=—-04
20 y=+x, x=1, Ax=1
2. y=2/x, x=4, Ax=1
2. y=¢% x=0, Ax=105

23-28 Use uma aproximacéo linear (ou diferencial) para estimar o ni-
mero dado.

23. (1,999)* 29, o705
25, /1001 26. 1/4,002

28. /99,8

28-31 Explique, em termos de aproximacdes lineares ou de diferen-
ciais, por que a aproximacio € razodvel.

29. sec 0,08 = 1 30. (1,01)° = 1,06
31. In 1,05 = 0,05

27, tg44°

32. Sejam  f(x) = (x — 1)?, glx) = e
e A(x) = 1 + In(1 — 2x).

(a) Encontre as lineariza¢gdes de f, ge hem a = 0. O que vocé
percebe? Como explicar o que aconteceu?

(b) Faca os grificos de f, g e k, € de suas aproximagGes lineares.
Para qual funcfio a aproximacédo € melhor? Para qual & pior?
Explique.

33.

34.

35.

36.

37

38.

39.

40.

/.

42.

A aresta de um cubo tem 30 cm, com um possivel erro de mg_
dida de 0,1 cm. Use diferenciais para estimar o erro méxin,,
possivel no cdlculo (a) do volume do cubo ¢ (b) da drea da g
perficie do cubo.

O raio de um disco circular € 24 cm, com um erro possive] dg

0,2 cm.

() Use diferenciais para estimar o erro méximo na drea calculagy
do disco.

(b) Qual o erro relativo? Qual o erro percentual?

A circunferéncia de uma esfera mede 84 cm, com erro possive]

de 0,5 cm.

(a) Use diferenciais para estimar o erro maximo na drea calculady
da superficie. Qual o erro relativo?

(b) Utilize as diferenciais para estimar o erro maximo no volume
calculado. Qual o erro relativo?

Use as diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria
para aplicar uma camada de 0,05 cm de tinta a um domo com di4-
metro de 50 m.

(a) Use as diferenciais para encontrar uma férmula para o volume
aproximado de uma fina camada cilindrica com altura 4, raio
interno r e espessura Ar.

(b) Qual € o erro envolvido no uso da férmula da parte (a)?

Sabe-se que um lado de um tridngulo retingulo mede 20 cm de
comprimento e o Angulo oposto foi medido como 30° com um
erro possivel de £1°.

(a) Use diferenciais para estimar o erro no célculo da hipotenusa.
(b) Qual € o erro percentual?

Se uma corrente / passar por um resistor com resisténcia R, a Lei
de Ohm afirma que a queda de voltagem é V = RI. Se Vfor cons-
tante e R for medida com um certo erro, use diferenciais para mos-
trar que o erro relativo no calculo de / € aproximadamente o
mesmo (em médulo) que o erro relativo em R.

Quando o sangue flui ao longo de um vaso sanguineo, o fluxo F
(o volume de sangue por unidade de tempo que passa por um
ponto dado) € proporcional 4 quarta poténcia do raio R do vaso:
F=kR*

(Esta equac@o € conhecida como a Lei de Poiseuille; mostraremos
porque isso € verdadeiro na Se¢fio 8.4.) Uma artéria parcial-
mente obstruida pode ser alargada por uma operacéo chamada an-
gioplastia, na qual um cateter-baldo & inflado dentro da artéria a
fim de aumenté-la e restaurar o fluxo normal do sangue.

Mostre que uma variag@o relativa em F € cerca de quatro ve-
zes a variacfo relativa em R. Como um aumento de 5% no raio
afeta o fluxo do sangue?

Estabelega as seguintes regras para trabalhar com as diferenciais
(onde ¢ denota uma constante e u e v sfo fungdes de x).

(a) de =0 (b) dlcu) = cdu

© du+v)=du+dv (@) duv) =udv + vdu

© d(_l:t_) _ vdu —2 udy
v v

Na pégina 431 de Physics: Calculus, 2. ed., por Eugene Hecht

(Pacific Grove, CA, 2000), durante a deducfio da Férmula

T= ZW\/L_/‘g_ para o perfodo de um péndulo de comprimento L»

0 autor obtém a equacfio ar = —gsen6 para a aceleracfio tan-

gencial do peso do péndulo. Ele entfio afirma: “para angulos pe-

®) d(x") = nx""'dx
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ne uenos, 0 valor de 8 em radianos é muito préximo do valor de y
mo sen 0; €les diferem por menos que 2% até cerca de 20°”. \
su (a) Verifique a aproximagdo linear em O para a fungdo seno:
senx =~ x y=re
 de (b) Use uma ferramenta gréfica para determinar os valores de x 1 ——
@ para 0S quais sen x e x difiram por menos que 2%. Entéo, N
ada verifique a afirmacdo de Hecht, convertendo de radianos para 0 % X
graus. .
43, Suponha que a Ginica informagao que temos sobre uma fungdo f 44. Suponha que no tenhamos uma férmula para g(x), mas saiba-
fvel , éque f(1) = 5 equeo gréfico de sua derivada é como mostrado. mos que g(2) = —4eg'(x) = vx? + 5 paratodox.
(a) Use uma aproximagdo linear para estimar £(0,9) e £(1,1). (a) Use uma aproximagao linear para estimar g(1,95) e 9(2,05)-
ada Suas estimativas na parte (a) sdo muito grandes ou pe uenas? (b) Suas estimativas na parte (2) s&0 muito gr; andes ou pequenas?
® p peq )
Explique. Explique.
Ime
dria o = , o
g PROJETO APLICADO P4 poLINOMIOS DE TAYLOR ,
. o | A aproximagho pela reta tangente L’(x)‘ ¢ a melhor aproximacao de primeiro grau (linear) para f {x) préximo
me = | dex = aporque f (x) e L(x) tém a mesma taxa de variacdo (derivada) em a. Para uma aproximagao melhor
aio que a linear, vamos fentar uma aproximacdo de segundo grau (quadritica) P(x). Em outras palavras, aproxi-
MAaremos uima curva por uma pardbola em vez de uma reta. Para nos assegurarmos de'que ¢ uma boa apro-
ximagcéo, estipularemos o seguinte: E ‘
' de (@) Pl@ =1 @ (P ¢ f devem ter 0 mesmo valor em a.)
um () Pla=f (@) (P e f devem ter a mesma taxa de mudanca em a.)
(iii) P"(@) =1"(@) (As inclinagbes de P e f devem variar na mesma taxa em a.)
15a. j , .
1. Encontre a aproximagfo quadritica P(x) = A + Bx + Cx? para a funcio f(x) = cos x que satisfaca as
) condicoes (i), (itye (iil) coma = 0. Facao grafico de P; fe da aproximagao linear L(x) = 1 em uma mesma
Lei tela. Comente a qualidade ‘das aproximaces Pe L de f. : : =
ns- 2. Determine os valores de x para 0s quais a aproximacao quadratica f(x) = P(x) do Problema 1 tem preci-
108 §50 de 0,1. [Dica: faga os gréficos dey = P(x),y = cos x — 0,ley = cosx + 0,1 em uma tela. comum.]
€0 3. Para aproximar uma funcgo fpor uma funggo quadratica P préxima a um nimero a, € melhor escrever Pna
forma = o
oF P()=A+B(x—a+Ckx—aP
um o ] A e v ‘
o S Mostre que a fun¢io quadratica que satisfaz as condigtes (i), (ii) e (i) €
: P(x) = fla) + f@)(x — @) +3f"(@)x — a o
105 4. Encontre a aproximagio quadrdtica para f (x) = Vx + 3 préximaaa = 1. Faca os graficos:de f, da
sal- aproximacio quadrética e da aproximacio linear do Exemplo 2 da Secéo 3.10 na mesma tela. O que
’ an- * yocé conclui? S : e ~
;ia a 5. Em vez de ficarmos satisfeitos com aproximacdes lineares ou quadraticas para f (x) préximo a x = a, va-
- ‘mos tentar encontrar aproximagdes melhores:por polindmios de graus mais altos. Procuramos por um po-
ve- Clindmiodegraur o e s G e
aio TWe=a+ak-—a+to-a+ar-a+ - +talkx—ao
talqueT, © suas primeiras n derivadas tfenhiam oS mesmos valores em x = a que f e suas primeiras n
iais ' o o derivada‘s; Deriv'andq repetidamente ¢ fazendo x — a, mostre que essas condicOes: estdo satisfeitas se
’ o Lo s co=flaci=fa, = 1 £(a) e em geral ' :
~ ‘ L S ,‘_~f(")(a')‘
ondek!=1:2-3-4- --- - & O polindmio resultante
L@ r@e- 9+ L e ap o s S0y
zla ¢ denominado polinémio de Taylor de grau r de f centrado em a. o
oL, ’ : : ’ 6. Encontre 0 polinémio de Taylor de 8° grau, centradoem a = 0 para a funcdo f(x) = cos x. Faca os gra-
tan- , , " ficos de f junto com os polindmios de Taylor T3, Ty, Ts, Ts na janela retangular [—5, 5] por [—1,4; 1,4]
pe- ~ e comente qudo.bem ¢cles aproximam f. - ‘ ‘ :
“ £ necessario usar uma caléuladbra'gréﬁCa ou computador




