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Existe uma operacao matematica chamada
potenciacao ou exponenciacao:

a® = b



Existe uma operacao matematica chamada
potenciacao ou exponenciacao:

34 =9



Existe uma operacao matematica chamada
potenciacao ou exponenciacao:

a® = b



Existe uma operacao matematica chamada
potenciacao ou exponenciacao:

Uma operacao inversa da potenciacao € a

operacao chamada radiciacao, valida para c
natural maior ou igual a 2:

C

a= Vb



Existe uma operacao matematica chamada
potenciacao ou exponenciacao:

Uma operacao inversa da potenciacao € a

operacao chamada radiciacao, valida para c
natural maior ou igual a 2:

3 =1/9



Existe uma operacao matematica chamada
potenciacao ou exponenciacao:

Uma operacao inversa da potenciacao € a

operacao chamada radiciacao, valida para c
natural maior ou igual a 2:

3=v9



Potenciacao: a“ = b

c e e C
Radiciacdo: a = Vb.
Mas e se formos isolar o expoente c?

Teremos outra operacao inversa, chamada de
logaritmo, valida para a e b positivos e a#1.

c = log, b

(Ié-se “log de b na base a”).



Potenciacdo: 34 =9

Radiciacdo: 3 = /9.

Mas e se formos isolar o expoente c?

Teremos outra operacao inversa, chamada de
logaritmo, valida para a e b positivos e a#1.

2 = 10g3 9

(Ié-se “log de b na base a”).



(- =

a=1b
c = log, b
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a=1b
c = log, b






(- =

a=1b
c = log, b



10° = 1000

10 = V1000
3 — lOglO 1000



10° = 1000

10 = /1000
3 —log 1000

(logaritmo decimal ou comu m)



O logaritmo € uma operacao inversa da
potenciacao (ou exponenciacao), mas nao como a
radiciacao, que permite expressar a base da
poténcia.

Logaritmos invertem a potenciacao, expressando
0 expoente da poténcia.

Veja como o logaritmo se relaciona com a
potenciacao e a radiciacao (atendidas as
restricoes para a, b e c em cada caso):

log, b =cea‘=b < a=b.



Com numeros, temos

log;9=2<3%2=9



Logaritmo de um numero b o
expoente a que outro numero a
deve ser elevado para obter b,
sendo a e b reais positivos, e a
diferente de 1.

Ou seja, se a‘=b, entaocé o
logaritmo de b na base a e se
escreve log, b = c.



Logaritmo € isso:

O expoente de uma base positiva
diferente de 1.

Por exemplo, para resolver a
equacao 2*=8, usamos logaritmos
e encontramos x = log, 8 = 3.



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:
log, 8 =



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:
log, 8 =3
log; 9 =



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:
log, 8 =3
log; 9 = 2
log: 25 =



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:

log, 8 =3
log; 9 = 2
log: 25 = 2

log:125 =



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:

log, 8 =3

log; 9 = 2
loge 25 = 2
logc125 =3

log 100 =



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:
log, 8 =3
log; 9 = 2
loge 25 = 2
logc125 =3
log 100 =2
log 0,1 =



Podemos encontrar logaritmos
facilmente com calculo mental:
log, 8 =3
log; 9 = 2
loge 25 = 2
logc125 =3
log 100 =2
log 0,1 =-1



Logaritmo é isso.

Mas ele nao nasceu assim, com
essa finalidade.



Em matematica, € comum que
conceitos e ideias criadas para
determinados fins acabem
servindo a outras aplicacoes
muito diferentes das originais, as
vezes seculos ou milénios depois
da invencao de uma nocao.



A historia dos logaritmos é
bastante significativa para mostrar
essa caracteristica da matematica,
de que ideias criadas para resolver
problemas em um contexto podem

ser utilizadas para resolver

problemas em outros contextos.



Os logaritmos surgiram ha 500 anos em um contexto
bem diferente de hoje em dia.

A ideia surgiu a partir da observacao de padroes.

O 1 2 3 4 5 6

Que padrao voceé percebe?



As progressoes aritméticas sao aquelas em que cada
termo é obtido do anterior por meio da operacao de
adicao.

0O 1 2 3 4 5 6

-5 -3 -1 1 3 5 7



1 2 4 8 16

Que padrao voceé percebe?

As progressdoes geomeétricas sao aquelas em que cada
termo é obtido do anterior por meio da operacao de
multiplicacao.
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O que as PAs tem a ver com as PGs?

E onde os logaritmos entram nessa
historia?

Vamos lembrar a relacao entre
multiplicacoes e adicoes.



Na potenciacao, existe uma propriedade
fundamental:

Na multiplicacao de poténcias de mesma base,
conservam-se as bases e somam-se 0s expoentes.

Ou seja, para qualquer a, m e n reais, temos:

ama"=agm",

As operacoes de adicao e multiplicacao estao
interligadas nessa propriedade da operacao de
potenciacao.



Foi observando uma PA e uma PG, escritas termo a
termo uma acima da outra, que Michael Stifel
(1487—1567) percebeu um padrao.

Monge agostiniano, ordenado sacerdote aos 24 anos
de idade, Stifel foi espulso aos 35 anos e tornou-se
pastor luterano e estudioso da matematica.
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Comparacao entre PA e
da PG no livro
Aritmética Integra, de
Stifel (1544).



Aritmética Integra, de
Stifel (1544).






Vamos vivenciar o que Stifel observou, encontrando
na tabela as posicdes na PG correspondente a
operacao de multiplicacao abaixo:

1
5 vezes 64



, 1
Os numeros 5 € 64 na PG correspondem

aos humeros -3 com 6 na PA.
E facil fazer a soma -3 +6 = 3.
Esse resultado na PA corresponde ao
resultado da multiplicacao de % por 64 ma
PG.

Logo, localizando 3 na PA, encontramos o
resultado da multiplicacao na posicao da
PG correspondente, isto ¢, 8.



A explicacao disso vem do fato de que

(3) =272 e64=20

Logo, temos

~-64=273-26=27346 =23 = g

E, em geral, mais facil fazer a adicdo dos expoentes,
do que fazer a multiplicacao das poténcias de mesma
base.



Vamos usar esse método genial?

4 vezes 8
64 dividido por 4

16 dividido por%




PA e PG de Stifel

10

11

12

13

14

15

0,0625

0,125

0,250

05

32

64

128

256

912

1024

2048

4096

8192

16384

32768

Responda usando a tabela e fazendo apenas
subtrag¢oes ou adigoes:

32768 - 1024

0,125 X 512

32 X 256
8192 + 0,250




Stifel percebeu que uma adicao na PA corresponde a
um produto na PG, e que uma subtracao na PA
corresponde a uma divisao na PG.

Stifel nao tinha um simbolo ou um nome para
logaritmos, mas a ideia estava ali presente.

Pois com logaritmos, transformam maravilhosamente
produtos em somas, divisdes em subtracoes.

Usando a notacao moderna de logaritmos, temos:
log, ac = log, a + log,, ¢

e

logb% = log, a — log,, c.



Assim, ao fazermos 0,125 X 512 com a tabels,
podemos encontrar a solucao sem multiplicar usando
a propriedade log, ac = log, a + log,, c:
log, 0,125-512 =log, 0,125 + log, 512 = —3 +9

=6
Assim, descobrimos que log, 0,125 - 512 = 6.
Portanto, 0,125+ 512 = 2% = 64.




Para numeros grandes, transformar uma
multiplicacao em uma adicao é algo muito valioso, na
época em que nao havia maquinas de calcular.

70 anos depois, a ideia original de Stifel
foi colocada em termos praticos
auxiliando em calculo de numeros muito
grandes pelo barao escocés John Napier
(1550-1617), tedlogo e astronomo, que
publicou em 1614, o livro Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio
(Descricao Maravilhosa da Regra dos
Logaritmos).




Napier é o criador da palavra logaritmos
gue significa “numeros da razao”. Isso
porque, em uma PG, a razao entre um

termo e o sucessor € sempre a mesma (a

razao da PG).

Napier usou PAs e PGs de razao muito
pequena, da ordem de 1-107/, ou seja,
0,9999999. E elaborou paginas e paginas |
com os termos de suas progressoes.
Foram 20 anos de trabalho e ele
escreveu cerca de 10 milhdes de
numeros.




Um suico, construtor de relogios,

Jost Burgi (1552-1632)

publicou também em 1620 suas
tabuas de logaritmos, sem
chama-los assim. Ele usou
progressoes com razao 1+10%,
isto &, 1,0001.

Aparentemente, nem ele nem
Napier sabiam da existéncia um
do outro.
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O astronomo e matematico inglés
Henry Briggs (1561-1630), em

sua obra Arithmetica Logarithmica,
de 1624, teve uma ideia pratica
Interessante.

Briggs sugeriu uma simplificacao importante no
trabalho de Napier, que foi aceita por ele. Assim, foi
introduzido o logaritmo muito usado hoje em dia, que
é aquele que tem base 10. Logaritmos com base 10
sao chamados logaritmos comuns ou decimais e nao
precisam ter a base explicita. Quando vocé encontrar
um logaritmo escrito simplesmente assim log 2, ja
sabe que ele é um logaritmo na base 10.



A partir dai, nao era mais necessario produzir tabuas
de PA e PG, mas sim tabuas de logaritmos para bases
especificas.



]

1626

N.| ZLogarith. || N.| Logarith,
| il 00000000 IG|¥2041199
26328¢
2|03010299 17/12304489
760912 24823
3j04771212 !831255272
1 1239387} 234810
4[06020599 1912787536
969100 22276
5|lo6é989700 2013010299
791812 21189
6, 0778r512] 21j{1322219
‘ 6694671] 20203
7|o8450980 2211342422
§799192 19305
8lo9030899 23{¥361727
STII525%§ 18483
909542425 2431380211
457574 17728
T 1010000000 2511397940
413926 17033
f1I[¥0413926 2611433973
37788% 16390
1210791812 271431363
g 347621n | 15724
¥3]111139433 2811347158
321846 15239
I4]1X1461280 2911462397
299632 X4723
I5j11760912 jol1477121
280287 14240
SR g AT A REE) == S ——

Tabua de logaritmos de 1 a 60 na base 10 de Briggs,
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Confira na tabela as propriedades

logac =loga + logcelog% = loga — logc.

b log(b)

1 0

2 0,301029996
3 0,477121255
4 0,602059991
5 0,698970004
6 0,77815125
7 0,84509804
8 0,903089987
9 0,954242509
10 1
11 1,041392685
12 1,079181246
13 1,113943352
14 1,146128036
15 1,176091259
16 1,204119983
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Confira na tabela a propriedade

logac =loga + logc

log(b)

0
0,301029996

0,477121255
0,602059991

0,698970004
0,77815125
0,84509804

0,903089987

0,954242509

1

1,041392685

1,079181246

1,113943352
1,146128036

3x4=12

log(3x4)=log3+logd

0,477121255

0,602059991 +

1,079181246
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Confira na tabela a propriedade

a
logz = loga —logc

log(b)

0

0,301029996

0,477121255
0,602059991
0,698970004

0,77815125

0,84509804

0,903089987
0,954242509

1
1,041392685
1,079181246
1,113943352

1,146128036

1,146128036

14/7=2

0,84509804

log(14/7)=log14+log7’

0,301029996

L
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Confira na tabela a propriedade

loga” =y-loga

log(b)

0

0,301029996

0,477121255
0,602059991
0,698970004
0,77815125
0,84509804

0,903089987

0,954242509

1
1,041392685
1,079181246
1,113943352
1,146128036

2"3=8

log(273)=3log2

0,301029996

3 X

0,903089987



As propriedades dos logaritmos permitiram sua
utilizacao ampla como forma de facilitar as operacoes.

log. b=x<>a’=b—sa#l—b=0
log . 1=0

log a=1

q2ad = p

log. b=log.c—b=c

log, (b-c)=log,b+log,c

log, EE:' =log_ b-log,c

log & =c-log, &
log, b

log b= fos. a

log, &-log, 1 =1



Por 400 anos, a tabuas de logaritmos foram
aperfeicoadas por muitos outros astronomos e
matematicos. Réguas de calculo também foram
criadas, baseadas nas relacdes entre operacoes

viabilizadas pelo uso dos logaritmos.
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Quando surgiram as calculadoras eletrénicas
portateis, na década de 1970, o uso de logaritmos
para simplificar calculos nao fez mais sentido.




O desenvolvimento cientifico e tecnoldgico,
entretanto, deu aos logaritmos outras funcoes sequer
imaginadas pelos seus criadores. Muitas dessas
aplicacdes dos logaritmos supdem o conhecimento da
funcao logaritmica.
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O desenvolvimento cientifico e tecnoldgico,
entretanto, deu aos logaritmos outras funcdes sequer
imaginadas pelos seus criadores. Muitas dessas
aplicacdes dos logaritmos supdem o conhecimento da
funcao logaritmica.

Tabua de Logaritmos Decimais de 1 a 60

1, IIIIIIIII-
1’ ---------l----.....

1’ IIIII-.....

1’ lll.....

log(n)

0,8

0,6

04
02



A funcao y=log(x) é definida para x real positivo.




Como foi criada a funcao logaritmica?




A funcao logaritmica foi definida como a medida da
area sob o grafico de uma funcao chamada hipérbole.

a=272
* 3.
2.5 -
2.
1.5 1
1.
0.5 -
1
fle) = — b=1
L 0
3 2.5 2 1.5 1 05 0 0.5 1 1.5 2 25 a 3 3.5 4 4.5
-0.5 -
_1.
1.5 1




Area sob o grafico de uma funcdo?

Mas isso nao é uma integral?




O calculo diferencial e integral surgiu do
estudo da variacao.



Como aumenta a area de um quadrado
guando seu lado aumenta?



O aumento instantaneo da area do
guadrado corresponde a duas vezes 0
lado.



A taxa de variacao instantanea da area e
2X.

A(x) = x?

, dA
A(x)=a=2x




O aumento da area € a area da figura em
forma de “L".




O aumento da area € a area da figura em
forma de “L".




Ax

Essa area, AA, € dada por




Essa area, AA, € dada por
AA = 2xAx + (Ax)?

AZC TAx (Az)?

2
X X TAzx




A taxa de aumento da area é
AA  2xAx + (Ax)?

Ax Ax
AZC TAx (Az)?
X i Az




A taxa de aumento da area é
AA  2xAx + (Ax)?

— = = 2x + Ax.
Ax Ax
N Fazendo Ax — 0,
AZC TAT (Am)2
temos A—A—> 2X.
Ax
X z’ TAx
Portanto,
dA — >
T X.




No caso do volume do cubo de aresta X,
cujo volume é V(x) = x3, a taxa de
variacao instantanea é 3x>“.

(o + &)

-




A taxa de variacao do volume do cubo e
AV (x+Ax)°—(x)° _ 3x2Ax+3x(Ax)%+(Ax)*>)

Ax Ax Ax

fa + &)

Fazendo Ax — 0,
AV

temos — — 3x2.
Ax

Portanto,
dA

T

3x2.




Como aumenta a area de um circulo
guando seu raio r aumenta?



A taxa de aumento da area do circulo é
AA  7(r+Ar)’—n(r)* 2mrAr + (Ar)?

v

Ar

Ar

Fazendo Ar — 0,

AA
temos — - 27mr.
Ar

Portanto,
dA

— = 27T,
dr r



A taxa de aumento da area do circulo é
AA  n(r+ Ar)°—n(r)* 2mrAr +m(Ar)?

E - Ar Ar

Fazendo Ar — 0,

AA
temos — - 27r.
Ar

ortanto,

da _,
dT_ r.




Para uma esfera de raio r, cujo volume é
dado por V(r) = ﬂr , a taxa de variacao

Vd

e
AV %T[(T’+AT’)3 —%n(r)3 41t (r?Ar+r(Ar)? +§(Ar)3)

Ar Ar Ar

Fazendo Ar — 0,

AV
temos — — 472,
Ar

av
Portanto, — = A2,




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?




A variacao instantanea da area A(x) €
A (X)=f(x).




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?

fle) =4

Na funcao constante f(x)=4,
a area entre O e x € dada
por A(X)=4x. A taxa de
variacao instantanea da

area € A(x)=4.



Na funcao linear f(x)=x, a area entre 0 e X
i 2
e A(x) ===~

-




Na funcao linear f(x)=x, a area entre 0 e X
& Ax) ==

-




Na funcao linear f(x)=x, a area entre 0 e X
XX X
2

eA(x) ==—==—.

A taxa de variacao
Instantanea da area é
A (X)=X.




Na funcao f(x)=2x, a areaentre 0O e x €
X-2X 2

14(;[) — —72—':: X,

flz) =2z

A taxa de variacao
Instantanea da area é
A (X)=2X.




Na funcédo f(x) = x4, ndo conhecemos a
area entre 0 e Xx.

Mas conhecemos a taxa de
variacao instantanea desse
area:

A'(x) = x?.



Por volta de 1640, Pierre de
Fermat (1601-1665)
estabeleceu gue a area sob a
curvay = x",
entre x =0 e x = a, € dada por
A _ an+1 |

n+1
Ou seja, se y = x?, entdo a

3
~ X ’
funcaoy = Y fornece a area
sob a curva entre O e Xx.



Vamos considerar a funcao f(x)=x>.

flz) = 2*




Que funcao expressa a area sob f(x)=x2?

flz) =a*




A area sob a curva da funcao f(x)=x? pode
ser obtida por meio da funcao g(x)=x3/3.




Mas,esen=-17

_ 1 , o
Acurvay = x~1 = -, tem como grafico
an+1

uma hipéerbole. Se fizermos A = — =
0

a . - ~
— temos uma Indeterminacao.

fz)

N




Em 1647, o jesuita belga
Gregorius de Saint
Vicent (1584-1667),
notou que areas
correspondentes a
abscissas que formam
uma PG, formam uma
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(grafico fora de escala)






f(x) = 1/xln2

(grafico fora de escala)



f(x) = 1/xIn10

10

100

(grafico fora de escala)

1000



Quem percebeu que havia logaritmos nessa
historia foi o aluno de Saint Vicent,
chamado Alphonse Antonio de Sarasa
(1618-1667).



Que funcao expressa a area sob f(x)=1/x,
de 1 a x?




A funcao area é A(x)=Inx (logaritmo
natural, base e)




Que funcao expressa a area sob
f(x) —— de 1 ax?




A funcao area é A(x) = log, x
(funcao logaritmica na base 2)




Que funcao expressa a area sob
1
f(x) = . de 1 ax?
xln10

(100, 2)

(1000, 3)




A funcéo area é A(x) = logo x
(funcao logaritmica na base 10)

(100, 2)

(1000, 3)




A Integral indefinida da funcao
flx) = - , com a>0, a#1, é a funcao

xlna
g(x) — logalxl
(funcao logaritmica na base a do modulo de x)

flx) =1/x




A Integral indefinida da funcao
flx) = - , com a>0, a#1, € a funcao

xlna
g(x) — logalxl
(funcao logaritmica na base a do modulo de x)

flx) =1/x




A Integral indefinida da funcao
1 . ~
fx) = -€ea funcao

g(x) = In|x|
(funcao logaritmica natural, base e)




A integral iIndefinida da funcao
flx) = ——, com a>0, a#1, é afuncao

g(x) — logalxl
(funcao logaritmica na base a do modulo de x)
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Nossa sensibilidade é afetada de modo logaritmico.
Ou seja, percebemos variacoes de grandezas que nos
afetam nao de modo linear, mas de modo
exponencial.

Por exemplo, nosso ouvido percebe uma mudanca de
pressao que indica um aumento consideravel de sons,
guando este passa a uma proxima poténcia de 10.




Quando a pressao
sonora passa de uma
poténcia de 10 a
outra, a escala de
decibeis assinala uma
mudanca linear, mais
facil de acompanhar.
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Quando a pressao
sonora passa de uma
poténcia de 10 a
outra, a escala de
decibeis assinala uma
mudanca linear, mais
facil de acompanhar.
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Decibel e Escala Logaritmica

Decibel é a razao logaritmica
entre duas poténcias ou
intensidades e é dado pela
expressao:

P,z =10 x log,, (PX/Py)
ou lys =10 x log,, (1,/1,)

Alexander Graham Bell (1847 — 1922).



Magnitude aparente das
estrelas

Magnitude aparente € uma
escala para comparacao
do brilho das estrelas desenv
olvida pelo astrobnomo grego
Hiparco ha mais de 2000
anos.

Hiparco (190-120 aC)



Magnitudes Aparentes
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Magnitude aparente das
estrelas

Portanto, o sistema de
magnitude é baseado no
quao brilhantes sao as
estrelas a olho nu.
Posteriormente a escala de
Hiparco foi estendida para
magnitudes além de 6 e
abaixo de 1, inclusive
negativas.




Magnitude Aparente

Magnitude de um astro obtida através da observacao,
independentemente de seu fluxo radiante intrinseco. Exprime o brilho
aparente.

Lua  ‘ega

JUASAY mais
brilhante
| objetos mais

’ distantes
@ »

10 20 30

P Magnitude
e | aparente

estrela mais fraca
visivel a olho nu

Vénus




Magnitude aparente das
estrelas

Hoje em dia a diferenca entre
as magnitudes das estrelas se
expressa com logaritmos:

(mi —m5) = —5 logyg 2
2 F

d

Hiparco (190-120 aC)



e"l m

c"l m

\'

Figura 1 - O logaritmo do fluxo da luz estelar F'. funcao que
cresce suavemente conforme F' aumenta. Hipparcos e seus segui-
dores adotaram implicitamente esta forma ao definir um intervalo
(escala) de magnitudes visiveis, posteriormente matematicamente
esprimida na Eq. (1), a qual continua sendo utilizada até hoje.
Quando o fluxo F resulta menor que aquele da refer encia Fjy,
a fungao ¢ negativa e a magnitude aparente m cresce numerica-
mente.



Escala Richter

A escala Richter, atribui um numero unico para
guantificar o nivel de energia liberada por um
terremoto.

Charles Francis Richter (1900 — 1985),
sismologo americano.



Escala Richter

A escala Richter, atribui um numero unico para
guantificar o nivel de energia liberada por um
terremoto.

- |

EXCL umva

E uma escala logaritmica, de base 10.



Escala Richter

O numero do terremoto é obtido calculando o
logaritmo da amplitude horizontal combinada
(amplitude sismica) do maior deslocamento a partir
do zero em um tipo particular de sismografo.




Escala Richter

Pelo fato de ser um escala logaritmica, um
terremoto que mede 5 na escala Richter tem uma
amplitude sismica 10 vezes maior do que uma que
mede 4. Em termos de energia, um terremoto de

grau 7 libera cerca de 30 vezes a energia de um
sismo de grau 6.




Escala Richter

O terremoto de abril no Nepal teve grau 7,9.

O de maio teve grau 7,3.




Escala de pH

pH € uma medida do potencial
hidrogenionico a acidez, neutralidade ou
alcalinidade de uma solucao aquosa.
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Escala de pH

O termo pH foi introduzido, em 1909, pelo
bioquimico dinamarqués Sgren Peter Lauritz
Sgrensen (1868-1939) com o objetivo de facilitar
seus trabalhos no controle de qualidade de
cervejas.




Escala de pH

O "p" vem do alemao potenz, que significa poder
de concentracao, e o "H" é para o ion
de hidrogénio (H*).

pH = —logy, [ap+]



Escala de pH

O "p" vem do alemao potenz, que significa poder
de concentracao, e o "H" é para o ion
de hidrogénio (H").

Escala de pH

Solucdes Neutras

Solugdes Acidas Solucdes Basicas

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 u

Acidez Crescente Basicidade Crescente




Alguns valores comuns de pH
: Substancia
éAcido de bateria

: Suco gastrico

§Sumo de limdo
grefrigerante tipo Cola
§Vinagre

§Sum0 de laranja ou maca
éCeweja

{ Café

iCha

gChuva acida

} Saliva pacientes com céneer (cancro) 4 557
gLehe

éAgua pura
ESaIiva humana
§Sangue

gAgua do mar

: Sabonete de mao

29
2

vl
ek
o

: Amdnia caseira
"Agua sanitaria”

Hidréxido de sddio caseiro




