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PREAMBULO

Todas as disciplinas matematicas sdo historicamente determinadas. A
geometria, em especial, teve um longo e turbulento desenvolvimento desde o
tempo de Euclides e dos primeiros comentadores, passando pela Idade
M¢édia até aos tempos modernos. O trabalho de Hilbert teve importancia
capital na mudanga da concepc¢do da geometria e, em certo sentido, na da
concepgdo idealistica da verdade. A partir da primeira edicdo [1899] dos
Fundamentos da Geomelria, o livro de Hilbert sofreu alteracdes profundas,
de tal modo que a dltima edi¢@o € praticamente irreconhecivel da primeira. E
por esta razio que se impunha tornar acessivel aos estudantes universitirios
e aos professores liceais aquela tltima edi¢do em lingua inglesa.

Muitos matematicos exprimiram a opinidio de que este trabalho de
Hilbert é de menor importincia, estd cheio de erros e despido de
significdncia moderna. Sem desrespeito por todos aqueles que assim se
exprimiram, devo todavia enfatizar a grande importéncia da tentativa de
desenvolver um tratamento completo e consistente dos axiomas da
geometria ¢ de sintetizar estes axiomas no contexto da andlise dos nimeros
reais. Tendo partilhado com muitos de vos algumas dividas quando
confrontados, pela primeira vez, com a geometria analitica, apds a geometria
sintética dos cursos secundarios, também eu indaguei durante anos qual seria
a relagdo entre as duas. Hilbert ultrapassou essa perplexidade muito antes de
mim, ao demonstrar que na analise dos niimeros reais e, em particular, na
algebra tridimensional real estd um modelo possivel dos axiomas da
geometria por si revistos. Mais do que isso, ele mostrou como estabelecer
que este modelo é essencialmente Unico, isto €, que qualquer modelo lhe €
isomorto.

Ha alguma confusdo na linguagem que Hilbert utiliza na primeira
edi¢do, ¢ parte desta confusdo estende-se até esta ultima edi¢do. Devem
tomar-se como primitivos nio somente os termos ponto, recta, plano e a
relagdo de estar entre, mas também a relacdo de incidéncia de rectas com
pares de pontos diferentes, bem como a distinta relacdo de incidéncia de
planos com triplos de pontos nio colineares, a relagdo de congruéncia de
segmentos e a distinta relacdo de congruéncia de dngulos.

Coisas deste tipo sdo importantes; todavia elas nfo retiram demasiada
utilidade a este texto, sobretudo para o leitor avisado & partida de que o rigor
no passado era o bastante. Hilbert foi um gigante, e somos afortunados por
poder viver na sua sombra.

Harry Goheen

Professor de Matemadtica
Universidade Estadual de Oregon
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«Assim comegou, portanto, todo o conheci-
mento humano, com intui¢des, passando daqui a
nocoes e acabando com ideias.»

Kant, Critica da Razdo Pura, “Elementos de

Transcendentalismo”, Segunda Pagte, 1.

INTRODUCAQO

A geometria, do mesmo modo que a aritmética, s6 precisa para a sua
edificago 16gica subsequente de poucas e simples proposi¢des fundamen-
tais. Estas proposi¢des fundamentais chamam-se axiomas da geometria. O
enunciado dos axiomas da geometria e o exame das suas relagdes mutuas
€ um problema que, desde o tempo de Euclides, tem sido discutido em
numerosos e excelentes tratados da literatura matematica. O problema
acabado de indicar tem o seu ponto de partida na analise légica da nossa
mtuicdo espacial.

O presente trabalho € uma nova tentativa para dar o enunciado dum
sistema de axiomas complefo e tdo simples quanto possivel para a
geometria, e deduzir dele os teoremas geométricos mais importantes de tal
modo que fique também claramente em evidéncia o significado dos
diferentes grupos de axiomas ¢ a projec¢do de cada um dos axiomas nas
consequeéncias que deles depois se tiram.



Capitulo 111

A TEORIA DAS PROPORCOES

§13. Sistemas de niimeros complexos?8

No inicio deste capitulo trataremos antes do mais, de topicos sobre os
sistemas de nOmeros complexos que nos serdo TUteis mais tarde,
especialmente para facilitar a exposigdo.

Os niimeros reais constituem no seu conjunto um sistema de objectos
com as seguintes propriedades:

PROPOSICOES DE COMPOSICAO (1-6):

1. Do nimero a e do niimero b resulta por «adi¢do» um determinado
numero ¢, em simbolos

a+b=c ou c—a-+b.

2. Se a e b sdo nimeros dados, entdo existem sempre um e s6 um
iniimero z e também um e s6 um numero ¥, tais que € respectivamente

a+x=0b, y+a=b.

3. H4 um determinado nimero — chama-se-lhe 0 —, tal que para
cada a se tem ao mesmo tempo

a+0=a e 0+a=a.

4. Dos numeros a ¢ b ainda resulta, doutra maneira, por
«multiplicagio» um determinado néimero ¢, em simbolos:

ab=¢c ou c=ab.

28 V. também o Suplemento I 2. [Na 1.7 edi¢do portuguesa, esta secgdo tem o
titulo «Sistema algébrico ordenado», aparentemente mais apropriado que o da
edicdo inglesa, e a nota de rodapé remete para a conferéncia do autor referida no
comeco do Suplemento I 2, que na presente edicdo constitui o Apéndice VI. No
corpo do texto daquela edicdo ¢ também utilizada a designagio de «sistema
algébrico ordenado» em vez de «sistema de nimeros complexos» (v. Nota 29)]

49
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5. Se a e b sio numeros dados quaisquer ¢ ¢ ndo é 0, entdo existe
sempre um e um $6 numero z ¢ também um e s6 um numero y tais que €,
respectivamente,

ar =0, ya=".

6. H4 um determinado nimero — chama-se-lhe 1, - tal que para
cada a é a0 mesmo tempo

a-1l=a e 1-d=0;
REGRAS DE CALCULO (7-12):

Se a, b, ¢ sdo numeros quaisquer, entdo valem sempre as seguintes
leis de calculo:

7. a+(b+c)=(a+b)+ec,
8. a+b=>b+a,

9. a(be) = (ab)c,

10. a(b+c) = ab+ac,

11. (a+b)e = ac + be,

Iz ab = ba.

PROPOSICOES DE ORDEM (13-16):

13. Se a, b sdo dois numeros diferentes quaisquer, entdo € sempre um

e s6 um deles (por exemplo a) maior do que o outro: ao ultimo chama-se
entio o menor, em simbolos:

a3h & b2a
Para nenhum nimero a se tem a > a.
14.Se¢éa > beb > ¢, entdo é tambéma > c.
15. Se a > b, entio ¢ também sempre
a+c>b+ec.
16.Se a > b e ¢ > 0, entdo € também sempre

ac > be.
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PROPOSICOES DE CONTINUIDADE (17-18):

17. (Proposi¢do de Arquimedes) Se a >0 e b >0, sdo dois
eros quaisquer, entido € sempre possivel adicionar a a si proprio um
ero tal de vezes, que a soma resultante ¢ maior do que b, em simbolos:

-

at+at+a+--- +a>b

18. (Proposicdo de completabilidade) Nao é possivel juntar ao
sistema de numeros, um outro sistema, de objectos, de tal modo que
também no sistema obtido por esta ampliagdo e mantendo-se as relagdes
enire 0s numeros, sejam satisfeitos todos os teoremas 1-17; ou abrevia-
damente: os numeros constituem um sistema de objectos, o0 qual, com a
manutencdo de todas as relagdes e de todos os teoremas citados, ja ndo é
susceptivel de nenhuma ampliacao.

Um sistema de objectos que possui so parte das propriedades 1-18,
chama-s¢ um sistema de nameros complexos [ou sistema algébrico
ordenado®®]. Um sistema de nimeros complexos diz-se arquimediano ou
ndo-arquimediano conforme satisfaz ou nio a condigdo 17.

Algumas das propriedades 1-18 sdo consequéncias das restantes.
PGe-se o problema de investigar a dependéncia logica destas proprieda-
des.39 Responderemos no sexto capitulo, §32 e §33, a duas determinadas
perguntas deste tipo, em virtude do seu significado geométrico; mas aqui,
a este respeito, desejamos simplesmente indicar que em cada caso a
condigdo 17 ndo ¢ consequéncia logica das propriedades que a precedem,
visto que, por exemplo, o sistema algébrico ordenado (2(¢) considerado no
§12, possui todas as propriedades 1-16, mas nfo verifica a condi¢do 17.

E no que diz respeito aos teoremas de continuidade (17-18) sdo
validas as observagdes correspondentes, tais como foram feitas no §8
sobre os axiomas geométricos de continuidade.

§14. Demonstraciao do Teorema de Pascal

Neste e no capitulo seguinte baseamos o nosso estudo nos axiomas do
plano de todos os grupos com excepedo do axioma de continuidade, isto €,
nos axiomas I1-3 e II-IV. No presente 3.° capitulo queremos
fundamentar a teoria das propor¢des de Euclides, com os axiomas citados,
isto €, no plano e independentemente do axioma de Arquimedes.

29 [As propriedades 1-18 sdo, afinal de contas, as de corpo ordenado
arquimediano e completo, sendo a completude entendida no sentido da
propriedade 18.]

30V, Suplemento I 2 [e Apéndice VI].
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Para este fim, demonstramos primeiramente uma proposi¢cdo que é um
caso particular do conhecido teorema de Pascal, da teoria das seccdes
conicas, e que, de futuro, abreviadamente, designaremos por teorema de
Pascal. Este teorema diz:

TEOREMA 40. (Teorema de Pascal)*! Sejam A, B, C, A’ e B, C'
dois ternos de pontos sobre cada uma de duas rectas que se intersectam
num ponto distinto de qualquer daqueles pontos, respectivamente; se C' B’

¢ paralelo a BC' e C'A’ paralelo a AC’, entdo ¢ também BA’ paralelo a
AB'.

C B A

Para fazer a demonstra¢do deste teorema, introduzamos primeiro as
seguintes notacdes: I evidente que, num tridngulo rectingulo, o cateto a é
univocamente determinado pela hipotenusa ¢ e pelo dngulo o da base,
definido por a e c.

Pomos abreviadamente

a = ac,

31 F. Schur publicou uma demonstragdo interessante do teorema de Pascal, com
base nos axiomas I-1III do plano e espago em Math. Ann., Vol. 51; igualmente M.
Dehn, Math. Ann., Vol. 53. Depois J. Hjelmslev, apoiando-se nos resultados de G.
Hessenberg (Math. Ann., Vol. 61) conseguiu demonstrar o teorema de Pascal s6
com base nos axiomas [-III do plano (“Neue Begriindung der ebenen Geometrie”,
Math. Ann., Vol. 64), compare apéndice III deste livro.




FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA 53

de modo que o simbolo ac significa sempre um determinado segmento,
desde que c ¢ « sejam, respectivamente, um segmento qualquer ¢ um
angulo agudo qualquer, dados. Analogamente, dados um segmento qual-
guer a ¢ um éangulo agudo qualquer « fica sempre univocamente
determinado um segmento ¢ por meio da igualdade a = ac.

Mais ainda: se ¢ designar um segmento qualquer e o, (3 designarem
dois 4angulos agudos quaisquer, afirmamos que se tem sempre a congru-
éncia de segmentos

afc = Pac,

e, consequentemente, que os simbolos ¢, 3 sdo sempre permutaveis entre
si.

Para o demonstrar, tomemos
o segmento ¢ = AB e desloque- D
mos para cada um dos lados
deste segmento, a partir de A, os
angulos « e 3, respectivamente. B
Depois conduzamos de B, sobre
os outros lados destes angulos, £
as perpendiculares BC e BD,
unamos C' com D e conduzamos
finalmente, a partir de A, a A c
perpendicular AE a CD.

Visto que os angulos ZACB e ZADB sio rectos, 0s quatro pontos
A, B, C, D estiio numa circunferéncia e, por isso, os dois dngulos LACD
e ZABD, como angulos inscritos numa circunferéncia sobre a mesma
corda AD, sio congruentes entre si. Ora, por um lado ZACD ¢ ZCAE, ¢
por outro lado ZABD e ZBAD perfazem &angulos rectos, ¢
consequentemente resulta que também os &ngulos ZCAE e ZBAD sdo
congruentes entre si, isto €,

LCAE =8,

donde LDAE = q.
Obtemos agora imediatamente, as congruéncias de segmentos:
Be=AD, ac = AC,
afc = a(AD) = AE, Bac = B(AC) = AE,

¢ daqui resulta a validade da congruéncia que enunciamos.
Voltemos agora 2 configuragdo do teorema de Pascal e designemos o
ponto de interseccio das duas rectas por O e os segmentos OA, OB, oc,
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OA. OB, 0C', OB, BC', AC"; CA', BA!, AB', respectivamente por
a, b, c, da,bt,d, I, mm,mn, n*. Em seguida conduzamos de O
perpendiculares a [, m”, n; a perpendicular a [ forma com as duas rectas
OA, OA' os angulos agudos N, ), e as perpendiculares a m” ¢ n
construirio com as rectas OA e OA’, respectivamente, 0s angulos agudos
', e v/, v. Exprimindo de duas maneiras, esses segmentos das trés
perpendiculares, com 0 auxilio das hipotenusas e 4ngulos de base nos
tridngulos  rectangulos correspondentes, seguindo as indicagdes
precedentes, obtemos as seguintes trés congruéncias de segmentos:

1) A = Ne,
2 pa' = e,
3) va' = v'b.

Visto que, por hipotese, devem ser | paralelo a I* e m paralelo a m”,
os segmentos das perpendiculares conduzidos de O respectivamente a " €
/m, coincidem com os segmentos das perpendiculares a l e m*, ¢ obtém-se
por consequéncia

() Ad = N'b,
(5) ue' = pla.

Aplicando A'pr a ambos 08 membros da congruéncia (3) e lembranda
que, segundo o demonstrado anteriormente os simbolos de que se trata
agora sdo permutaveis entre si, obtemos

v pa = v pXNb.
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Facamos agora intervir, nesta congruéncia, a congruéncia (2) para o
lado esquerdo ¢ a (4) para o lado direito; entdo fica

vX e = v uAd,

ou v u'Xe=vAud.

Aqui fagamos intervir a congruéncia (1) no lado esquerdo € a (5) no
lado direito; entdo vira

v W =1\ a,

ou A'vb = MV a.

Com base numa das propriedades dos nossos simbolos indicada na
pig. 53, deduzimos imediatamente, da tiltima congruéncia

pvt = ' a,
e daqui
(6) v =va.

Imaginando agora a perpendicular de O a n e conduzindo de A a B’
perpendiculares a ela, a congruéncia (6) mostra que os pés das duas
Gltimas perpendiculares coincidem, isto €, o segmento de recta n* = AB’
faz com a perpendicular a n um 4ngulo recto e é consequentemente
paralelo a . Com isto fica concluida a demonstragio do teorema de
Pascal.

Para fundamentar a teoria das proporgdes utilizamos, no que segue,
unicamente aquele caso especial do teorema de Pascal no qual se tem a
congruéncia dos segmentos

QU =0A,
€, por conseguinte, também
OA =0C7,

¢ em que os pontos A, B, C' estio no mesmo raio a partir de O. Neste caso
especial, chega-se & demonstragdo duma maneira particularmente simples,
do seguinte modo:

Deslocamos para QA’ a partir de O o segmento OB até I)', de tal
modo que a recta de ligagio BD' fica paralela a C A’ e a AC". Por causa
da congruéncia dos tridngulos OC'B e OAD' é
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5] Z0C'B = ZOAD'.
Visto que C' B’ e BC' sfo, por hipétese, paralelas entre si, entdo €
1) Z0C'B = LOB'C.

De (17) e de (21) obtemos

ZOAD = ZOB'C:

mas entdo, do estudo da circun-
feréncia, AC'D'B' é um quadrilatero
inscrito numa circunferéncia, e por
isso  vale, segundo um teorema
conhecido sobre os dngulos de um
quadrilatero inscrito numa circunfe-
réncia, a congruéncia

(3¥) ZOD'C = /OAB.

Por outro lado, em vista da congruéncia dos tridngulos OD'C e
OBA' é também

(41) 20D = ZOBA,
De (37) e (41) obtemos
FOAR =084

¢ esta congruéncia mostra que AB' e BA' sdo paralelas entre si, como
pede o teorema de Pascal.

Se ¢ dada uma recta qualquer, um ponto exterior a ela e um angulo
qualquer, entdo pode-se, evidentemente, encontrar por meio do desloca-
mento deste dngulo e do tragado duma paralela, uma recta que passa pelo
ponto dado e que corta a recta dada sob um 4dngulo dado. Em virtude desta
circunstincia podemos, enfim, gragas também a outros resultados, aplicar
a demonstracdo do teorema do Pascal, mais geral, o seguinte processo
simples:

Conduza-se por B uma recta que encontra O A’ no ponto D)’ sob o
angulo ZOC A', de tal modo que seja valida a congruéncia

(1%) AOCA = L0000 B;

entio, por um teorema conhecido do estudo da circunferéncia, C BD' A’ é
sm gquadrilatero inscrito, ¢ por consequéncia segundo o teorema da
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congruéncia de dngulos inscritos na mesma corda, ¢ vélida a congruéncia
(2%) ZOBA = 200,
Visto que C'A’ e AC’ sdo, por hipétese, paralelos entre si, ¢
(3%) ZOOA = L0A0"
e de (1*) e (3%) resulta a congruéncia
Z0D'B = Z0OAC".

Mas entdo é também BAD'C’
um quadrilatero inscrito, e pelo
teorema dos 4dngulos dum qua-
drilatero inscrito, € wvalida a
congruéncia

(4% ZOAD = /Z0C'B.
Visto que, além disso, por

hipétese C' B’ é paralelo a BC’,
temos também

(5*) ZOB'C = £0C'B,

e de (4%) e (5%) resulta a congruéncia
ZOAD = Z/0B'C.

Isto mostra, finalmente, que C AD'B’ é um quadrildtero inscrito e, por
consequéncia que também é valida a congruéncia

(6%) FOAR = A0D'C.
De (2%) e (6%) resulta
ZOBA = Z0AB',

¢ esta congruéncia mostra que BA' e AB' sdo paralelos entre si, como
pede o teorema de Pascal.

No caso em que I’ coincida com um dos pontos A, B, C' ou no
caso em que a ordem dos pontos A, B, C seja outra, entdo é necessaria
uma variagdo deste processo, a qual facilmente se obtera.32

32 Teria interesse encontrar também a utilizagdo do teorema do ponto de
intersecgdo das alturas dum trifingulo na fundamentago do teorema de Pascal e
no estudo das proporgdes; comparem-se sobre o assunto F. Schur, Math. Ann.,
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§15. O calculo de segmentos com base no Teorema de Pascal

O teorema de Pascal, demonstrado na sec¢ao anterior, coloca-nos na
situagdo de poder introduzir na geometria um célculo de segmentos no
qual s3o validas, tais quais, todas as regras de calculo para os nimeros
reais.

Em vez da palavra «congruente» e do sinal = servimo-nos no
calculo de segmentos da palavra «igual» e do sinal =.

Se trés pontos A, B, C estdo sobre uma recta e B esta entre A e C,
entdo representaremos por ¢ = AC a soma dos dois segmentos ¢ = AB e
b = BC e pomos:

c=a+b.

c=a+b >

Os segmentos a e b dizem-se menores que ¢, simbolicamente
a<ec, b<ec
e ¢ diz-se maior do que a ¢ b, simbolicamente
g>a, ¢33

Dos axiomas lineares de congruéncia III 1-3 concluimos facilmente
que para a adicio de segmentos que acabamos de definir é valida a lei
associativa

a+(b+ec)=(a+b)+ec,

assim como a lei comutativa a + b = b + a.

Para definir geometricamen o produto dum segmento a por um
segmento b servimo-nos da seguinte constru¢do: Escolhemos primeira-
mente um segmento qualquer, fixo em tudo o que segue, e designemo-lo
por 1.

Vol. 57, e J. Mollerup, Studier over den plane geometris Aksiomer, Copenhaga,
1903.
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ab
a\
0 1 b

Desloquemos para um dos lados
dum éngulo recto e a partir do
vértice O, o segmento 1 ¢, além
disso também a partir de O, o
segmento b; em seguida deslo-
quemos para o outro lado o
segmento a.

Unamos as extremidades dos segmentos 1 e a por uma recta e
conduzamos uma paralela a esta recta pela extremidade do segmento b;
esta determinard um segmento ¢ no outro lado do dngulo: chamemos a
este segmento ¢ o produto do segmento a pelo segmento b e designemo-lo

por

Demonstraremos, em primeiro lugar, que ¢ valida a lei comutativa

ab = ba,

para a multiplica¢do de segmentos que se acabou de definir.

Para este fim construamos
primeiramente, da maneira aci-
ma indicada, o segmento ab.
Além disso, desloquemos o
segmento a para o primeiro lado
do angulo recto e o segmento b
para outro lado; unamos a extre-
midade do segmento 1 com a
extremidade do segmento b, que
estd no outro lado, por meio
duma recta, ¢ ftracemos uma
paralela a esta recta pela extre-
midade de a que estid no primei-
ro lado: esta paralela determina o

segmento ba sobre o outro lado; e, de facto, este segmento ba coincide,
como mostra a figura, com o segmento ab, anteriormente construido, em
vista do paralelismo das linha auxiliares a tracejado, paralelismo que ¢
consequéncia do teorema de Pascal (teorema 40). Também, recipro-
camente, da lei comutativa no nosso calculo de segmentos, resulta, como
imediatamente se vera, que, o que na pag. 55 foi chamado o caso especial
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do teorema de Pascal, é seguramente valido para aquelas figuras onde as
semi-rectas OA e OA’ formam um dngulo recto.
Para demonstrar a lei asso-

ciativa,
e=ch a(be) = (ab)e,
da nossa multiplicagdo de se-
ae=cd gmentos, desloquemos para um
lado do 4ngulo recto, e a partir
d=ab

de O, os segmentos 1 e b e para
o outro lado, e do mesmo modo
a partir de O, os segmentos a ¢
¢. Depois construamos os se-
gmentos d=ab e e=ch, e
desloquemos estes segmentos d
e e para o primeiro lado, a partir
de O.

Em seguida construamos ae e cd; e entdo, novamente com base no
teorema de Pascal, tem-se, como ¢ evidente pela figura junta, que as
extremidades destes segmentos, coincidem, isto €

ae =cd ou a(ch) = c(ab),

¢ daqui resulta, com o auxilio da lei comutativa, que ¢ também
a(be) = (ab)c.33

Como se vé, nas demonstragdes apresentadas quer para a lei
comutativa, quer para a associativa, utilizimos unicamente aquele caso
especial do teorema de Pascal cuja demonstragio nas paginas 55 ¢ 56
(§14) se obtém dum modo particularmente simples, por uma aplicagéo do
teorema do quadrilatero inscrito numa circunferéncia.

33 Comparem-se, quanto a isto, “Methoden zur Begriindung der Propor-
tionlehre” de A. Kneser, Archiv fir Math. und Phys., Ser. III, Vol. 2, e J.
Mollerup, Math. Ann., Vol. 56, assim como Studier over den plane geometris
Aksiomer, Copenhaga 1903, que entretanto foram publicados, ¢ nos quais se parte
da igualdade de proporgdes. F. Schur, “Zur Proportionlehre”, Math. Ann., Vol.
57, nota que ja Kupffer, (Sitzungsber der Naturforschergesellschaft zu Dorpat,
1893) tinha demonstrado correctamente a lei comutativa da multiplicagdo.
Contudo deve considerar-se insuficiente a ultima fundamentagdo da teoria das
proporgdes de Kupffer.
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Resumindo o que ficou desenvolvido, chegamos & seguinte
Jundamentacdo das leis da multiplicacdo do cdlculo de segmentos, que me
parece ser a mais simples de todas as que até agora sdo conhecidas:

Para um lado de um 4ngulo recto, a partir do vértice O, desloquemos
0s segmentos ¢ = OA e b= OB e além disso, para o outro lado, o
segmento 1 = OC. A circunferéncia que passa por A, B, C, corta o
Gltimo lado num ponto D. O ponto D obtém-se facilmente, sem usar o
compasso, e s com base nos axiomas de congruénecia, tomando o
simétrico do ponto (' relativamente 4 perpendicular a OC' conduzida pelo
centro da circunferéncia.

Pela igualdade dos angulos ZOC A e ZOBD ¢, por defini¢do de produto
de dois segmentos (pag. 59),

OD = b,

¢, por causa da igualdade dos angulos ZODA ¢ ZOBC é, pela mesma
defini¢io,

OD = ba.

A lei comutativa da multiplicagio ab = ba, que daqui resulta,
demonstra agora (segundo uma observacio na pag. 59) que € vélido o que
na pag. 55 se chamou caso especial do teorema de Pascal, para os lados

dum 4ngulo recto, e daqui ainda resulta, com o que ficou dito na pag. 60, a
lei associativa da multiplicagio

a(be) = (ab)c.
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Finalmente, a lei distribuitiva
a(b+c) = ab + ac,

também & valida no nosso célculo de segmentos.
Para a demonstrar, construa-

mos os segmentos ab, ac ¢

a(b+¢) e conduzamos pela a(b+c)
extremidade do segmento ¢ (ver

figura junta) uma paralela ao e
outro lado do &ngulo recto. A >
congruéncia dos dois tridngulos abls

rectangulos, tracejados na figura,
e a aplicagio do teorema da
igualdade dos lados opostos num
paralelogramo, da a demonstra-
¢do desejada.

Se b e ¢ sio segmentos quaisquer, entdo ha sempre um segmento a, tal
que c¢ = ab; este segmento representar-se-4 por j © chamar-se-a 0
quociente de c por b.

§16. As proporgdes e 0s teoremas da semelhan¢a

Com o auxilio do calculo de segmentos que acabdmos de expor, pode
fundamentar-se (sem obstéculos ¢ sem 0 axioma de Arquimedes) a teoria
de Euclides das proporgdes do seguinte modo:

DEFINICAO. Se a, b, a, b sdo quaisquer quatro segmentos a
propor¢do:
gib=a': b/
significa unicamente a igualdade de segmentos

ab = ba'.

DEFINICAO. Dois triangulos dizem-se semelhantes quando 0s seus
angulos se podem fazer corresponder de tal modo que angulos
correspondentes sdo congruentes.

TEOREMA 41. Se a, b e o/, b’ sio lados correspondentes em dois
tridngulos semelhantes, entdo tem-se a proporgao

a:b=a:b.
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Dem. Consideremos primeiramente o caso particular em que os
angulos limitados por a, b e a', b’ sdo rectos e suponhamos os dois
triangulos inscritos num mesmo &ngulo recto. Desloquemos para um lado,
o segmento 1 a partir do vértice, ¢ conduzamos pela extremidade deste
segmento 1 a paralela as duas hipotenusas; esta determina no outro lado o
segmento e; entdo pela nossa defini¢io de produto de segmentos, €

b=ea, b =ed;

donde, temos:

ab’ = ba’,
isto &, g:b=a b
bf
b
e
0 I o a

Regressemos agora ao caso geral. Construamos em cada um dos dois
triangulos semelhantes os pontos S e S’ de intersecglo das bissectrizes
dos trés dngulos, cuja existéncia se obtém facilmente a partir do teorema
25, e conduzamos a partir destes pontos as trés perpendiculares r e 7/,
respectivamente, aos trés lados dos tridngulos. Designemos os segmentos
obtidos nestes lados por

i ! ! ! / /
ap, Ac, bca bas Caqs Cp € Qp,y a., bo: ba,a Caa Cys

respectivamente.
O caso especial do nosso teorema, demonstrado anteriormente, dé-
nos, entdo, as proporgdes:
e f P S Degr=shl 1 ¥
ap:T:aLZT’ ba:’r‘zb;:'r";
e destas, por meio da lei distributiva, obtemos:

a:r=da:7r, b:r=b:7,
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e daqui
Var =brd, a'btr’' =d'rb.

Estas igualdades dio, com o auxilio da lei comutativa da multi-
plicagio:

a:b=a:0.

Do teorema 41 extraimos facilmente o teorema fundamental no estudo
das propor¢des, que enunciamos como segue:

TEOREMA 42. Se duas paralelas intersectam nos lados dum dngulo
qualquer os segmentos a, b, @/, V', respectivamente, entdo ¢ valida a
propor¢ao

a:b=2a:0.

Reciprocamente, se quatro segmentos a, b, a/, b’ verificam esta
proporgio, e a, a’ e b, b’ sdo dois a dois deslocados para cada um dos
lados dum 4ngulo qualquer, entdo as rectas que unem O0s pontos
extremidades de a, b e a/, b', respectivamente, sdo paralelas entre si.

§17. As equacdes das rectas e planos

Ao sistema de segmentos até agora considerado juntamos ainda um
outro tal sistema de segmentos. De facto, com base nos axiomas da ordem
& possivel distinguir com facilidade sobre uma recta um sentido «positivoy»
e um «negativo». Designemos agora, um segmento AB, (que até agora
fosse designado por a) por a s6 quando B ficar no sentido positivo a partir
de A, e em caso contririo designemo-lo por —a. Um ponto designamo-lo
como o segmento 0. O segmento @ chama-se «positivo» quando maior do
que 0, simbolicamente: @ > 0; o segmento —a chama-se «negativo»
quando menor do que 0, simbolicamente: —a < 0.

Entdo nesta extensdo do calculo de segmentos sio validas todas as
regras de célculo 1-16 que foram condensadas no §13 para os nimeros
reais. Fazemos ressaltar os seguintes factos especiais: Tem-se sempre

a-1l=1-a=a ¢ a-0=0-a=0.

Se ab =0, entdo é, ou a=0, ou b=0. Se a>b e ¢ > 0, entdo
resulta sempre ac > be. Além disso, se A1, A, Az, ..., Ap1, Ap sBOn
pontos numa recta, entio a soma dos segmentos AjAs, AsAs, ...,
A, 1A, ApA; éigual a zero.

Tomemos agora como eixos ortogonais, num plano «, duas rectas
perpendiculares entre si passando por O, e depois desloquemos segmentos
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quaisquer «, y para as duas rectas, a partir de O; em seguida conduzamos
as perpendiculares pelas extremidades dos segmentos z, y ¢ determinemos
o ponto P de intersec¢do destas perpendiculares: os segmentos Z, y
chamam-se as coordenadas do ponto P. Cada ponto do plano « € univo-
camente determinado pelas suas coordenadas x, y que podem ser
segmentos positivos, negativos ou 0.

Seja [ uma qualquer recta do plano «, passando por O ¢ por um ponto
C' com coordenadas a, b. Se z, y sio as coordenadas dum ponto qualquer
P de [, entio encontramos facilmente, pelo teorema 42, como equagdo da
recta i,

a:b=z:y, ou bz —ay=0.

Se I’ for uma paralela a [ que )/
intersecta no eixo dos z o 4
segmento ¢, entdio obtemos a
equacdo da recta ', substituindo y I
o segmento z pelo segmento P
r —c na equagdo da recta [; a b (&
equacio desejada €, portanto,

bxr — ay — bec = 0. ) 4 x ¢ Y

A partir destas consideragdes concluimos facilmente, dum modo que é
independente do axioma de Arquimedes, que cada recta, num plano, se
representa por uma equagdo linear nas coordenadas z, y, ¢ recipro-
camente, que cada equacdo linear representa uma recta, sendo os
coeficientes segmentos na geometria em questao.

Os resultados correspondentes para a geometria do espago demons-
tram-se também facilmente.

Dagqui em diante, a edificagdo da geometria pode fazer-se seguindo os
métodos que comummente se aplicam na geometria analitica. Até aqui,
neste terceiro capitulo, nunca utilizimos o axioma de Arquimedes;
supondo agora a sua validade, podemos fazer corresponder aos pontos
duma recta qualquer no espago, numeros reais, da maneira seguinte:
Escolhamos sobre a recta dois pontos quaisquer e fagamos corresponder a
eles os nimeros 0 e 1; depois dividamos ao meio o segmento 01 e
designemos o ponto médio correspondente por %, em seguida o ponto
médio do segmento O% por % etc.; depois de ter usado n vezes este
processo, chegamos a um ponto a que corresponde o numero zin
Desloquemos, agora, o segmento 02% partindo do ponto 0, quer para o
lado do ponto 1 quer para o outro lado, por exemplo, m vezes, e démos

m m

aos pontos que se obtém os valores numéricos 3, € —, respectivamente.
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A partir do axioma de Arquimedes pode-se concluir facilmente (com base
nesta correspondéncia) que a qualquer ponto da recta se pode fazer
corresponder um nUmMero real, duma maneira univoca, ¢ de tal modo que
esta correspondéncia tem a seguinte propriedade: se A, B, C sio trés
pontos quaisquer da recta e a, 3, 7, 08 correspondentes numeros reais e se
B esté entre A e C, ento estes numeros satisfazem ou & desigualdade

a<f3 <7, oua > B>

Dos desenvolvimentos do §9, no cap. 11, resulta claramente que, para
todo 0 niimero que ali pertence ao cOrpo de ntmeros algébricos £, deve
necessariamente existir um ponto da recta a que ele corresponde. Se a
cada outro nimero real também corresponde um ponto, iSO depende de
ser ou nio valido o axioma de completabilidade V 2, na geometria em
questao.

Pelo contrario, se numa geometria $0 se supoe a validade do axioma
de Arquimedes, entdo ¢ sempre possivel ampliar o sistema de pontos,
rectas e planos por meio de elementos «irracionais», de modo que para
todo a recta da geometria resultante, a cada sistema de trés niimeros reais
satisfazendo 2 equagdo dessa recta corresponda, sem excepgao, um ponto.
Por meio duma convengao apropriada, pode simultaneamente CONseguir-
se que na geometria ampliada sejam validos todos os axiomas I-V. Esta
geometria (ampliada pela introdugdo do elementos irracionais) ndo ¢ outra
sendo a geometria analitica, cartesiana, ordinaria, do espaco, na qual
também ¢ vélido o axioma de completabilidade v

34 Compare as notas no final do §8.
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