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bendo de um boato no tempo ¢, entdo a derivada dp/dt representa a taxa de divulgacio do boatg
(veja o Exercicio 84 na Secdo 3.4).

Uma Unica Ideia, Muitas Interpretacdes

Avelocidade, a densidade, a corrente, a poténcia e o gradiente da temperatura na fisica; a taxy
de reacdo e a compressibilidade na quimica; a taxa de crescimento e o gradiente da velocidade
do sangue na biologia; o custo e o lucro marginal na economia; a taxa do fluxo do calor na
geologia; a taxa de desenvolvimento do desempenho na psicologia; a taxa de divulgac#o de
um boato na sociologia — todos esses sdo casos especiais de um Unico conceito matemdtico,
a derivada.

Isto € uma ilustracfo do fato de que parte do poder da matemadtica estd em sua abstracfo,
Um tinico conceito matemaético abstrato (tal como a derivada) pode ter interpretacdes diferentes
para cada uma das ciéncias. Quando desenvolvemos as propriedades do conceito matemético
de uma vez por todas, podemos voltar e aplicar esses resultados em todas as ciéncias. Isso &
muito mais eficiente do que desenvolver as propriedades de conceitos especiais para cada cién-
cia separada. O matematico Francés Joseph Fourier (1768-1830) colocou de forma sucinta:
“A matemadtica compara os mais diversos fendmenos e descobre as analogias secretas que os
unem”.

1-4 Uma particula move-se segundo a lei do movimento s = f(z), (a)
t = 0,em que t € medido em segundos e s, em metros.
(a) Encontre a velocidade no tempo 7.
(b) Qual a velocidade depois de 3 s? .1 o | \/ :
(c) Quando a particula estd em repouso?
(d) Quando a particula estd se movendo no sentido positivo?
(e) Encontre a distincia total percorrida durante os 8 primeiros se-
gundos.
(f) Desenhe um diagrama como na Figura 2 para ilustrar o mo-
vimento da particula.
g) Encontre a aceleracéo no tempo ¢ e depois de 3 s.
(h) Faca os grificos das funcdes posicéo, velocidade e aceleragéio
para0 = =< §.
(i) Quando a particula estd acelerando? Quando estd freando?

1. Aaltura (em metros) de um projétil lancado verticalmente para cima
de um ponto a 2 m acima do nivel do solo com velocidade inicial
de245m/sé h =2 + 24,5t — 4,9t apés t segundos.

(a) Encontre a velocidade apds 2 s e apds 4 s.

(b) Quando o projétil alcanca sua altura mdxima?
(c) Qual € a altura maxima?

(d) Quando ele atinge o solo?

(e) Com qual velocidade ele atinge o solo?

1. f@) =1 — 127 + 36¢ 8. Seuma bola for atirada verticalmente para cima com velocidade

2. F() = 001r* — 0,041 de 24,5 m/s, entdo sua altura depois de ¢ segundos serd
s =245t — 491,

3. f(z) = cos{mt/4), t=<10 (2) Qual a altura médxima atingida pela bola? -

8 F() = e (b) Qual a velocidade da bola quando estiver 29,4 m acima do

solo na subida? E na descida?
Se uma pedra for atirada verticalmente para cima sobre a super-
ficie de Marte, com velocidade de 15 m/s, sua altura apds ¢ se-
gundos serd A = 15¢t — 1,867%
(a) Qual a velocidade da pedra apds 2 s?
(b) Qual a velocidade da pedra quando sua altura for 25 m acima
do solo na subida? E na descida?

0 1 \ ! 0 \ t 10. Um particula se move com uma fungfo posi¢do

=% — 41° — 204 + 20¢ t=0

5. S#o mostrados os gréficos das funcdes velocidade de duas parti- 9
culas, com ¢ medido em segundos. Quando cada particula estd
acelerando? Quando estd freando? Explique.

(a) v ® °

6. Sdo mostrados os grificos das fungdes posicdo de duas particu- (2) Quando a particula tem a velocidade de 20 m/s?
las, com ¢t medido em segundos. Quando cada particula estd ace- (b) Quando a aceleracéio é 07 Qual é o significado deste valor
lerando? Quando estd freando? Explique. de 1?7

E necessério usar uma calculadora gréfica ou computador : 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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(a) Uma empresa produz chips de computador a partir de placas
quadradas de silicio. Ela quer manter o comprimento do lado da
placa muito préximo de 15 mm e deseja saber como a drea A(x)
daplaca varia quando mudamos o comprimento x do lado. En-
contre A’(15) e explique seu significado nessa situacgéo.

(b) Mostre que a taxa de variagdo da drea de um quadrado em re-
lagdo ao comprimento de seu lado € a metade de seu perime-
tro. Tente explicar geometricamente por que isso € verdade,
desenhando um quadrado cujo comprimento de lado x € au-
mentado em Ax. Como voc€ pode aproximar a variagio re-
sultante AA se Ax for pequeno?

(a) Os cristais de cloreto de s6dio crescem facilmente em forma
de cubos ao permitir que uma solugfo de d4gua e de cloreto de
sédio evapore lentamente. Se V for o volume de cada cubo
com comprimento de lado x, calcule dV/dx quando x = 3
mm e explique seu significado.

(b) Mostre que a taxa de variagdo do volume de cada cubo em re-
lacgio ao comprimento da aresta € igual & metade da drea da
superficie do cubo. Explique geometricamente por que esse
resultado é verdadeiro, mostrando um argumento andlogo ao
do Exercicio 11(b).

(a) Encontre a taxa de variacBes média da drea de um circulo
em relacfio a seu raio r quando r varia de

i 2a3 (i) 2a25 (iii) 2a2,1

(b) Encontre a taxa de variagdo instantinea quando r = 2.

(c) Mostre que a taxa de variacio da drea de um circulo em rela-
¢dio a seu raio (para qualquer ) é igual & circunferéncia do cir-
culo. Tente explicar geometricamente por que isso € verdadeiro,
desenhando um circulo cujo raio foi aumentado em Ar. Como
vocé pode aproximar a variac@io resultante AA se Ar for
pequeno?

A queda de uma pedra em um lago gera um onda circular que

cresce a uma velocidade de 60 cm/s. Encontre a taxa em que a

4rea dentro do circulo estd aumentando apds (a) 1 s, (b) 3se (c)

5s. O que vocé conclui?

Um balfo esférico comega a ser inflado. Encontre a taxa de cres-
cimento da 4rea da superficie (S = 47r*) em relagéo ao raio r
quando 7 é (a) 20 cm, (b) 40 cm e (c) 60 cm. Que conclusio vocé
pode tirar?

(2) O volume de uma célula esférica de tamanho crescente é
V= %wr3, onde o raio r é medido em micrémetros
(1 pm = 107 m). Encontre a taxa de variagio média de Vem
relagdo a r quando r varia de

H5a8pm (i)Sabpm (i)5a5,1pum

(b) Encontre a taxa instantinea de variacio V em relagdo a r
quando r = 5 pm.

{c) Mostre que a taxa de variagfio do volume de uma esfera em re-
lag8o a seu raio é igual a 4rea de sua superficie. Explique geo-
metricamente por que esse resultado € verdadeiro. Mostre
um argumento andlogo ao do Exercicio 13(c).

A massa da parte de uma barra de metal que se encontra entre sua
extremidade esquerda e um ponto a x metros  direita é 3x” kg.
Encontre a densidade linear (veja o Exemplo 2) quando x for (a)
1m, (b) 2 m e (c) 3 m. Onde a densidade € maior? E menor?

Se um tanque tem 5 000 galdes de dgua, que escoa pelo fundo em
40 minutos, entfo a Lei de Torricelli d4 o volume V de dgua que
restou no tanque depois de ¢ minutos como

v=5000(1 — %1)° 0=<1=<40
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Encontre a taxa segundo a qual a dgua estd escoando do tanque
depois de (a) 5 min, (b) 10 min, (c) 20 min e (d) 40 min. Em que
instante o escoamento é mais rdpido? E mais vagaroso? Resuma
o que vocé encontrou.
A quantidade de carga Q, em coloumbs (C), que passa através de
um ponto em um fio até o instante ¢ (medido em segundos) € dada
por O(z) = > — 2¢* + 61 + 2. Encontre a corrente quando (a)
t =05se(b)t = 1s.[Vejao Exemplo 3. A unidade da corrente
é um ampére (1 A = 1 C/s).] Quando a corrente € mais baixa?
A Lei de Gravitacdo de Newton diz que a intensidade F da forga
exercida por um corpo de massa m sobre um corpo de massa M €
P GmM

r2

onde G é a constante gravitacional e r ¢ a distAncia entre 0s corpos.

(2) Encontre dF/dr e explique seu significado. O que o sinal de
menos indica?

(b) Suponha que seja conhecido que a Terra atrai um objeto
com uma forca que decresce a uma taxa de 2 N/km quando
r = 20.000 km. Qudo rdpido essa for¢a varia quan-
do r = 10.000 km?

A forga F agindo num corpo com massa m e velocidade » € a taxa

de variagio de momentum: F = (d/df)(mv). Se m for uma cons-

tante, torna-se F = ma, onde a = dv/dt é a aceleragdo. Mas na

teoria da relatividade a massa de uma particula varia com v da se-

guinte forma: m = mo/+/1 — v?¥/c?, onde m é a massa da par-

ticula em repouso e ¢ € a velocidade da luz. Mostre que

nod

F=———
(l — 1)2/6‘2)3/2

. Algumas das maiores marés no mundo ocorrem na Bay of Fundy,

na Costa Atlantica do Canadd. No Cabo Hopewell a profundidade
da 4gua em maré baixa € cerca de 2,0 m e em maré alta & cerca
de 12,0 m. O perfodo natural de oscilagéo é pouco mais de 12 ho-
ras e, em 30 de junho de 2009, a maré alta ocorreu as 6h45. Isso
ajuda a explicar o seguinte modelo para a profundidade de dgua
D (em metros) como uma fungfo do tempo ¢ (em horas apds a
meia-noite) naquele dia:
D(f) =7 + 5 cos[0,503(r — 6,75)]
Em que velocidade a maré aumentava (ou diminufa) nos seguin-
tes hordrios?
(a) 3000 (b) 6h 00
(c) 9h 00 (d) Meio-dia
A Lei de Boyle afirma que quando uma amostra de gds € com-
primida a uma temperatura constante, o produto da pressio pelo
volume permanece constante: PV = C.
(a) Encontre a taxa de variaco do volume em relacio & pressdo.
(b) Uma amostra de gds estd em um recipiente a baixa presséo e
¢ regularmente comprimida 2 temperatura constante por 10
minutos. O volume decresce mais rapidamente no inicio ou no
final dos 10 minutos? Explique.
(c) Demonstre que a compressibilidade isotérmica (veja o Exem-
plo 5) é dada por B = 1/P.
Se, no Exemplo 4, uma molécula do produto C é produzida de
uma molécula do reagente A e de uma molécula do reagente B,
e as concentragdes iniciais de A e B tém um mesmo valor
[A] = [B] = a mols/L, entfio

[Cl = a*ki/(akt + 1)
onde k é uma constante.
(a) Encontre a taxa de reacio no instante .
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(b) Mostre que, se x = [C], entiio

dx
[RSR— k . 2
i (a — x)

{¢) O que acontece com a concentragfo quando ¢ —» ©?

(d) O que acontece com a taxa de reagio quando ¢t —> o7

(e) O que os resultados da parte (c) e (d) significam em termos
praticos?

No Exemplo 6, consideramos uma populagao de bactérias que do-

bra a cada hora. Suponha que outra populaco de bactérias triplique

a cada hora e comece com 400 bactérias. Encontre a express&o para

o niimero 7 de bactérias depois de 7 horas e use-a para estimar a taxa

de crescimento da populacfo de bactérias depois de 2,5 horas.

O niimero de células de levedura em uma cultura de laboratério

aumenta rapidamente no inicio, mas eventualmente estabiliza. A

populaciio € modelada pela fungio

a
G e

onde ¢ € medido em horas. No tempo ¢t = 0 a populagdo é de 20

células e estd crescendo a uma taxa de 12 células/hora. Encontre

os valores de a e b. De acordo com este modelo, o que ocorre com

a populagio de levedura depois de muito tempo?

A tabela fornece a populagdo mundial no século XX.

Populaggo Populacio

Ano (em milhdes) Ano (em milhdes)
1900 1.650 1960 3.040
1910 1.750 1970 3.710
1920 1.860 1980 4.450
1930 2.070 1990 5.280
1940 2.300 2000 6.080
1950 2.560

(a) Estime a taxa de crescimento populacional em 1920 e em 1980
fazendo a média das inclinacBes de duas retas secantes.

(b) Use uma calculadora grafica ou computador para achar uma
fungio ciibica (um polindmio de terceiro grau) que modele os
dados (veja a Segdo 1.2).

(c) Utilize o modelo da parte (b) para achar um modelo para a taxa
de crescimento populacional no século XX.

(d) Use a parte (c) para estimar as taxas de crescimento em 1920
e 1980. Compare com sua estimativa da parte (a).

(e) Estime a taxa de crescimento em 1985.

A tabela mostra como a média de idade das mulheres japonesas

quando se casam pela primeira vez variou na tiltima metade do sé-

culo XX.

t Al t Al
1950 23,0 1980 25,2
1955 23,8 1985 25,5
1960 24,4 1990 25,9
1965 24.5 1995 26,3
1970 24,2 2000 27,0
1975 247

(a) Use uma calculadora gréfica ou computador para modelar es-
ses dados por um polinémio de quarto grau.

(b) Use a parte (a) para achar um modelo para A’ (¢).

(c) Estime a taxa de variagdo da idade no primeiro casamento des-
sas mulheres em 1990,

(d) Faca o gréfico dos pontos dados e dos modelos para A e A’.

29. Considere a lei de fluxo laminar fornecida no Exemplo 7. Cop,.

30.

31.
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sidere um vaso sanguineo com raio 0,01 ¢m, comprimento 3 cm,

diferenga de pressdo 3.000 dinas/cm’ e viscosidade i = 0,027

(a) Encontre a velocidade do sangue ao longo do eixo centry)
r = 0, no raio r = 0,005 cm e na parede r = R = 0,01 cry,

(b) Encontre o gradiente da velocidade em r = 0, r = 0,005 ¢
r = 0,01.

(c) Onde a velocidade € mdxima? Onde a velocidade varia mais?

A frequéncia da vibragio de uma corda de violino € dada por

1 T
f=3r "

onde L € o comprimento da corda, T € sua tensfo e p € sua den-

sidade linear. [Veja o Capitulo 11 em D. E. Hall, Musical Acous-

tics, 3. ed. (Pacific Grover, CA, Brooks/Cole, 2002).]

(a) Encontre a taxa de variacfio da frequéncia em relacéio
(i) ao comprimento (quando T"e p sdo constantes),

(ii) & tensfo (quando L e p sdo constantes), e
(iii) a densidade linear (quando L e T sdo constantes).

(b) A intensidade de uma nota (quéo alta ou baixa soa a nota) &
determinada pela frequéncia f. (Quanto maior a frequéncia,
maior a intensidade.) Use os sinais das derivadas da parte (a)
para determinar o que acontece com a intensidade de uma nota
(i) quando o comprimento efetivo de uma corda & decrescido

colocando-se o dedo sobre ela, de forma que uma porcio
menor da corda vibre;
(it) quando a tensdo € aumentada girando-se a cravelha (pino
de afinagdo);
(iii) quando a densidade linear € aumentada, mudando-se a
corda.
O custo, em délares, da producdo de x metros de certo tecido é

C(x) = 1.200 + 12x — 0,1x* + 0,0005x°

(a) Encontre a funcfio de custo marginal.

(b) Encontre C'(200) e explique seu significado. O que ele pre-
diz?

(c) Compare C'(200) com o custo da manufaturacio do 201° me-
tro de tecido.

A funco de custo para um certo produto €

C(x) = 339 + 25x — 0,09x + 0,0004x°

(2) Encontre e interprete C'(100).

(b) Compare C'(100) com o custo de produzir o 101° item.

Se p(x) for o valor total da producfio quando hé x trabalhadores
em uma fébrica, entfio a produtividade média da forga de traba-
lho da fabrica €

A = 2%
x
(a) Encontre A'(x). Por que a companhia precisa empregar
mais trabalhadores se A'(x) > 07
(b) Mostre que A'(x) > 0 se p'(x) for maior que a produtividade
média.
Se R denota a reagfio do corpo a algum estimulo de intensidade
x, a sensibilidade S é definida como a taxa de variacio da reacdo
em rela¢@o a x. Um exemplo ocorre quando a luminosidade x de
uma fonte de luz é aumentada e o olho reage diminuido a 4rea R
da pupila. A férmula experimental

o 40+ 24x%
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rem sido usada para modelar a dependéncia de R com respeito a
x, quando R é medido em milfmetros quadrados e x, em uma uni-
dade apropriada de luminosidade.

(a) Encontre sensibilidade.

(b) Ilustre a parte (a) tracando ambos R e S como fungdes de x.
Comente sobre 0s valores de R e § em baixos niveis de lumi-
nosidade. Isso € o que vocé esperaria?

A lei dos gases para um gés ideal & temperatura absoluta T (em

kelvins), pressdo P (em atmosferas) e volume V (em litros) €

pv = nRT, em que n € o nimero de mols de gds e R = 0,0821

& a constante do gas. Suponha que, em um certo instante, P = 8,0

atm, € estd crescendo a uma taxa de 0,10 atm/min, e V= 101,

e esta decrescendo a uma taxa de 0,15 L/min. Encontre a taxa de

variacdo de T em relagdo ao tempo naquele instante, se n = 10

mols.

Em uma fazenda de piscicultura, uma populagfo de peixes & colo-

cada dentro de um pequeno lago e removida regularmente. Um mo-

delo para a taxa de varia¢do da populagio € dado pela equacdo

% _ ro<1 _F f(f) >P<t> — BPO)

onde ro € a taxa de nascimento dos peixes, P. € a populacfo mé-
xima que o pequeno lago pode manter (ou seja, sua capacidade

31
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de suporte) e B € a porcentagem da populacgo que € recolhida.
(a) Qual o valor de dP/dt que corresponde & populacio estével?
(b) Se o pequeno lago pode manter 10.000 peixes, a taxa de nas-
cimento € 5% e a taxa de colheita, 4%, encontre o nivel esta-
vel da populagéo.
(c) O que acontece se 3 for aumentada para 5%?
No estudo de ecossistemas, o modelo predador-presa é muitas ve-
zes usado para estudar a interacfio entre as espécies. Considere
uma populagio de lobos da tundra, dada por W(), e caribus,
dada por C(f), no norte do Canad4. A interagfo foi modelada pe-
las equacdes:
dac aw

— =aC - == = —cW + dCW
—— = aC — bCW — W

(2) Que valores de dC/dt e dW/dt correspondem as populacdes es-
téveis?

(b) Como representar matematicamente a afirmacfo: “O caribu
estd extinto.”?

(c) Suponha que a = 0,05, b = 0,001, ¢ = 0,05, e d = 0,0001.
Encontre todos os pares (C, W) que levam a populagdes estd-
veis. Segundo esse modelo, & possivel para as espécies vive-
rem em equilibrio, ou uma ou as duas espécies acabarfio por
se extinguir?

Em muitos fendmenos naturais, quantidades crescem ou decaem a uma taxa proporcional a seu
tamanho. Por exemplo, se y = f(¢) for o niimero de individuos numa popula¢do animal ou de
bactérias no instante ¢z, entfio parece plausivel esperar que a taxa de crescimento f'(¢) seja pro-
porcional & populacgo f(2); ou seja, f'(¢) = kf(¢) para alguma constante k. De fato, sob as con-
dices ideais (ambiente ilimitado, nutricio adequada, imunidade a doengas), 0 modelo matemadtico
dado pela equaggo f'(#) = kf(z) prediz o que acontece na realidade com bastante precisdo. Ou-
tro exemplo ocorre na fisica nuclear, onde a massa de uma substincia radioativa decai numa taxa
proporcional & massa. Na quimica, a taxa de uma reagfio unimolecular de primeira ordem € pro-
porcional 4 concentragio da substincia. Em finangas, o valor de uma conta de poupanca com ju-
ros contabilizados continuamente aumenta a uma taxa proporcional a esse valor.

Em geral, se y(#) for o valor de uma quantidade y no instante £, € se a taxa de variacdo de

dy

[1] il

¥ com relagdo a ¢ for proporcional a seu tamanho y(f) em qualquer instante, entfio

onde k € uma constante. A Equagdo 1 € as vezes chamada lei de crescimento natural (se
k > 0) ou lei de decaimento natural (se k < 0). Ela € chamada equaciio diferencial, pois
envolve uma func@o desconhecida y e sua derivada dy/dr.
Nio & dificil pensar em uma solucfo para a Equacgio 1. Essa equagfio nos pede para en-
contrar uma func#o cuja derivada seja uma constante multiplicada por ela prépria. J4 encon-
tramos fungGes dessas neste capitulo. Qualquer fun¢io exponencial da forma y(¢) = Ce*, onde
C € uma constante, satisfaz

y'(t) = Clke*) = k(Ce*') = ky(2)

Veremos na Sec¢fo 9.4 que qualquer fungio que satisfaga dy/dt = ky deve ser da forma
¥ = Ce". Para perceber o significado da constante C, observamos que

y(0) = Ce*® = C




