43| EXERCICIOS

I1-2 Use o gréfico dado de f para encontrar o seguinte:
(a) Os intervalos abertos nos quais f € crescente.
(b) Os intervalos abertos nos quais f'é decrescente.
(c) Os intervalos abertos nos quais f € concava para cima.
(d) Os intervalos abertos nos quais f'é concava para baixo.
(e) As coordenadas dos pontos de inflexdo.

I. [y 2.

3. Suponha que lhe foi dada uma férmula para uma fungdo f.

(a) Como vocé determina onde f € crescente ou decrescente?

(b) Como vocé determina onde o gréfico de f € cdncavo para
cima ou para baixo?

(c) Como voce localiza os pontos de inflexdo?

4. (a) Enuncie o Teste da Primeira Derivada.

(b) Enuncie o Teste da Segunda Derivada. Em que circunstancia
ele € inconclusivo? O que vocé faz se ele falha?

5-6 O grafico da derivada f' de uma fungio f estd mostrado.
(a) Em que intervalos f estd crescendo ou decrescendo?
(b) Em que valores de x a fung¢@o f tem um maximo ou mini-

mo local?
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y=f(x)

\VAAE

oyg'a\éx 0

7. O grifico da segunda derivada f” de uma fungo f estd mos-

trado. Diga as coordenadas x dos pontos de inflexdo de f. Justi-

fique sua resposta.
y

y=f"(x)

O gréfico da primeira derivada /" de uma fung@o f estd mostrado.

(a) Em que intervalos f estd crescendo? Explique.

(b) Em que valores de x a fung@o f tem um médximo ou minimo
local? Explique.

(c) Em que intervalos f € concava para cima ou para baixo?
Explique.

(d) Quais sdo as coordenadas x dos pontos de inflexdo de f?
Por qué?

y

y=f'(x

o\ 3-\5/7’“
9-18

(a) Encontre os intervalos nos quais f € crescente ou decrescente.

(b) Encontre os valores méximo e minimo local de f .

(¢) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexdo.
9. f=x—12x+1
10. f(x)=5-3x+x

1. fo=x'"—2x+3

2
X

£+3
13. f(x) =senx + cosx,

12 flo=

O0<x=<2m

(x) =xInx

18. f(x) = Vie™

14. f(x) = cos’x — 2senx,
I5. f)=¢"+e "

17. f(x) = (In OWx

19-21 Encontre os valores maximo e minimo locais de f usando
ambos os Testes das Primeira e Segunda Derivadas. Qual método
vocé prefere?

' X

X +4

19. f()=x—5x+3 20. f(x) =

2. f)=x+Vvl —x

22. (a) Encontre os ndimeros criticos de f (x) = xA(x = 1)3.

(b) O que o Teste da Segunda Derivada mostra para vocé sobre
o comportamento de f nesses niimeros criticos?
(c) O que mostra o Teste da Primeira Derivada?

23. Suponha que f” seja continua em (—%, ).
(a)Sef'(2) =0ef"(2) = —5.0que se pode afirmar sobre f?
(b) Se f'(6) = 0ef"(6) = 0,0 que se pode afirmar sobre f?

24-29 Esboce o grifico de uma fungdo que satisfaga todas as con-
digdes dadas.

24. f'(x) > 0 paratodo x # I,
f"(x) >0sex<1oux>3,

assintota vertical x = 1,
i) <0sel <x<3

25. 'O =f'Q=f'H=0,
f'(x)>0sex<0ou2<x<d4d,
fl(x)<0se0<x<2oux>4,

F'(x)>0sel <x<3,f"(x)<0sex<loux>3

f'(l):f'(—1)=0, f'(x) <O0se x| <1,
fl)>0sel <|x| <2, f'(x)=—1sel|x|>2,
e < 0ise—2<x<0 e ponto de inflexdao em (0,1)

27. f'(x) >0selx1<2, f'(x)<Oselx]>2,

f/(=2)=0, limlf'@l=o, f(x)>0selxl#2
28. f'(x) >0se x| <2, f'(x)<O0selx|>2,
f/@=0, lmfm=1f(=0=-f),

f'x)<0se0<x<3, f"(x)>0sex>3

29. f'(x) <0ef"(x) <0 para todo x.

Suponha que £ (3) = 2,f'(3) = L e f'(x) > 0 e f"(x) < 0 para
todo x.
(a) Esboce um grifico possivel de f.
(b) Quantas solucdes a equagio f (x) = 0 tem? Por qué?
©E possivel que f'(2) = %’? Por qué?

31-32 O gréfico da derivadaf’ de uma fungdo continua f estd ilustrado.
(a) Em que intervalos f estéd crescendo ou decrescendo?
(b) Em que valores de x a fungdo f tem um minimo ou maxi-
mo local?
(c) Em que intervalos f é concava para cima ou para baixo?
(d) Diga as coordenadas x dos pontos de inflexao.
(e) Supondo que f(0) = 0, esboce o grifico de f.

T 1] 1
y=r |

" /|

31. y




32. v

[2

33-44

(a) Encontre os intervalos em que a fungdo € crescente ou decrescente.
(b) Encontre os valores maximos ou minimos locais.

(c) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexdo.
(d) Use as informagdes das partes (a)—(c) para esbogar o grafico. Veri-

fique seu trabalho com uma ferramenta grafica, se vocé tiver uma.
33 f(x) =2x —3x"— 12x 34, f(x) =2+ 3x — x°

35, f(x) =2+ 2% —x* 36. g(x) = 200 + 8x° + x*

hx) = - 1)°
B(x) = 37 —x

42. f(x) = In(x* + 27)

37. h(x) =3x —5x+3
A(x) = xwWx+3

a1, C(x) = x"(x + 4)

39.

43. f(#)=2cos O +cos’ 6 0<0<2m

4. f)=t+cost, —2m<t<2m

45-52

(a) Encontre as assintotas vertical e horizontal.

(b) Encontre os intervalos nos quais a fungdo é crescente ou
decrescente.

(c) Encontre os valores maximos e minimos locais.

(d) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexdo.

(e) Use a informagdo das partes (a)—(d) para esbogar o grifico de f.

45, Prg =L 46. f(x)= —~
I =% x=1)
471. FO =V +1—x
48. f(x) =xtgux, -2 <x<m/2
49. f(x) =In(1 — In. =
£ =In(1 = Inx) f(x) -

51 f(x) = Pt 52. f(x) = &

53. Suponha que a derivada da fungdo f seja
f'x) = (x + l)z(x = 3)5()( - 6)". Em qual intervalo f esta
crescendo?

54. Use os métodos desta secdo para esbogar a curva y = x° — 3a’x
+ 2a’, onde a é uma constante positiva. O que os membros desta

familia de curvas ttm em comum? Como eles diferem entre si?

APLICACOES DA DERIVAGAO |||| 277

3] 55-56
(a) Use um gréfico de f para estimar os valores maximo e minimo.
Entdo, encontre os valores exatos.
(b) Estime o valor de x em que f cresce mais rapidamente. Entdo, en-
contre o valor exato.
X+ 1

55. f(x) = =
x“+1

56. f(x) =xe "

57-58
(a) Use um grdfico de f para estimar aproximadamente os intervalos
da concavidade e as coordenadas dos pontos de inflexio.

(b) Use um griéfico de /" para dar uma estimativa melhor.
57. f(x)=cosx+';cost O0=s=x<2w

58. f(x) =x'(x —2)*

59-60 Estime os intervalos da concavidade com precisio de uma casa
decimal usando um sistema de computa¢do algébrica para calcular e
fazer o grafico de f'.

4 3 2 1
¥+ x 41 60. f(x)=x tg x

Vai4+x+1 1+ x°

61. E dado o seguinte grafico de uma populagdo de células de le-

59. f(x) =

vedo em uma nova cultura de laboratério em fungdo do tempo.

(a) Descreva como varia a taxa de crescimento populacional.

(b) Quanto a taxa é mais alta?

(c) Em quais intervalos a fun¢do populagdo é concava para cima
ou para baixo?

(d) Estime as coordenadas do ponto de inflexdo.

700 +
600 +
500 +
400 +
300 +
200 +
100 +

Niimero
de células
de levedo

Ol 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tempo (em horas)

62. Sejaf (1) a temperatura no instante r onde vocé mora e suponha
que no instante + = 3 vocé se sinta desconfortavelmente
quente. Como vocé se sente em relagdo as informacdes dadas
em cada caso?

@f'G =2 fQ3=4
©f'G)=-2, f'G) =4

O f'@=2, f'@=-4
Df'G)=-2, f'G=-4

63. Seja h(r) uma medida do conhecimento adquirido por vocé es-
tudando 7 horas para um teste. O que vocé acredita ser maior,
K(8) — K(7) ou K(3) — K(2)? O gréfico de K € concavo para

cima ou para baixo? Por qué?
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66.

67.

A caneca mostrada na figura estd sendo enchida com café a uma
taxa constante (medida em volume por unidade de tempo). Es-
boce um gréfico da profundidade do café na caneca como uma
fungdo do tempo. Forneca uma explicagdo para o formato do
gréfico em termos de concavidade. Qual o significado do ponto
de inflexdo?

Uma curva de resposta a droga descreve o nivel de medica-
mento na corrente sanguinea depois de uma droga ser adminis-
trada. Uma func@o onda S(r) = Ar’e ™ é usada frequentemente
para modelar a curva de resposta, refletindo uma oscilagao ini-
cial acentuada no nivel da droga e entdo um declinio gradual.
Se, para uma droga particular, A = 0,01 ,p=4,k=007et for
medido em minutos, estime o tempo correspondente aos pontos
de inflexdo e explique seu significado. Se vocé tiver uma ferra-

menta gréfica, use-a para tracar a curva de resposta a droga.
A familia das curvas em forma de sino

e ;e—cr—m:«zfﬂ)
2

ocorre em probabilidade e estatistica, nas quais ela é chamada
Jfung¢do densidade normal. A constante € denominada média,
¢ a constante positiva o € conhecida como desvio-padrdo. Por
simplicidade, mudamos a escala da fungao de forma a remover
o fator 1/(0’\/2—77) € vamos analisar o caso especial onde u = 0.
Logo, estudamos a fungio

-2 2
f()C) =e x7/20°)

(a) Encontre a assintota, o valor maximo e os pontos de inflexdo
de f.

(b) Que papel desempenha o no formato da curva?

(¢) Iustre, fazendo o gréfico de quatro membros dessa familia
sobre a mesma tela.

Encontre uma fungdo ctibica f (x) = ax® + bx* + cx + d que
tenha um valor maximo local 3 em —2 e um valor minimo local
Oem I.

Para quais valores dos nimeros a e b a funcio

f() = axe”™

tem o valor médximo f(2) = 1?

69. Mostre que a curva y=0+x/(1+ xz) tem trés pontos de in-

flexdo e todos ficam sobre uma mesma reta.

70.

il

Mostre que as curvas y = ¢ e y = —¢ ™ tocam a curva

¥ = e "senxem seu ponto de inflexio.

Suponha que f'seja derivavel em um intervalo / ef'(x) > 0 para
todos os nimeros x em /, exceto para um unico nimero ¢. De-
monstre que /'€ uma fungdo crescente em todo o intervalo.

72-74 Suponha que todas as fungdes sejam duas vezes derivdveis e

que as segundas derivadas nunca sejam nulas.

72.

73.

(a) Se f e g forem concavas para cima em 7, mostre que f+gé
cdncava para cima em /.

(b) Se f for positiva e concava para cima em I, mostre qﬁe a
fungdo g(x) = [f(x)]*€é concava para cima em /.

(a) Se f e g forem fungdes positivas, crescentes e concavas para
cima em /, mostre que a fungio produto fg é concava para cima
em /.

(b) Mostre que a parte (a) permanece verdadeira mesmo que fe
g sejam ambas decrescentes.

(c) Suponha que f seja crescente e g, decrescente. Mostre, dando
trés exemplos, que fg pode ser concava para cima, cdncava
para baixo ou linear. Por que os argumentos usados nas par-
tes (a) e (b) ndo podem ser usados neste caso?

Suponha que f e g sejam ambas concavas para cima em (—oo,
). Sob que condigdes em f a funcdo composta h(x) = f(g(x))
serd concava para cima?

75.

76.

77.

7 78.

79.

80.

81.

Mostre que tg x > x para 0 < x < 7/2. [Sugestdo: Mostre que
f(x) = tgx — x é crescente em (0, 7/2).]

(a) Mostre que ¢"= 1 + x parax = 0.

(b) Deduza que ¢'=1 + x + Jx”para x = 0.
¢) Use a indugdo matemdtica para demonstrar que para x = Oe
¢ p que p

qualquer inteiro positivo n,

2 n

Pl nt gt
2!

n!
Mostre que uma fungdo ctibica (um polindmio de terceiro grau)
tem sempre exatamente um ponto de inflexdo. Se seu gréfico

possui trés intersec¢des com o €ixo x, X, X, € x,, mostre que a

3
coordenada x do ponto de inflexiio é (x, +x, + X083

Para quais valores de ¢ o polinémio P(x) = x* + cx’ + x*tem
dois pontos de inflexdo? E um ponto de inflexio? E nenhum?
Hustre, fazendo o gréfico de P para vérios valores de ¢. Como o
gréfico varia quando ¢ decresce?

Demonstre que se (c, f (¢)) for um ponto de inflexdo do grafi-
co de fe f" existir em um intervalo aberto contendo ¢, entdo
f"(c) = 0. [Sugestao: Aplique o Teste da Primeira Derivada e
o0 Teorema de Fermat & funcido g = f'.]

Mostre que se f (x) = x*, entdo f"(0) = 0, mas (0, 0) ndo é um
ponto de inflexdo do gréfico de f .

Mostre que a fun¢do g(x) = x|x| tem um ponto de inflexdo em
(0, 0), mas ¢"(0) ndo existe.



82.

83.

Suponha que /" seja continuae f'(¢) = f"(c) = 0, mas " (c) > 0.
A funcdo f tem um minimo ou maximo local em ¢? A fungio f
apresenta um ponto de inflexao em ¢?

Os trés casos no Teste da Primeira Derivada cobrem as situa-
¢des encontradas usualmente, mas ndo esgotam todas as possi-
bilidades. Considere as funcdo f, g e h cujos valores em 0 sdo
todos 0 e, para x # 0

flx) = X' sen = g(x) = %
&

2 o senl)
X
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h(x) = 5%

—2 + senl)
x

(a) Mostre que 0 é um ndmero critico de todas as trés funcgdes,
mas suas derivadas mudam de sinal infinitas vezes em ambos
os lados de 0.

(b) Mostre que f'nao tem nem um maximo nem um minimo local
em 0, que g tem um minimo local e que 4 tem um maxi-

mo local.



