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INDUCAO FINITA

O método da indugao finita é um procedimento matematico para provar propriedades que sao ver-
dadeiras para uma seqiiéncia de objetos. E um método bastante utilizado em teoria dos nimeros,
geometria, analise combinatoria, etc.. Mas trata-se de um tipo de demonstragao que pode aparecer em
qualquer dominio da Matematica.

Exemplo 1 Os sequintes resultados podem ser provados por indugdo.

i) Dadon € IN vale 2™ < n!, sen > 4.

n(n—3)
5 -

it) O numero de diagonais de um poligono de n lados é

i11) Todo nimero natural maior ou igual a dois admite decomposicao em fatores primos, inica a menos
da ordem dos fatores.

Observemos que os trés resultados acima falam de propriedade associadas a nimeros naturais e
que sao afirmadas valer a partir de algum natural inicial (4 no primeiro, 3 no segundo e 2 no terceiro
exemplo). Generalizando, o método se aplica para a prova de afirmagoes que contém no seu enunciado
a descrigdo de alguma propriedade P(n) que é afirmada valer para todo natural n > ng, onde ng é
dado explicitamente ou fica evidente pelo contexto do enunciado.

Principio da Inducao Finita - 12 Forma

Seja P(n) um enunciado que descreve uma propriedade sobre um ntmero natural n maior ou igual a

wm namero natural ng fixado.
Definigao 2 (PIF 12 forma) Se pudermos provar que valem as duas condigoes:

C1: P(ng) € verdadeira (ou seja, vale a propriedade para ng);

C2: E verdadeira a implicag¢io P(n) — P(n 4 1) para todo n > ng.
Entao podemos afirmar que a propriedade P(n) € verdadeira para todo n > ny.

No uso préatico, para provar um teorema por inducao finita devemos assim mostrar que as duas condicoes
do principio acima estao satisfeitas. Isso nos garante a validade da propriedade para a infinidade de
casos aos quais o teorema faga referéncia.

No caso da segunda condic¢do, como uma implicacdo s é falsa se sua premissa for verdadeira e a
conclusao falsa, basta excluir essa possibilidade para termos a validade da implicacdo desejada. Assim
o que normalmente se faz é tomar um k genérico qualquer maior ou igual a ny e admitindo que P(k)
seja verdadeiro, mostrar que necessariamente P(k + 1) também deve ser verdadeiro. Feita também
a prova de que vale a propriedade para o primeiro natural ng, o principio da indugéo nos garante a
validade da propriedade em todos os casos afirmados.



Exemplo 3 Como 2* = 16 ¢ 4! = 4.3.2.1 = 24, entdo vale que 2* < 4! e portanto (C1), a primeira
condicao do PIF, estd satisfeita.

Admitindo que 2F = k(%) para um k genérico maior do que 4, como

o 2K+l — 9 ok o (k+1)!=(k+1)k! o (k+1)>2,sek>4

a partir da desigualdade (*) obtemos que
okl — 99k < okl < (k+1).k = (k+1)!
Fica assim estabelecida a validade de (C2), a sequnda condi¢ao do PIF.

Portanto o principio da indugao finita garante que vale 2™ < n!, para todo n > 4.

Principio da Inducao Finita - 22 Forma

Seja P(n) um enunciado que descreve uma propriedade sobre um nimero natural n maior ou igual a

um numero natural ng fixado.
Definigao 4 (PIF 22 forma) Se pudermos provar que valem as duas condigoes:

CC1: P(ng) € verdadeira (ou seja, vale a propriedade para ng);
CC2: Para todo n > ngy, € verdadeira a implicacdo

P(no) NP(no+1)A..AP(n—1)AP(n) - P(n+1).
Entao podemos afirmar que a propriedade P(n) € verdadeira para todo n > nyg.

Na préatica, para provar uma propriedade utilizando a segunda forma de inducao, devemos provar
que a propriedade P vale para ng e a seguir, dado um n qualquer maior do que ng admitindo que a
propriedade P vale para todos os niimeros entre ng e n (inclusive), devemos provar que P também vale
para n + 1. Ou ainda, devemos comprovar a seguinte implicacao:

P(k) verdadeira para ng < k <n — P(n) verdadeira.

Essa segunda forma pode ser necessaria algumas vezes, como por exemplo no Teorema Funda-
mental da Aritmética enunciado no item (iii) do primeiro exemplo e cuja existéncia da decomposi¢ao
provaremos a seguir (s6 provaremos a existéncia neste texto, a unicidade a menos de ordem dos fatores

nao sera feita aqui).

Exemplo 5 O primeiro nimero € o 2, que é primo. Como 2 = 2, podemos dizer que 2 admite uma
"fatorag¢ao"/ inica em primos. E portanto (CC1) estd satisfeita.

Admitamos que todos os nimeros entre 2 e n, incluindo 2 e n, admitem uma fatoragao em nimeros
primos, unica a menos da ordem dos fatores. Consideremos o nimero n + 1. FExistem duas possibili-
dades:

a) n+1 é primo, e nesse caso a sua "fatora¢ao" é evidentemente inica contendo como unico "fator"”

o proprio primo n + 1, como no caso do nimero 2.



b) n+1 é composto, por exemplo, n+ 1 = p.q, onde p e q sGo nimeros naturais menores do que n
e maiores ou iguais a 2. Assim, por suposi¢ao (logo acima), também chamada de hipdtese de indugao,
tanto p como q admitem deco ‘'mposicao em fatores primos. Multiplicando todos os fatores de p pelos
fatores de q evidentemente obtemos o nimero n + 1.

Como as fatoragoes de p e q sao unicas a menos da ordem dos fatores, deve-se ainda provar que, se
houvesse outros primos que fatorassem n+ 1, distintos da fatoracao jd encontrada, obteriamos também
fatoragoes distintas para p e q, o que nao € possivel por hipdtese. (Essa parte é mais técnica e nao
faremos aqui, fica como desafio para quem se interessar. Vocés verdao a prova completa na disciplina

Algebra I.)

Exercicios
1. Demonstre a validade das seguintes afirmacoes para n no conjunto dos naturais:

n _ 1— n+1
a) (1+r)"21+nr, parar > —1. d 1+T+7‘2+...+r”:71rr , para r # 1
—r

1
b) 1+2+...+n:”(”2+)

(n+1)(2n+1)
6

) 124224+ . 4n2="

2. Prove o item (ii) do primeiro exemplo utilizando indugao finita.

3. Numa ilha existem uma quantidade muito grande de passaros que sao infinitamente inteligentes e
cada um sabe da inteligéncia dos outros. Esses péssaros sao muito vaidosos e tem 1 pena colorida
no seu rabo que nao conseguem enxergar. Se eles descobrem que eles perderam essa pena eles
suicidam-se. Eles se encontram s6é uma vez ao dia. Um dia ao encontrar-se eles sao informados
que pelo menos um deles perdeu essa pena. Passados n dias pelo menos um péssaro se suicida.
Pergunta-se:

a) Quantos péssaros suicidam-se nesse dia? b) Quantos passaros perderam sua pena?

(Sugestao: Comece com n = 1,2,3 depois conjecture algo e prove por indugao).

4. Numa certa criagao de coelhos o nimero de coelhos a, apds n meses obedece a seguinte regra:
an = 3ap_1 — 2a,_2, sabe-se também que a1 = 3 e as = 7. Mostre que a, = 2" — 1 para todo
n > 1.

5. Numa certa populagao de gatos o ntimero de gatos em um ano é igual a soma do ntimero de gatos
nos dois anos prévios. Se no primeiro ano havia um gato e no segundo dois, mostre que o nimero
de gatos no n-ésimo ano é dado pela formula

(3 G2

6. O que esté errado na seguinte demostragao:

1

V5

Proposigao 6 Todo conjunto finito ndo vazio tem 1 elemento.



Dem: Obviamente vale P(1), ou seja, temos a veracidade de C1 ou CC1.

Assuma que a proposigao ¢ valida para P(n) e seja A = {x1,...,Tp, Tpni1}, entdo x1 = x99 = ... =z

€ Xy =T3=...= Ty = Tpyl, lOgo ] = Ty = ... = Tp41 € temos a validade de P(n + 1).

. O que esta errado no seguinte argumento:
Proposicao 7 Se a # 0 entdo a™ ' =1 para todo n natural.

Dem: P(1):a'~! =1 vale sempre.

ak—2

Assumindo a*~! = 1, temos a* = o G =g =g = =

. Sejaag =1 e, para n > 0, seja a, = 2a,_1+ 1. Os primeiros termos da sequéncia ag, a, as, as, ...
sdo 1,3,7,15,... Quais sdo os proximos trés termos? Prove que a, = 2"+ — 1.

. Seja bg =1 e, para n >0, seja b, = 3b,—1 — 1. Quais sado os cinco primeiros termos da sequéncia
3"+1

by, b1, b2, ...7 Prove que b, = 5

Instrucoes para os exercicios a serem entregues:

e quatro itens do primeiro exercicios;
e 0s exercicios 2, 3, 4 e 5;
e um dentre os exercicos 6 e 7;

e um dentre os exercicos 8 e 9.



