Respostas

Tetraedro (atividades 1, 3, 5, 6):
1

1
1.4,6,4 2.3,3 30,4, 4.2,0,2 5.0,3 6.6,4

Octaedro {(atividades 2, 4, 5):
1.6,12,8 2.4,4 3.1,6,4 4.2,2,4 51,6 6.12,6

Cubeo (atividade 6):
1.8,12,6 2.3,3 33,44 4.2,2,2 51,4 6.12,8

Tetraedro em tetraedro (atividade 3):
7.1,0,5 8.1,0,5 9.0,1,3 10.0,1,3 11.0,2,2 12.0,2,2

Cubo em octaedro (atividade 4):
7.0,0,12 8.0,0,12 9.0,0,12 10.0,0,12 11.0,2,4 12.0,0,8

Octaedro em tetraedro (atividade 5):
7.2,4,6 8.1,2,3 9.1,1,6 10.1,0,3
11.2,2,4 12,1,1,2

Tetraedro em cubo (atividade 6):
7.0,3,3 8.0,6,6 9.0,0,4 10.0,0,6 11.0,0,4 12.1,1,4

REFERENCIA

Pohl, Victoria. How to Enrich Geometry Using String Designs. Reston, Va.: National
Council of Teachers of Mathematics, 1986.
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Secgdes coOnicas: um tépico
interessante e enriquecedor

ROSELYN TEUKOLSKY

.

Eum prazere um desafio ensinar alunos paraquem divers@o signitfica
explorar a secgfo durea. Para eles, felicidade é a criagfio de uma demonstra-
¢Ao primorosa e original. Numaclasse formada por alunos com essa aptiddo
o professor nfio precisa limitar-se a servir o trivial da geometria euclidiana
¢ da geometria sélida; pode oferecer um banquete que satisfaga ao mais
exigente gourmet.

Tradicionalmente, dd-se pouca importancia as secgdes conicas nos
curriculos escolares. E especialmente lamentavel ndo se oferecer esse topico
a alunos talentosos que tém habilidade e argiicia para apreciar sua magia
geométrica, Minha proposta é que as secgbes cOnicas sejam focalizadas
como um gran finale de um rico curso de geometria. Belo e fascinanie em
seus muitos aspectos, esse assunto oferece uma rara oportunidade para se
mesclar geometria analitica com geometria sélida, lugares geométricos,
trifingulos semelhantes, circulos e esferas e assim por diante — uma
coletinea de resultados pouco coruns e inesperados. Mostra-se através das
cOnicas que a geometriaé parte de um todo consistente, e nio umadisciplina
isolada e esotérica. .

O que se segue é uma unidade destinada a alunos talentosos em que a
conicas sao definidas e geradas de vdrias maneiras. O tema unificador €,

Gostariade agradecer & Avery Salomon porter despertado meuinteresse pelassecgies conicas, a Bill
Halton pelas idéias valiosas e pelas discussdes e a Szul Teukolsky pela ajuda cor: o MAnuscrito,
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entio, mostrar que todas as defini¢des sio matematicamente equivalentes.
Conforme se avanga, o objetivo € intrigar os alunos: como € possivel que
curvas geradas de maneiras téo diferentes possam levar as mesmas secgdes
cOnicas? No final, eles ficardo encantados com a teia de interconexdes.

Introducgao

Diz alenda que as secgBes cOnicas originaram-se em Atenas, por volta
doano430a.C., comoresultado de uma peste. Através do ordculo deDelfos,
Zeus anunciou aos sofridos cidaddos que o fim da peste estava condicionado
A construgiio de um altar a Apolo cujo tamanho fosse o dobro daquele ji
existente, que tinha a forma de um cubo. Todas as tentativas para dobrar 0
cubo com régua e compasso fracassaram. Por volta do ano 340 a.C.
Menacemo encontrou duas solugdes usando conicas. O destino do altar nio
nos interessa aqui. A questiio é saber como eram descritas as cOnicas
primitivamente. Os escritos de Menaecmo perderam-se. Contudo, segundo
Gémino, 0s antigos s6 usavam cones retos para definir secgio conica.
Destas, distinguiam tr8s tipos, conforme a secgfio meridiana fosse um
dngulo agudo, um 4ngulo reto ou um dngulo obtuso (Heath, 1921, p. 111).
Obtinham-se entdio as trés secgbes conicas seccionando-se a superficie do
cone com um plano perpendicular a uma de suas geratrizes (fig. 14.1).

elipse parabola hipérbole

Fig. 14.1

Apolonio de Perga(262-200a. C.) deixouum tratado respeitdvel sobre
cdnicas, em oito livros. Seu grande avango foi ter conseguido gerar todas as
cOnicas a partir de um tnico cone de duas folhas, simplesmente variando a
inclinagdo do plano de intersecgdo (fig. 14.2). Atribui-se a Apol6nio,
também, o mérito de ter cunhado os nomes pardbola, elipse e hipérbole.

192

AV,
circulo efipse
— -

parabola hipérbole
Fig. 14.2

Se o plano de intersecgfo passa pelo vértice V do cone, obtém-se uma
conica degenerada. Uma cOnica degenerada pode ser simplesmente um

ponto, uma reta ou um par de retas concorrentes. Aqui consideraremos
apenas conicas nio degeneradas.

Secgoes de um cone

Vamos examinar mais de perto a natureza de uma c6nica nfio degene-
rada (Bridge, 1831, p.10). Em cada exemplo consideraremos um cone
circular reto cortado pelos seguintes planos (ver figs. 14.3, 14.5):

*  (PD, que é um plano qualquer paralelo & base do cone.

*  BEG, que é perpendicular & base. Sua intersecgfio com a superficie
do cone é 0 ABEG. Observe-se que BEG intercepta as duas bases
circulares segundo seus didmetros.

+ Oplanodeintersec¢iio APQ, que é perpendicularaoplano BEG. Se
APQ € paralelo ao plano que contém BE e que € tangente ao cone
em ﬁ, entdoaintersecgiio de APO comasuperficie do coneé uma
pardbola (fig. 14.3). Se APO corta as retas BG e BE da secgio
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meridiana EBG, aintersecgo é uma elipse (fig. 14.4). Se APO ndo

é paralela ao plano tangente que contém BE endo intercepta BE ,
a intersec¢fo € uma hipésbole (fig. 14.5).

Fig. 14.3 Fig. 14.4 Fig. 14.5

Observe que em cada caso a interseccio dos planos APO e BEG é
ANN’, que € um eixo de simetria da cdnica. O ponto A € um vértice. Por
perpendicularismo de planos, PNO 1 plano BEG, PNO L ANN; e PNO L.

CND.
Vamos nos referir 2 figura 14.3 e A pardbola. Novamente, por perpen-

dicularismo de planos, P'N’Q’ € perpendicular ao plano BEG, a ANN’ ea
EN’G . Usando algumas propriedades das cordas de um circulo, vemos que
PN = NO, PN =N'O".
Como o trifingulo PCD estd inscrito no semicirculo de didmetro CD,
para a altura PN vale arelacio CN-ND = PN-.

Dai
2
np=IN" 0
CN
Analogamente,
2
vg=EN" @
EN’
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CNN'E é um paralelogramo, pois os dois pares de lados opostos séio
paralelos. Portanto, CN = EN’. Substituindo em (2) obtém-se
PN

CN
Partindo do fato de que AAND ~ AAN’G e substituindo os resultados de (1)
e (3), chegamos a

NG= (3)

AN _ND _ PN*/CN _ PN*_
AN’ N'G~ PN*/CN PN"

Assim, a pardbola se caracteriza pela seguinte propriedade: se seu

[E— —
vértice é A, se P é um ponto qualquer da curva e um segmento PN L AN,
entfio AN é diretamente proporcional a PN2,

Consideremos agora a figura 14.4 e a elipse. O ponto M de BE éum
segundo vértice da elipse. Consideremos uin outro plano, HP’K, paralelo a
base e que intercepta o plano APO, conforme se mostra na figura 14.4. Entéo
P'N'O’ L ANN’ ¢ P'N'O’ L HK . Tal como para a pardbola,

NC-ND=PN? e HN' - NK = P'N'2, 4)
Como AAND ~ AAN'Ke AMNC ~ AMN'H,
ANENDGNMzNC_
AN’ N'K NM NH’

entao
AN_NM__ND‘NC_
AN’ N'M NK NH

Substituindo-se (4) nesta dltima igualdade obtém-se
AN-MN _ PN?
AN’ N'M PN?
Assim, uma elipse se caracteriza pela seguinte propriedade: se os
pontos A e M s#io os extremos de seu eixo maior e P é um ponto qualquer da

curva para o qual PN L AN, entdio AN - NM é diretamente proporcional a
PNZ
Por fim, vamos nosreferir a figura 14.5 e Ahipérbole. Suponhamos que

o plano APO intercepte Ef em M. (Este diltimo € o ponto de ‘I—EE emque o
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plano APO corta a folha superior do cone para formar o segundo ramo da
hipérbole.) Como anteriormente, uma vez que
AAND ~ AAN'G e AMNC ~ AMN'E,

entio
AN _ND NM _ NC
AN’ NG NM NE

Dai
AN-NM  ND-NC _ PN?
AN'-N'M NG -NE PN*?
Assim, a hipérbole se caracteriza pela seguinte propriedade: se Ae M

sd0 0s vértices e Péum pontoqualquer dacurvaparaoqual PN L AN ,entdo
AN - NM é diretamente proporcional a PN2

Distancias focais

Consideremos agora dois pontos fixos, F e F. Desejamos examinar o
lugar geométrico de todos os pontos P de um plano dado para os quais
FP + F'P € constante. Para isso, vamos prender as extremidades de um

pedago de barbante em dois pinos fixados Py

na lousa em F e F’ e tragar a curva no T TR e Py
guadro com o giz tensionando o barbante e ~

de modo a manté-lo sempre esticado (fig. p,,” F F_\p,
14.6). Seja 2c a distincia FF e seja2a 0\~ T2
comprimento do barbante. Assim, para to- Ss 2a e

dos os pontos £ do lugar, FP + F'P = 2a, T

Além disso, se F e F, sio os vértices da Fig. 14.6

curva, entdio £ £ =2a; de fato, quando a posigdo do giz € £, o
comprimento do barbante pode ser expresso por 2a= FF' 4 2F' P, = FF' +
+ F'B,+ FP, = BB,

A curva obtida certamente se parece com uma elipse. Mas seus pontos
t€m de fato a propriedade demonstrada acima, envolvendo proporcio-
nalidade, para a secgiio eliptica da superficie de um cone? Uma maneira de
investigar isso é deduzir uma equagdo para a curva. Escolhamos os eixos
conforme a figura 14.7 e seja P(x,y) um ponto da curva. Entdo FP + F'P =
= 2a; portanto,
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e +(y=0) +(x—c) +(y-0) =2a.

Passando o segundo radical para o segundo membro ¢ elevando ao quadrado
os dois membros, temos

(x+c) +y =da* ~da(x~c) + 5 +{x—c) +y*-

Simplificando, obtemos

@ —ex=a(x~c) +y-

Elevando ao quadrado os dois membros e simplificando, chegamos a
(@*=ct)xr+ay =(a* - *)d> (5)

y
A

N

(2,00 \ (-c, 0)

B px, yl

N F M
(x, 0} {c.0} /{a O}

|
i
f
t
i
i
]
|

D

Fig. 14.7

Neste ponto, relembremos o que estamos tentando descobrir: vale para
essa curva a propriedade da proporcionalidade AN - NM = k- PN2, onde k é
uma constante? Da equacio (5),
(a* —c*)(a® - x*) = ay*.

az

at—ct

Como AN = a +x, NM = a—x, PN = y e a% (a®— ¢?) é constante para todas
as posi¢Bes de P, mostramos que AN - NP =k - PN?, e a curva é uma elipse.
(Observe-se que a propriedade da proporcionalidade caracteriza unicamen-
te a elipse; para uma dada curva que satisfaz essa propriedade, podem-se

sla+x)a-x)= y.
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escolhereixos como na figura 14.7 e deduzir a equagiio (5). Como a equagio
é do segundo grau, suas raizes determinam apenas dois lugares y=1y (x). Mas
trata-se simplesmente dos ramos superior e inferior da elipse. Do mesmo
modo, a pardbola e a hipérbole caracterizam-se unicamente por suas
propriedades da proporcionalidade.)

Virios aspectos interessantes da elipse podem ser observados aqui.
Na equagio (5) fagamos b? = a® ~ ¢2. (Como a > c, iss0 € vilido.) Entdo
b2 + a?yt = b2a?, e dividindo-se os dois membros por a?b? obtém-se a
equagiio reduzida da elipse: . \
Y-l

T

sania
o

Note-se que y = 0 implica x =+ g e x =0 implica y =t b. Assim, as
coordenadas dos pontos B e D sio (0, b) e (0, —b), respectivamente. AM é

0 eixo maiore BD o eixo menor daelipse. F e F' chamam-se focos daelipse,
¢ ¢ = ¢/q chama-se excentricidade da elipse. Comoc <a,entioe< 1. ¢ = 0,
quando b — a; portanto e — 0, formando uma elipse “mais gorda”. Para
¢ =0 e e =0 obtém-se um cfrculo com ambos 0s focos no mesmo ponto, o

centro do circulo.
Umaandlise semelhante pode ser feita para a hipérbole. Consideremos

novamente dois pontos fixos F e F. Pretendemos achar o lugar geométrico
dos pontos P doplanoparaos quais |[FP — F'Plé uma constante. A constiugio
mecinica € bastante trabalhosa, mas pode ser feita com trés pares de mios
hibeis (Besant, 1895).

Tome uma vareta ¢ um pedago de barbante cujo comprimento seja
menor que o da vareta. Fixe uma das extremidades do barbante numa das
extremidades da vareta, que indicaremos por L, e a outra extremidade no
guadro, em F. Fixe a outra extremidade da vareta no quadro, em F'. Assim,
a vareta € mével no plano do quadro (fig. 14.8). Tensione o barbante com

um pedago de giz, mantendo-o sempre esticado e com uma parte, CL,em
contato com a vareta. O giz tragard uma curva conforme se mostra na figura
14.8b. Note que, para qualquer posigéo C do giz,
CF-CF =LC+CF ~(CF+LC)
= comprimento da vareta — comprimento do barbante
= Uma constante
= 24, para algum a > 0.
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{a) (b} {c)

Fig. 14.8

Fagaagoraaconstrugio idéntica (usando os mesmos F'e ¥ Ycomum pedago
de barbante que exceda em 2a o comprimento da vareta. Essas duas
construgdes fornecem os dois ramos do que parece ser uma hipérbole. Note
que, para o pento P mostrado na figura 14.8c,
PF—PF =PF - QF =PQ=2a.

Os pontos dessa curva tém a propriedade da proporcionalidade ja provada
para a hipérbole sobre a superficie de um cone? Mostrar que eles a tém é um
excelente exercicio para os alunos fazerem sozinhos, uma vez que as
manipulagdes algébricas sdo anélogas as que se usaram para a elipse.

Eles deverdo considerar mais uma vez, FF' = 2c¢ ¢ escolher os eixos
como na figura 14.9.

y
L
F .

X,

3

|
(~¢, 0} . M & Al ! . (e, 0) ’;

F (-a,0)] (a0} Nix, 0) F
Fig. 14.9

Entao, usando o fato de que |[PF — PF’| = 2a, poderiic deduzir a equagio
xz(cz_az) _ az(cz_az) — azyz. (6)
A seguir deveréo mostrar que
AN-NM = k- PN,
Portanto a curva é uma hipérbole.
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Agora, adefinigio ¢ ~ a* = b* naequagio (6) levar4 2 forma reduzida
da equagio da hipérbole:

Mais uma vez, a excentricidade é e = ¢/a. Observe-se que, neste caso, e &
maior do que 1.

Temos agoraumadefinigio alternativapara aelipse e paraahipérbole.
Sejam F e F’ dois pontos fixos chamados focos. O conjunto dos pontos P de
um dado plano para os quais FP + F'P é uma constante é uma elipse. O
conjunto dos pontos para.os quais\FP —F Pl é uma constante menor que FF
é uma hipérbole.

Foco-diretriz

Consideremos agoraum lu- T F]
gar geométrico diferente. Uma
reta { e um ponto F que nio per- 7 p TN
tence a [ determinam um plano; A
um ponto move-se nesse plano de
tal maneira que a razao entre sua NEANAY amv
distincia a F e a | é sempre a ~ENC T
mesma. Que tipo de curva P des-
creve?

Denotemos a distdncia ao AT
ponto fixo F por p e a distdncia a =
reta por d. Ha trés casos possiveis:
pld=1,pld <1epld>1.Cada
aluno deveria, portanto, tragar u ]
trés grificos diferentes. Fazendo A AWK oA
isso, eles lembrariam que num N ik - T
dado plano o lugar dos pontosa [ X Y
uma dada distincia de uma reta é A -I'( e

1
i

haN
L

Pal

s Y
T

g

um par de retas paralelas, uma de |
cada lado da reta dada, enquanto a\ -
o lugar dos pontos a uma dada || // ¥
distinciadeum pontoéumefrcu- | T T
lo. A intersecgdo desses dois lu- (¢} p/d=4/3>1.

gares satisfaz as duas condigdes. Fig. 14.10

~1
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Os gréficos obtidos sdo parecidos com os da figura 14.10.

Tudo indica que temos outra defini¢do de pardbola, elipse ¢ hipér-
bole. Poderemos demonstrar que essa definigiio é coerente com o que foi
visto antes?

Comegaremos com a pardbola. Usando uma reta /, um ponto fixo Fe
a nova definigéo, deduziremos a equagdo da curva, Escolhamos os eixos,
como se mostra na figura 14.11. O eixo y é paralelo a [ e egiiidistante de F
e L Seja P (x, y) um ponto qualquer da curva. Entio

PM = PF | ay

sxta=q(x—a) +y M /n:(x, y)
S 2ax+at =(x—a) +y /\ x

-+ A \ Fla, 0
(- :
sy =4dax Nix 0)
X =—a

Fig. 14.11

Como AN =x, PN =y e 4a é constante, entdo AN é proporcional a PA?,
0 que satisfaz a condigdo da pardbola sobre a superficie do cone.

Quanto & curva que se assemelha a uma elipse, serd que podemos
mostrar que € uma elipse, provandoque vale para ela a propriedade da “soma
das distancias focais”, enunciada no pardgrafo anterior? Nota-se, a partir
do grifico, que a curva tem um eixo de simetria por F que é perpendicular
a I. Esse eixo intercepta [ em D e a curva, digamos, em A (fig. 14.12).
Tomemos o ponto £’ e areta I, conforme a figura, de modo que AF = BF’

eAD = BC. Issoassegura que, paraqualquer ponto P da curva, p/d é omesmo
com respeito a F’ e I’. Assim,

PF _, . PF

—=k e =k,
PM PN

Portanto, :
PF + PF’ = kPM + kPN = kMN, que é constante.
Portanto, a curva é uma elipse com focos F e F”.
Além disso, usando as quantidades a e ¢ anteriormente definidas,

podemos preencher com comprimentos, conforme mostra a figura 14.13.
Com respeito ao ponto A:
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AFIAD = AFIAC

p_Ppr2e
4 2a+d
s 2ap+ pd = pd+2cd
~pld=cla

= ¢, que é a excentricidade da elipse.

I
Iz !

N
hdeﬁa@

Fig. 14.12 Fig. 14.13

A esta altura os alunos j4 saberdo que uma andlise semelhante esti
reservada para a curva graficamente parecida com a hipérbole e correspon-
dente a p/d > 1. Talvez possam tentar fazé-la como tarefa de casa. ‘

Eles obteriam um diagrama como o da elipse, com as distdncias

marcadas conforme se¢ mostra na figura 14.14:
PE_p e Bk
PM PN
Assim,
|PF’'~ PF| = kPN — kPM = kMN, que € constante.

Fig. 14.14
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Portanto, a curva € uma hipérbole de focos £ e F’. Também,
AFIAC=AF[AD
P _2c—p
Vd 2a-d
o pld =c/a=e, que & a excentricidade.

Temos agora uma nova defini¢ao de conica: Dada uma reta l, chama-
da diretriz, e um ponto F que ndo estd em I, chamado foco, uma secgéo
conica € o lugar geométrico dos pontos P para os quais a razio

distdnciade Pa F
distdncia de P al

€ uma constante. Essa constante chama-se excentricidade e da conica, que
é uma elipse se 0 < e < 1, uma pardbola se e = 1 e uma hipérbole se e > 1.

Papel-manteiga

Para um tipo de aula diferente, dé a cada aluno trés folhas de papel-
manteiga, de cerca de 30 cm por 22,5 cm. Na primeira folha eles devem
tragar uma reta e marcar um ponto fora dessa reta. A seguir, devem dobrar
a folha de muitas maneiras diferentes (tantas quantas forem possiveis, em
cerca de cinco minutos), de modo que o ponto considerado sempre se
sobreponha a diferentes pontos da reta. Cada dobra dever4 ser gravada no
papel como uma linha visivel, e logo aparecerd uma imagem.

Na segunda folha de papel-manteiga eles devem fazer um circulo de
cercade 10cm dediimetro e tomar um ponto, diferente docentro, nointerior
do circulo. Devem entfio dobrar a folha de tantas maneiras quantas forem
possiveis, dentro do tempo permitido, fazendo com que o ponto tomado
sempre se sobreponha a pontos da circunferéncia tracada.

Naterceira folha de papel podem fazer um outro circulo e repetir, com
um ponto exterior a esse circulo, o mesmo procedimento anterior.

O efeito seré fantéstico ao se observar as folhas de papel-manteiga
contra uma superficie escura: como num passe de mégica, nossas velhas
amigas, apardbola, aelipse e a hipérbole, surgirdo, Jindamente emolduradas
por envoltdrias de tangentes (fig. 14.15).
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Fig. 14.15

Uma demonstragio rigorosa de que a pardbola do papel-manteiga € de
fato a mesma pardbola que ji definimos anteriormente requer algum
conhecimento das propriedades das tangentes as cOnicas, o que estd além
dos objetivos desta unidade. Podemos, contudo, apresentar um argumento
intuitivo convincente. Um exame atento dos pontos da curva (fig. 14.6)
revelard que ela é o lugar geométrico dos pontos X que estdo simultanea-

mente em ¢, mediatriz de FP (sendo P o ponto de 4 onde F se sobrepe
quando a folha é dobrada em ¢), e na perpendicular a 4 por P. Obtém-se o
vértice A da curva quando se considera a dobra que faz com que F caiasobre
o ponto ¢ do eixo. Observe-se que ¢ € tangente & curva em X. Como X estd

namediatriz FP, X é eqiiidistante de P e F'. Portanto, a curva é uma pardbola
de foco F e diretriz d.

Fig. 14.16
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Examinemos agora os pontos da
elipse do papel-manteiga (fig. 14.17). Fé
o ponto fixo no interior do circulo que, por
meio de dobraduras, se fez coincidir com
diferentes pontos dacircunferéncia. Note-
se gue a curva € o lugar dos pontos X que
estdo simultaneamente em ¢, mediatriz de
PF (sendo P o ponto da circunferéncia
onde F se sobrepde quando a dobradura é
feitaem £), eno segmento OP,onde O éo
centro do circulo. Note-se que a dobra ¢ é
atangente A curva em X.

Para mostrar que a curva € uma
elipse procedemos do seguinte modo:

Tracemos XF. Como X estd na mediatriz de PF,

XO+XF=X0O+XP
=0P

= raio do circulo {constante)

Logo, a curva € uma elipse de focos O e F.

Ahipérbole do papel-manteiga pode
ser analisada de maneira semelhante (fig.
14.18). O & o centro do circulo. Fé o
ponto exterior ao circulo. P € um ponto
onde F se sobrepds mediante uma do-
bradura. O ponto X € a intersecgio da

dobra ¢ (mediatriz de PF)e OP. Obser-
ve-se que ¢ € tangente i curva em X.
XF-X0 =XP-X0
= 0P
= oraic do circulo
(constante)

Portanto, acurvaé umahipérbole de focos
OekF.

\

Fig. 14,17

Fig. 14.18
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O cone revisitado

Serdio as nossas definigdes originais de pardbola, elipse e hipérbole,
como seccdes de uma superficie cbnica, coerentes com as definigdes por
distancias focais e por focos ¢ diretrizes (Besant, 1895)? E, em caso
afirmativo, onde se localizam os focos e diretrizes com relagdo ao cone?
Neste paragrafo nosso objetivo € achar (1) um ponto fixo e umareta paraas
quais p/d é constante para todos os pontos da curva e (2) outro ponto fixo
que, juntamente com o primeiro, satisfaga a definiggio por distdncias focais.

Consideremos um cone cir%ar reto cortado por um plano OVQ
perpendicular 3 base (fig. 14. 19). OV e OQ sio as semi-retas geradoras do
cone. Suponhamos que o plano [{_f}_}? intercepte o cone perpendicularmente
ao plano OVQ. Indiquemos por AU a intersecgdio dos planos VOQ e UAP;
a curva AP é a intersecgiio do plano UAP com a superficie cOnica. Vamos
inscrever uma esfera no cone, de modo que elaintercepte a superficie cnica
segundo a circunferéncia EF e 0 planokt_{{l}P no ponto S. (_z_k__}ntersecgﬁo do
plano do circulo EF com o plano UAP € XK. Observe que XK é perpendicu-
lar a0 plano VOQ. L

Seja P um ponto qualquer da curva. Tracemos OP, cortando EF no
ponto que chamaremos de R. Tracemos SP. Seja QP a secgio circular por

P paralela & base e suponhamos que ela corte 0 plano UAP em PN. Assim,
PN ¢ perpendicular a AN e paralela a XK. E XKPN 6 um paralelogramo.
Como SP, PR, AE ¢ AS sdo tangentes & esfera,
SP=RP=EQ, 7
AE=AS. &
No plano OVQ, AQNA-~ A EXA. Portanto, .

0
AN _AQ Ay
AX AE —FT WA/ N K
CAN+AX _AQ+AE 7 /
U AX AE s
V/ ; 1

X _FQ

" AX  AE 2
u

Fig. 14.19
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.EQ_AE
NX AX
AS

A ©

AX )

Mas, como PK = NX, de (7) e {9) decorre que

SP_AS (10)

PK AX

AS/AX é uma constante, independentemente daescolhade P. Portanto,

acurva AP é uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole, dependendo de AS
ser menor, igual a ou maior que AX. Em todos os casos § é um foco e |,
intersecgiio do plano da curva com o plano de contato da esfera e do cone,
é a diretriz correspondente. Consideremos um caso por vez.

Caso 1: a parabola

O plano UAP € paralelo a OV . Entio
LAXE = /Z0FE=/Z0OEF = ZAEX

e portanto A AEX é isésceles. Logo,
AS = AE = AX.
Entdo, em (10), SP/PK = 1 e a curva é uma parébola.

Caso 2: a elipse

O plano UAP corta 5@ e OV em A e em A, como mostra a figura
14.20. Compare-se a orientagio do plano UAP nas figuras 14.19 e 14.20. Na
figura 14.20 o plano foi “erguido”. Assim, £ AEX > £ FXA.

LAE<AX

SAS<AX
L.ogo, em (10),
SPIPK = ASIAX < 1,
e a curva é uma elipse.
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Fig. 14.20

Neste caso pode-se inscrever uma outra esfera no cone, interceptando
sua superficic segundo a circunferéncia E'F” e tocando o plano UAP em §,
como mostra a figura. Pode-se provar, como anteriormente, que §' é um
foco e que a diretriz correspondente é I, interseccdo do plano UAP com o
plano dacircunferéncia E'F'. Serdessalocalizagdo dos focos coerente com
a defini¢do por distancias focais? Em outras palavras, pode-se provar que
PS + PS’ € uma constante?

Usando a congruéncia dos segmentos de tangente a uma esfera por um
ponto externo, pode-se mosirar que

PS+PS =PR+ PR
=RR'.
Esse resultado é constante para qualquer ponto P da elipse.

Caso 3: a hipérbole

Neste caso o plano UA P intercepta as duas folhas da superficie conica,
formando dois ramos, como mostra a figura 14.21.
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Desta vez

LAEX < ZAXF

S AE > AX

S AS > AX
Substituindo em (10),

PK AX 7
e portanto a curva € uma hipérbole.
Neste caso outra esfera pode ser ins-
critana folha superiordo cone, inter-
ceptando sua superficie segundo a
circunferéncia £'F’ e tocando o pla-
no UA'P’em §’. Tomando-se o ponto
P’ do ramo superior, segue-se que

SP'IP'K' = SAIAX.

Fig. 14.21

Assim, §” € o outro foco da hipérbole, e a diretriz correspondente 6 a
intersecg¢fio do plano UAP com o plano da circunferéncia £

Mais uma vez pode-se perguntar: as posigdes dos focos assim obtidas
sdo coerentes com a definicéo por distincias focais?

Em outras palavras, pode-se provar que PS — PS’ é uma constante?
Usando a congruéncia dos segmentos de tangente, como no caso da elipse,
temos '

PS'— PS=PR ~ PR=RR’,

que € constante para qualquer ponto P da hipérbole.

Esse “método das esferas” para determinar o foco e a diretriz foi
publicado pela primeira vez por Pierce Morton, do Trinity College, no
primeiro volume de Philosophical Transactions, de Cambridge (Besant,
1895).

Eis alguns desafios interessantes para os alunos: tentar encontrar
argumentos que justifiquem que (1) pardbolas paralelas e (2) hipérboles
paralelas num dado cone t8m a mesma excentricidade. E mais: tentar provar
que, paraum dado cone, planos paralelos determinam secgdes com amesma
excentricidade.
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O cilindro

Um dos aspectos fascinantes das conicas € que elas podem ser geradas
de vérias maneiras aparentemente desconexas mas que acabam se mostran-
do equivalentes do ponto de vista matemético. Os alunos que compreendem
e apreciam esse fato gostarfio de tentar resolver o problema que se segue,
assim como o do préximo pardgrafo.

+ Prove que, quando um
cilindro circular reto é
seccionado por um pla-
no néo paralelo a sua ba-
se, a intersecgiio € uma
elipse. Discuta as posi-
¢oes dos focos e diretri-
zes dessa elipse com re-
lagio ao cilindro.

Aqui estd uma solugio (fig. 14.
22). Seja o. o plano da secgdo e
seja a curva APB a intersecgao
de oo com a superficie cilindrica.
Consideremos as esferas tangen-
tes a essa superficie e a &, sendo
O e (¥ os centros das circunferén-
cias de tangéncia e Fe F os pon-
tos de tangéncia com a esfera su-
perior e com a esfera inferior,
respectivamente. Sejam B ey os planos que contém as circunferéncias de
centro O e (¥, respectivamente. Sejam o NP =1 e aony =1". Indiquemos
por P um ponto qualquer dacurva APB. Por P tracemos areta perpendicular
3 base, na superficie do cilindro, e sejam M ¢ M’, respectivamente, as
intersecgdes dessa reta com as circunferéncias de centro O e 0. SejaBa
medida do diedro formado por o e B.

Para provar que a intersecgiio de o e a superficie do cilindro é uma
elipse de focos F e F', devemos provar que PF + PF’ € constante:

PF + PF'= PM + PM’
= MM’, que é uma distincia constante.

Fig. 14.22

Para mostrar que [ ¢ I sfio diretrizes, devemos provar gue para cada uma
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delas p/d é constante. Tracemos PD L /. Tracemos MD. Como PM 1 B, o

APMD ¢ retdngulo. Dal
PFIPD = PMIPD =sen 6.
Como 8 é constante para qualquer posigaode P, entdio sen 8 € constante
e portanto [ é uma diretriz. Do mesmo modo prova-se que I’ também € uma
diretriz.

Projecdo de uma circunferéncia

Aqui estd um segundo problema para o aluno tentar resolver sozinho:
mostrar que, quando se projeta uma circunferéncia sobre um plano que nao
é paralelo nem perpendicular ao plano da circunferéncia, a proje¢io € uma
elipse (Besant, 1895).

Vejamos uma solugiio (fig. 14.23). Seja A’B'C’ a projegéo do circulo

ABC .Seja PQ uma corda paralela ao plano de projego. Entio sua projegio
P’ écongruente a PQ . Suponhamos que o didmetro ANC L PQ corte o
plano de projecio em F. A projegiode ACF é A’C'F . Observe-se que A’C”

bissecciona P’'Q’ segundo dngulos retos no ponto N'. Mostraremos agora
que A’N - C' N’ é proporcional a P/N’2,

Fig. 14.23

Segundo o teoremada proporcionalidade basica, de Tales,no AAFA”",
AN _AF
AN~ AF’
Devido a invaridncia das razdes sob efeito de uma projecdo,
CN' _A'F AN CN _AF
CN ~AF’ " AN CN AF*
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Mas na circunferéncia

AN -CN _A'F _
PN?  AF
Como A’F?/AF? ¢ uma constante que independe de P, entdo
AN -C'N’ = kP'N”,
que & a propriedade caracteristica de uma elipse.

AN.CN=PN*=P'N?, .

Arca do tesouro

Este artigo oferece apenas um vislumbre da arca d(? tesouto di
secgBes conicas. As definigdes conduzem a uma/al-:und-ancxa de propri
dades. O latus rectum e sua longa lista de caract’enstxcas 1p}eressant&?s nem
chegaram a ser tocados. Tangentes, cordgs, assmtota’s e d_1ametr9§ flzgtir;]
aparigOes breves e quase ndo foram examinados. Além disso, varios uenaé
singulares e desconexos, estdo a espera de ser descobertos, COmo peq
pedras preciosas:

+ Se uma elipse tem seus focos nos extremos do didmetro de um

cfreulo ¢ se arazio entre 0s ixos maior e menor cl,a elipse é asecgao
4urea, entdo a area da elipse é igual 2 drea do circulo.

o Antes de completar dezesseis anos de iAda}de Pascal jd provara que,
quando se unem seis pontos de uma conica, resulta um hcxagon(;
com a.seguinte propriedade: os trés parcs de lados opostos s
cortam em trés pontos colineares (Bell, 1937, p. 84).

+ O teorema de Brianchon: se a, b, ¢, dee j: sfo tangentzs z; ]égl;
secgio cOnica, as retas que unemas intersecgbes deacom o€ oo
¢. b com ce ecom fe ¢ com defcom asdoconcorrentes (Bell, ,
+

p- 238).

As aplicagdes prdticas das cOnicas provocam outras centelhas (Whitt,
1981, p. 15,61 e 70):

» Dioclés, em seu livro Sobre espglhos inﬂamc{vgis (século lj a.C.),
propls o seguinte: para se sacrificar uma vitima d1at111§e e utr)rée:
multiddio, ela deveria ser coloc_:ada no foco de um espelho plz\llrua &
lico, que acenderia um ponto inflamdvel Y1.31vel 1O COIpo. ?0
sabe se essa idéia jamais foi posta em pratica; todavia, a palavia
latina focus significa lareira.
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» Refletores parabdlicos podem captar ondas de som de modo a
permitir que se ougam conversas distantes. Dispositivos dessa
natureza ji foram usados com sucesso para registrar cantos de
passaros ¢, provavelmente, no mundo da espionagen.

» A propriedade das “distincias focais” de uma elipse pode ser
utilizada para criar uma “galeria murmurante”. Numa sala de teto
eliptico, quando alguém fala em voz baixa num dos focos, 0 som
se reflete no outro foco, onde pode ser ouvido de maneira nitida.
Conta-se que algumas igrejas da Europa usam galerias murmuran-

tes como confessiondrios, ficando o padre num foco e o penitente
no outro,

* O fisico britdnico Ernest Rutherford usou drbitas hiperbélicas de
particulas ¢ irradiadas para explorar o nicleo do dtomo. Ele
bombardeou uma barra fina de ouro com particulas o e verificou
que algumas particulas se irradiavam, por amplos angulos, em
drbitas hiperbdlicas. Se, como em geral se acreditava, a carga
positivado dtomo se espalhasse, em vez de se concentrar no nticleo,
esses amplos Angulos de irradiag¢fio ndo seriam observados.

As aplicag0es préiticas das conicas fazem delas um tépico importante
e fascinante de ensino. A riqueza matemética dissimulada em suas curvas
graciosas torna seu ensino imperativo para alunos talentosos. Conforme
disse H. J. S. Smith, num discurso presidencial de 1873 dirigido & British
Association for the Advancement of Science (Whitt, 1981, p. 1):

Se podemos usar os grandes nomes de Kepler e Newton para representar
estdgios do progresso das descobertas humanas, nfo seria exagero dizer que
sem os tratados dos gedmetras gregos sobre secgdes conicasnio tetiaexistido
um Kepler, sem Kepler niio teria existido um Newton, e sem Newton nio
haveria ciéncia, no sentido moderno do termo.
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