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Carta da

Pro-Reitoria de Graduacéao

Caro aluno,

Com muita alegria, a Universidade de S&o Paulo, por meio de seus estudantes
e de seus professores, participa dessa parceria com a Secretaria de Estado da
Educacdo, oferecendo a vocé o que temos de melhor: conhecimento.

Conhecimento é a chave para o desenvolvimento das pessoas e das nacdes
e frequentar o ensino superior € a maneira mais efetiva de ampliar conhecimentos
de forma sistematica e de se preparar para uma profissdo.

Ingressar numa universidade de reconhecida qualidade e gratuita é o desejo
de tantos jovens como vocé. Por isso, a USP, assim como outras universidades
publicas, possui um vestibular tdo concorrido. Para enfrentar tal concorréncia,
muitos alunos do ensino médio, inclusive os que estudam em escolas particulares
de reconhecida qualidade, fazem cursinhos preparatérios, em geral de alto
custo e inacessiveis a maioria dos alunos da escola publica.

O presente programa oferece a vocé a possibilidade de se preparar para enfrentar
com melhores condi¢cdes um vestibular, retomando aspectos fundamentais da
programacdo do ensino médio. Espera-se, também, que essa revisdo, orientada
por objetivos educacionais, 0 auxilie a perceber com clareza o desenvolvimento
pessoal que adquiriu ao longo da educacdo basica. Tomar posse da prépria
formagdo certamente Ihe dard a seguranca necessaria para enfrentar qualquer
situacdo de vida e de trabalho.

Enfrente com garra esse programa. Os proximos meses, até 0s exames em
novembro, exigirdo de sua parte muita disciplina e estudo diario. Os monitores
e os professores da USP, em parceria com os professores de sua escola, estdo
se dedicando muito para ajuda-lo nessa travessia.

Em nome da comunidade USP, desejo-lhe, meu caro aluno, disposigdo e vigor
para o presente desafio.

Sonia Teresinha de Sousa Penin.

Pro-Reitora de Graduagéo.






Carta da

Secretaria de Estado da Educacao

Caro aluno,

Com a efetiva expansdo e a crescente melhoria do ensino médio estadual,
os desafios vivenciados por todos os jovens matriculados nas escolas da rede
estadual de ensino, no momento de ingressar nas universidades publicas, vém se
inserindo, ao longo dos anos, num contexto aparentemente contraditorio.

Se de um lado nota-se um gradual aumento no percentual dos jovens aprovados
nos exames vestibulares da Fuvest — o que, indubitavelmente, comprova a
qualidade dos estudos publicos oferecidos —, de outro mostra qudo desiguais
tém sido as condigcGes apresentadas pelos alunos ao concluirem a ultima etapa
da educagdo bésica.

Diante dessa realidade, e com o objetivo de assegurar a esses alunos o patamar
de formacgdo bésica necessério ao restabelecimento da igualdade de direitos
demandados pela continuidade de estudos em nivel superior, a Secretaria de
Estado da Educagéo assumiu, em 2004, o compromisso de abrir, no programa
denominado Prd-Universitario, 5.000 vagas para alunos matriculados na terceira
série do curso regular do ensino médio. E uma proposta de trabalho que busca
ampliar e diversificar as oportunidades de aprendizagem de novos conhecimentos
e contelidos de modo a instrumentalizar o aluno para uma efetiva inser¢do no
mundo académico. Tal proposta pedagoégica buscara contemplar as diferentes
disciplinas do curriculo do ensino médio mediante material didatico especialmente
construido para esse fim.

O Programa ndo s quer encorajar vocé, aluno da escola publica, a participar
do exame seletivo de ingresso no ensino publico superior, como espera se
constituir em um efetivo canal interativo entre a escola de ensino meédio e
a universidade. Num processo de contribui¢cbes matuas, rico e diversificado
em subsidios, essa parceria poderd, no caso da estadual paulista, contribuir
para o aperfeicoamento de seu curriculo, organizacdo e formacgdo de docentes.

Prof. Sonia Maria Silva

Coordenadora da Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas






Apresentacao
da area

[...] a Matemética procura compreender os modelos que permeiam o mundo que
nos rodeia assim como a mente dentro de nés. [...] Assim é necesséario enfatizar:

— a procurar de solucdes, e ndo apenas a memorizagédo de procedimentos;

— a exploragdo de modelos, e ndo apenas a memorizagao de férmulas;

— a formulacédo de conjecturas, e ndo apenas a resolucdo de exercicios.

[...] com essas énfases, 0s estudantes terdo a oportunidade de estudar a Mate-
matica como uma disciplina exploradora, dindmica, que se desenvolve, em lugar
de ser uma disciplina que tem um corpo rigido, absoluto, fechado, cheio de regras
gue precisam ser memorizadas.

Shoenfeld (1992)*

Este curso de Matemética com duracdo de 4 meses estd sendo oferecido
aos alunos do ultimo ano do ensino médio da rede publica como um incentivo
para que continuem seus estudos em dire¢do ao ensino superior. Embora ndo
cubra todo o programa do ensino médio, pretende-se estimular o interesse dos
alunos pelos diversos temas de Matematica por meio de abordagens variadas.

Serdo estudados topicos sobre Numeros, Estatistica, Probabilidade e Ana-
lise Combinatoria, Geometria Plana e Espacial, Geometria Analitica, Sistemas
Lineares e Fung0es, privilegiando o entendimento das possiveis facetas de
um mesmo assunto, a analise de resultados obtidos e a interligacdo entre os
diversos conteudos.

Escolhas foram feitas de modo a priorizar sua formacdo, a discussdo de
idéias e a percepgdo de que a Matemética € uma disciplina viva, que pode ser
construida, e ndo um amontoado de férmulas prontas para serem decoradas e
usadas. Lembrando que realmente aprendemos quando trabalhamos o conhe-
cimento, analisando-o de varias maneiras e usando-o com critério, considera-
remos, sempre que possivel, aplicacdes em problemas reais e interdisciplinares.

Acreditando que o intercdmbio entre vocés, alunos do ensino médio, e 0s
alunos da USP, que serdo os seus professores, venha a aumentar a sua predis-
posicdo para o ensino superior, desejamos a todos bons estudos!

Coordenacdo da &rea de Matemaética

ISCHOENFELD A. H. “Learning to think mathematically: problem solving, metacognition and sense
making in mathematics”. In: D. A. Grouws (ed.). Handbook of research on mathematicas teaching and
learning. p. 334-370. Nova York: McMillan, 1992.






Apresentacao
do modulo

As necessidades da vida exigem que se facam contagens e medidas de varios
tipos. Por exemplo, o empregado deve saber se o reajuste de seu salario foi feito
corretamente; o esportista mede o tempo e a distancia percorrida naquele tempo
para avaliar se houve progresso em seu desempenho. O desenvolvimento dos
nimeros se deve a necessidade de usa-los em diferentes ocasifes. Quanto mais
atividades sociais e comerciais entre 0s homens e maior a interacdo entre 0s po-
VoS, maior a necessidade de contar, registrar e representar 0s ndmeros.

Por que surgiram os nimeros? Muita gente diria: para contar. Mas, se fossem
apenas para contar, bastariam os nimeros naturais. Os diversos tipos de nimeros
surgiram de necessidades da matematica e de suas aplicacBes. As representacoes
destas quantidades também se modificaram ao longo da histdria.

Inicialmente, as quantidades eram representadas com os dedos da mé&o. Por
iS50, era comum que riscos verticais fossem usados para simbolizar quantidades
(em algarismos romanos temos I, 11, I11). Por causa da relagdo com os dedos, 0s
algarismos 1, 2, ..., 9 sdo chamados de digitos (e, por extensdo, também o 0). A
representacdo por nos utilizada usa o sistema hindu-arabico de base 10, com seus
algarismos 0, 1, 2, ..., 9 e o valor posicional dos algarismos para representar 0s
nameros. Valor posicional é o que distingue, por exemplo, 0 quanto valem os
algarismos 4 e 7 quando estdo dispostos nos nimeros 47 e 74: embora os algaris-
mos sejam 0s mesmos, 0s numeros sdo diferentes, pois a posicdo dos algarismos
foi mudada.

Como as transagOes comerciais exigiram operacdes com 0s ndmeros, o Siste-
ma hindu-arabico prevaleceu, ja que sua escrita favoreceu a criacdo de regras
operatdrias relativamente simples para a operacdo dos nimeros. Da necessidade
de representar grandezas, tais como comprimento, area e tempo, surgiu a necessi-
dade de subdividir a unidade em partes iguais. Os nimeros fracionarios ou racio-
nais representam estas subdivisdes. A representacdo decimal dos nimeros racio-
nais se apGia nos mesmos principios da representacdo dos nimeros naturais: a
base 10 e o valor posicional. Assim, 0,1 e 1/10 sdo representa¢fes do mesmo
nimero e significam a décima parte da unidade. Analogamente, 0,01 e 1/100
representam a centésima parte da unidade, e assim por diante.

Neste texto, abordaremos a Matematica tendo em vista seu desenvolvimento
conceitual, para mostrar como o conhecimento surge a partir da resolugéo de
problemas. Falaremos um pouco sobre matematica financeira e progressdes. De-
pois, sobre nimeros racionais e irracionais, com especial cuidado para a compre-
ensdo da representacdo decimal dos nimeros e sua utilizagdo.






Unidade 1

Um pouco de
Matematica Financeira

Organizadores
Antonio Brolezzi

Elvia M. Sallum

Por causa do desenvolvimento do comércio e das relagbes econdmicas,
muita Matematica foi produzida. A Matematica Comercial ou Financeira, que
envolve calculos aritméticos de transagBes comerciais, ajudou a impulsionar a Elaboradores
Matemaética como ciéncia. Antonio Brolezzi

Martha Monteiro

A chamada Matematica Financeira € um ramo importante de aplicacdo da Martha Monteiro
Matematica. Esse assunto é muito mais antigo que o préprio sistema decimal.
Ha& registros gque mostram que os antigos sumérios efetuavam célculos finan-
ceiros como juros simples e juros compostos. Acredita-se que na Mesopotamia,
entre 3000 e 2000 a.C., tenham surgido os primeiros bancos, baseados em
templos que guardavam grdos e outros bens de valor. Na lingua suméria, a
palavra para juro significava gado. 1sso se deve ao seguinte fato: se um reba-
nho de gado fosse emprestado a alguém por um ano, o dono do gado espera-
ria receber mais cabecas do que emprestou, porque o gado procria natural-
mente. O excedente do gado era dividido entre as partes.

Essa idéia foi, mais tarde, transposta para outros tipos de bens, mesmo 0s
gue ndo crescem por si proprios. Por volta de 1800 a.C., Hamurabi, criador do
império babilénico, estabeleceu taxas maximas de juros que poderiam ser
cobrados sobre grdos, prata e outros bens. Quem exigisse juros além dos limi-
tes estabelecidos, teria como puni¢do ndo poder mais cobrar sua divida.

Um tablete de argila datado de 1700 a.C. traz um problema interessante da
Matematica mesopotamia: quanto tempo levara para uma soma de dinheiro
dobrar se for investida a uma taxa de 20 por cento de juros compostos anual-
mente? Mais adiante, vocé tera como resolver este problema.

A prética de considerar os juros foi utilizada durante a Antiguidade por
varios povos. Posteriormente, na ldade Média, estabeleceu-se a idéia de que
juros seriam ilegais, e essa pratica foi proibida pela Igreja Catolica. No re-
nascimento, as grandes navegacfes e o restabelecimento das rotas comerciais
com o Oriente fizeram com que fosse necessario trabalhar com dinheiro de
modo mais rigoroso. A cobranga de juros passou a ser parte do comércio das
cidades.

— Mas o que séo juros?

Juro é a remuneragdo do capital empregado. Se aplicarmos um capital
durante um determinado periodo de tempo, ao fim do prazo o capital ird au-
mentar. Esse novo valor é chamado montante e juro é a diferenga entre o



MATEMATICA

montante e o capital inicial. Existem duas modalidades de ganhos de juros
sobre um capital. Sdo chamados juros simples os valores obtidos na situagdo
em que, ao longo do tempo, apenas o capital inicial rende ganho. Nos juros
compostos, apds cada periodo de tempo a que se refere a taxa contratada, 0s
juros ganhos sdo somados ao capital (dizemos que sdo capitalizados), e no
novo periodo os juros incidem sobre esse montante.

Exemplo 1.

O contrato de aluguel do Sr. Fulano é de 200 reais por més. Se ele atrasar
0 pagamento, pagara uma multa de 2% sobre o valor total, mais juros de 0,3%
por dia de atraso, aplicados de forma simples. Calcule quanto o Sr. Fulano tera
de pagar se atrasar 10 dias 0 pagamento do seu aluguel.

Lembramos que a notagdo de porcentagem, como em 2%, utiliza um sim-
bolo “%” que faz com que leiamos “dois por cento”. Isso significa 2 em 100,
ou ainda 2/100. Essa fracdo pode ser escrita em forma decimal, como 0,02.
Assim, ao fazer as contas com porcentagem, podemos utilizar tanto 2/100
como 0,02. Analogamente, 0,3% pode ser escrito como ** ou ainda 0,003.

Voltando ao exemplo 1, temos: o
Célculo da multa: R$ 200,00 x 0,02 = R$ 4,00
Caélculo de juros por dia: R$ 200,00 x 0,003= R$ 0,60
Total de juros em 10 dias de atraso: R$ 0,60 x 10 = R$ 6,00

Total a pagar: R$ 200,00 + R$ 4,00 + R$ 6,00 = R$ 210,00

Exemplo 2.

Uma certa taxa por atraso foi estabelecida como 1,6% ao dia sobre o valor
do capital, computado de forma simples. Vamos construir uma tabela que in-
forme o valor do pagamento atrasado, nos primeiros 12 dias, de um capital de
R$ 100,00. A tabela abaixo foi obtida da seguinte forma:

Capital: R$ 100,00

Pagamento com 1 dia de atraso: 100,00 + 1,60 = 101,60
Pagamento com 2 dias de atraso: 100,00 + 2 x 1,60 = 103,20
Pagamento com 3 dias de atraso: 100,00 + 3 x 1,60 = 104,80

E assim por diante. A tabela entdo ficaria da seguinte forma:

Dias de atraso Valordosjuros  Valordevido
1 1,60 101,60
2 1,60 103,20
3 1,60 104,80
4 1,60 106,40
5 1,60 108,00
6 1,60 109,60
7 1,60 111,20
8 1,60 112,80
9 1,60 114,40
10 1,60 116,00
11 1,60 117,60
12 1,60 119,20
Tabela 1

14



MODULO I

Vamos explorar um pouco mais esse exemplo. Para calcular os juros por
dia, fizemos a conta 100,00 x 0,016 = 1,60.

Observe que cada nimero na coluna da direita da Tabela 1 € igual ao
anterior acrescido de R$ 1,60. Nesse caso, o valor dos juros é sempre 0 mes-
mo em cada periodo (neste caso, em cada dia).

Geralmente, em transacdes financeiras é acertada uma taxa de juros que
se refere a um periodo de tempo. Indicamos pela letra i a taxa de juros por
periodo, representada na forma decimal. No exemplo 2, i = 0,016 correspon-
dente a 1,6% a.d. (Ié-se “ao dia”). Ao fim de cada periodo, 0s juros simples
sdo calculados fazendo-se a conta: J = C x i, em que C indica o capital e J os
juros calculados. Ao fim de n periodos, os juros serdo C x i x n,

Assim, 0 montante ap6s n periodos aos quais se refere a taxa sera:
M =C + Cin=C(1 +in)

Por tras das contas envolvidas no calculo dos juros simples ha uma idéia
matematica muito importante: a idéia de progressdo aritmética.

Uma progressao aritmética — ou PA — é uma seqiiéncia em que cada termo
é obtido a partir do anterior por meio de uma simples soma de uma razéo
constante. Por exemplo, a sequiéncia de niameros 2, 5, 8, 11, 14, 17, ... é uma
progressdo aritmeética de razdo 3. Em geral, se a PA inicia-se com um termo a,
e tem razdo r, o proximo termo, que indicaremos por a,, seraa, = a, + r. O
termo seguinte sera:

a,=a +r=(,+r+r=a +2r.
O n-ésimo termo sera dado por:

an=a0+nr.

Agora repare que a férmula do montante em um calculo de juros simples,
como vimos acima, dado por M = C + Cin, pode ser vista como um exemplo
de PA em que o valor inicial é C e a razdo é r = Ci. No caso dos juros simples,
a razdo é o produto da taxa de juros (expressa em decimais) pelo capital inicial.
No exemplo acima, r = 1,6, e temos, por exemplo:

a, =100 + 12 x 1,6 = 119,20

Esse tipo de progressdo, como € o caso dos juros simples, representa um
fendmeno de crescimento chamado de linear. (Vocé estudard mais sobre cres-
cimento linear no Médulo 4.) Se fizermos um grafico colocando o periodo de
tempo no eixo horizontal e os montantes correspondentes ao nimero de periodos
no eixo vertical, 0s pontos encontrados estardo sobre uma reta. E dai que vem
o0 nome “linear”, a partir de linha (reta).

& Meanlaila
150
II‘.{I.‘.|II-F".++"
1]
1]
1 & 4 4 5 5 & & %111 114
Figura 1
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Podemos ilustrar esse comportamento em um grafico no qual os pontos
estdo sobre a reta de equacdo y = 100 + 1,6x, em que X representa numero de
dias de atraso e y representa 0 montante devido.

Como mencionado anteriormente, no calculo de juros compostos, ao final
de cada periodo, o valor dos juros é acrescentado ao capital, aumentando a
base para o céalculo dos juros nos periodos subseqiientes. E 0 que ocorre, por
exemplo, em investimentos como a caderneta de poupanca.

Exemplo 3.

Uma pessoa deixou 100 reais em uma aplica¢do. Supondo que ao longo
de um ano os juros mensais foram sempre de 1,6% a.m. (Ié-se “ao més”), qual
0 montante final da aplicacdo?

Nesse caso, ao final de cada més, os juros devem ser calculados e acres-
centados ao capital inicial, que passa a ser o0 novo capital. Podemos construir
a tabela abaixo, obtida da seguinte forma:

Capital: C = R$ 100,00
Juros ap6s o primeiro més de aplicagdo: 100,00 x 0,016
Montante apés um més:
M = 100,00 + 100,00 x 0,016 = 100,00 (1 + 0,016) = 100,00 x 1,016
Juros ap6s o segundo més de aplicacdo: 101,60 x 0,016
Montante apds dois meses:
M = 101,60 + 101,60 x 0,016 = 101,60 x (1 + 0,016) =

= 100,00 x 1,016 x 1,016 = 100,00 x (1,016)?
Juros apo6s o terceiro més de aplicagdo: 103,23 x 0,016
Montante apds trés meses: M = 103,23 + 103,23 x 0,016 =

=100,00 x (1,016)°

E assim por diante. A tabela entdo ficaria da seguinte forma:

Més  Juros(1,6%am.) Montante
1 1,60 101,60
2 1,63 103,23
3 1,65 104,88
4 1,68 106,56
5 1,70 108,26
6 1,73 109,99
7 1,76 111,75
8 1,79 113,54
9 1,82 115,36
10 1,85 117,20
11 1,88 119,08
12 1,91 120,98

Tabela 2

Colocando os dados da Tabela 2 em um gréafico, a primeira vista, ele ndo
parece ser muito diferente do grafico da Tabela 1. Entretanto, os juros com-
postos geram uma expressdo do montante em funcdo do tempo n, que tem um
carater do tipo “exponencial”, que vocé estudara mais adiante.

16
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Como vocé deve ter percebido por meio do Exemplo 3, o0 montante obtido
em uma aplica¢do na qual ha juros compostos é M = C(1 + i), onde C repre-
senta o capital inicial, i a taxa de juros e n, o nimero de periodos de rendimen-
to. A comparagdo agora € com a progressao geometrica.

Uma progressdo geométrica, denotada por PG, é uma sequéncia de nime-
ros em que cada termo a_ € o produto do termo anterior a_, por uma razao
fixada, usualmente denotada por q:

a,=a;a,=axq;

a, azxqz(axq)xq:aqu;

a :axq”-l;an+1:axq”

Voltando a expressdo M = C(1 +i)", notamos que o fator que se repete, ou
seja, arazdo, ég=1+1.

Vamos comparar 0s dois casos — juros simples e compostos — utilizando
um capital de R$ 100,00 aplicado por 100 meses com juros de 1,6% a.m.
Vemos a diferenca crescente entre os montantes obtidos, respectivamente, nos
sistemas de capitalizagdo simples e composta. Olhando os graficos em um
espaco maior de tempo, percebemos melhor a diferenca que se acentua com o
decorrer do tempo.

Comparando os dois graficos, temos:

Fioninnia &

Ffioninnis asm
Jurmas Coempanadoi s -

ik =l 100
Figura 3

Pensando nesta diferenga, vamos analisar agora um problema importante
do consumidor brasileiro, que sdo as compras a prazo. Nos financiamentos —
de casa propria, de automoveis, produtos eletrdnicos, eletrodomésticos, mé-
veis, compras com cartdo de crédito — os juros sdo compostos. O montante a

17
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ser pago cresce muito rapidamente, e o consumidor pode acabar assumindo
uma divida que é muito maior do que o valor inicial da compra.

Em propagandas, o valor da prestacdo mensal aparece em caracteres gran-
des. Anunciam-se taxas de juros mensais aparentemente baixas: “Apenas 1%
ao més!” Entretanto, se prestarmos atencdo as letras miudas, vemos uma dife-
renga importante entre o prego a vista e o0 preco a prazo. Outra questdo intri-
gante é que o juro é mensal, mas no entanto a prestacdo por més é fixa. Como
calcular essa prestacdo fixa?

Para entender o processo, temos que aprender como fazer a soma de uma
PG.

Em geral, se uma PG tem como primeiro termo a e razao g, temos que 0 n-ésimo
termo ¢ dado por a = ag"".

— Como obter a soma S dos n primeiros termos de uma PG?
S,=a+ag+ag’+ag’+..+ag (1)

Para obter uma expresséo sintética para S, multiplicamos ambos os lados
da igualdade por g, e teremos:

gS, =aq +ag® +ag® + ... + ag"™* + aq" (2)
Subtraindo (2) de (1), teremos:
S,—aS,=a-aq",entdo: S (1-qg)=a(l-q)

Ou ainda, para q # 1,
i A {ag 1
S oea U9 ou g oL, WD
{1—] {g—1)

(O que aconteceria se g = 1?)

Exemplo 4.

Um discman é vendido por R$ 159,00 a vista. O produto pode ser parce-
lado com juros de 1,35% a.m. Qual o valor das parcelas se o pagamento for
parceldo em 3 vezes?

A prética do comércio é fazer parcelas fixas, embutindo nelas os juros.
Supondo que o parcelamento seja sem entrada, veremos que obtemos uma
PG de razdo 1,0135. Devemos decompor o preco a Vista em 3 partes (159 = P,
+ P, + P,) de forma que, aplicando a taxa de juro combinada (i = 0,0135) no
momento do pagamento, cada uma delas tenha o0 mesmo valor P da parcela
fixa. Assim teremos P = P, x 0,0135, P = P, x(0,0135)* ¢ P = P, x(0,0135)°
(\Vocé saberia dizer por qué?). O problema que se apresenta é resolver a equa-
cdo apresentada abaixo, na qual a incognita é a parcela fixa P:

159,00 P i
(LOTESY  (LO1E5)y L35

Utilizando o resultado da soma da PG visto acima, temos:

Foooosst-n [ 59,00
159,00 = B 2 paner = p= Y 5448
(LO135)° | (LO135=1) | 292
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Resposta: A parcela fixa serd de R$ 54,45.

Generalizando esse processo, podemos obter um procedimento que permi-
te calcular o valor das parcelas.

Consideremos a seguinte expressao, em que V é o valor do bem a vista; P
é o valor da parcela fixa; i é a taxa de juro expressa em decimais e n é 0
namero de prestacdes:

N
F=r J I : oot I ] ]

= =} = =}
L(L+0"  (1+"! (1+iY  (1+iF 1+ )

Note que a expressdo entre parénteses € uma PG em que 0 primeiro termo
e a ' ; 0 nimero de termos é n e a razdo € q = 1 + i. Obtemos:

quln | ou [_=F;] IETI
i1+ 1) i

¥F=pP

Freqglientemente as lojas tém os valores mais comuns para o fator acima
descrito em uma tabela, a qual pode ser consultada pelos vendedores na hora.
Ou entdo pode-se fazer o célculo utilizando uma calculadora que tenha pelo
menos uma tecla x.

Exemplo 5.

Qual o valor da parcela fixa se o discman do Exemplo 4 fosse adquirido
em 12 vezes?

Utilizando a férmula:

temos:

I-{l+0.0135"
00135
1 55,00

1530 = P=1101] = P= Lo = 14,44

15t 00 = H=

O valor de cada parcela sera de R$ 14,44,

Note que o comprador pagara 12 prestacGes de R$ 14,44, ou seja, R$ 173,28,
que € quase 9% maior que 0 prego & vista. Sera que compensa?

Exemplo 6.

Vamos calcular o valor da prestacdo de uma filmadora digital que custa, a
vista, R$ 1.899,90, cujo anuncio oferece um parcelamento em 12 vezes com
juros de 2,99% a.m.:

Utilizando a férmula:
| —(1+i)Y"
}{ S —

i

V=p

temos:
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1 — (14002940
189990 = px 0+ U259
{02400

O valor de cada parcela sera de R$ 190,95.

Nesse caso, 0 valor a prazo é de R$ 2.291,40, ou seja, é cerca de 20%
maior que o valor a vista.

Outra consideracdo interessante é a seguinte: se, ao invés de pagar presta-
¢Oes todo més colocassemos a mesma quantia em uma aplicacdo, quanto po-
deriamos obter ao término do periodo correspondente a compra a prazo? Isto
é, qual seria 0 montante gerado M se o valor correspondente a cada parcela P
fosse depositado, por exemplo, numa caderneta de poupanca que rendesse
um juro i por n meses? Nesse caso, a PG gerada teria a seguinte forma:

M = P(L+i)"+ P(1+i)™ + ... + P(1+i)°+ P(1+i)2+ P(1+i)

Ou ainda, colocando P em evidéncia e ordenando os termos de forma
crescente:

M = P[(1+i) + (1+i)* + (L+i1)%+ ... + (L+i)™+ (1+i0)]
O primeiro termo é (1 + i) e a razdo da PG € 1 + i. Teriamos entdo:
AL+ W+ = 1)

i

MW =r

Vamos comparar este resultado pensando no Exemplo 6, em que teria-
mos de pagar R$ 190,95 durante 12 meses. Se investissemos R$ 190,95 em
uma aplicacdo que pagasse 0s mesmos 2,99% a.m. de juros que a loja co-
brava no Exemplo 6, teriamos entdo um valor bem maior, de R$ 2.789,41.
Com essa quantia, poderiamos comprar a filmadora de R$ 1.899,90 a vista
e ainda sobrariam R$ 889,51. Outra consideracdo é que a loja poderia apli-
car cada uma das prestagcfes, obtendo assim bem mais que o prego pago
pelo cliente.

A Matematica tem ajudado a tomar decisfes importantes na vida pratica e
tem se desenvolvido impulsionada principalmente pelas necessidades prati-
cas (motivacdo externa), mas também pela necessidade de resolver proble-
mas gerados pela propria constru¢do da Matematica (motivagdo interna).

Foi pensando em problemas originados pela economia que resultados im-
portantes da Matematica foram desenvolvidos. O numero e, mais frequente-
mente associado aos logaritmos, foi descoberto em um estudo de juros com-
postos.

A idéia é a seguinte: se um capital fosse aplicado durante um certo perio-
do, com taxa de juros de 100% ao periodo, 0 montante apds aquele periodo
seria:

M=Cl+iY=M=C(l+1) =M =2C

— Qual seria 0 montante se os juros fossem capitalizados duas vezes no
mesmo periodo e a taxa fosse dividida pela metade?

Teriamos:
o1y 9

M=Cll+-| ==-C
o2 4
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Se os juros fossem capitalizados 3 vezes no periodo, e a taxa dividida por
3, teriamos:

f P | 16 ~
M r:!m] 3 1=% i

Seguindo o mesmo raciocinio, se a taxa fosse capitalizada n vezes no
periodo, e a taxa dividida em n partes, teriamos:

M=c(1+})
f \

Complete a tabela abaixo com alguns resultados para a expressao |- .-In '

LA 4

r | 'I"

n LI " |

1 2,00000

2 2,25000
4
10

1.000
1.000.000

Tabela 3

A medida que n cresce, 0 montante também cresce. Em 1683, Jacob
Bernoulli trabalhava com este problema e ficou curioso para saber se esse
crescimento seria ilimitado. A questdo colocada foi: 0 que ocorre com a ex-

pressdo .rl + ,l,} quando n é muito grande?
L8

Deixando o valor de C de lado, Bernoulli estudou o valor da expresséo
(1 + Yn)" quando n cresce indefinidamente, e provou, usando a expansdo do
bindbmio de Newton (que serd vista no Mddulo 2), que o resultado esta entre
2ed.

Jacob (Jacques) Bernoulli (1654-1705).
Em: MacTutor <http.//www-history.mcs.st-
and.ac.uk/%7Ehistory/PictDisplay/
Bernoulli_Jacob.html>,
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Leonhard Euler (1707-1783).

Em: MacTutor <http.//www-history.mcs.st-
and.ac.uk/%7Ehistory/PictDisplay/Euler.
html>.

Dois séculos mais tarde, o matematico Leonhard Euler (1707-1783) pro-
vou que a expressdo (1 + 1/n)" se aproxima, quando n cresce indefinidamen-
te, de um ndmero irracional que vale aproximadamente 2,718281828. Esse
nimero é representado pela letra e.
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Unidade 2

Representacoes
Decimais

Utilizamos representacfes decimais em muitos dos calculos que foram
feitos na unidade anterior. Vamos agora analisar com mais cuidado essas
representagdes dos nimeros.

Observe gque na Tabela 2, vista na Unidade anterior, os valores sdo ex-
pressos apenas com duas casas decimais. Fazendo as contas, notamos que
h& muitas casas decimais sendo desprezadas. O juro ganho apenas no Gltimo
més de aplicagdo € de R$ 1,91. Poderiamos usar um valor mais preciso — por
exemplo 1,905245 — que arredondamos para R$ 1,91. Supondo que o proble-
ma fosse investir ndo 100 reais, mas um milhdo de reais, teriamos um maior
significado para aquelas casas decimais, como vemos na Tabela 4 abaixo:

Més  Juros(1,6% a.m.) Montante

1 16.000,00 1.016.000,00
2 16.256,00 1.032.256,00
3 16.516,10 1.048.772,10
4 16.780,35 1.065.552,45
5 17.048,84 1.082.601,29
6 17.321,62 1.099.922,91
7 17.598,77 1.117.521,68
8 17.880,35 1.135.402,02
9 18.166,43 1.153.568,46
10 18.457,10 1.172.025,55
11 18.752,41 1.190.777,96
12 19.052,45 1.209.830,41

Tabela 4

Neste caso, uma maior precisdo implica em mudangas significativas nos
resultados. Note que no Gltimo més o juro foi de R$ 19.052,45. As casas
decimais agora fazem muita diferenga. A limitacdo da representacdo dos
valores monetarios a duas casas decimais, os centavos de real, ndo é pratica-
da em alguns casos, como, por exemplo, em postos de gasolina que anunciam
0 preco por litro, na forma R$ 2,199. Em outros contextos, como os indices
de cotagdo de dolares na bolsa de valores ou em outros investimentos, apare-
cem também casas decimais além dos centavos. Por que se faz isso?

O desenvolvimento do comércio gerou novas necessidades para a Mate-
matica. Por exemplo, Christoff Rudolff (1499-1545), um polonés que estu-
dou e trabalhou em Viena, na Austria, € considerado o primeiro a propor o

Organizadores
Antonio Brolezzi
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Martha Monteiro

Elaboradores
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uso sistemético de representacGes decimais na Europa, e o fez pelas necessi-
dades de representacdo de juros compostos. Também é atribuida a ele a cria-
¢ao do simbolo da raiz quadrada utilizado atualmente.

o 1ies. "
R s93l>% l;.,;;F\.n_-.l'l: |,-|'ig\-c'.'.'|n1-e; |":|!E_'.1rl
1pidry
413 4§55 Anbera
FELERT R
arglisorry Dopm
31 a4 CER
Al igdga=s Trerbor
1X >Pr4 LIRS
g¥i|dorpirezry S
13 aFpLrFEREENg
pozfiagedazgary Sehilen
ag 1adragid imiarg
gaz|fésfrhqofangty 5 b b
T TANET EFYLVE.E bty
§54|adg 0 1408 43y didwnird
PRI R T I TN FEENE Ly
CETNLFE T LR TR FEE S F I Tefinted
14 sBFgngooarer | Frabiry
fidre|Fasq8 o 154078 fab > Rehicd
G rFfongaraqaa B {ond
10| Fi s aadasadsda Qoonn
1 Due i 3ot Timagf 3 r p banpralicsnab
sngs | g2 fr 2af 1 & 5 Bavgraing o weping
128 i s S DarnadiBie 1 (1) i n'\:ili‘:{ll::
1 el 2o T = H L, .
mﬂ Ihﬁﬁ?f:.:?:lifn,-I-|'1-rf|il?.‘.— " | Pagina da obra de Rudolff de 1530 mostrando o
! b g  |usodefragGes decimais em juros compostos (Smith,
1925).

O belga Simon Stevin (1548-1620) foi o responsavel pelo tratamento dado
atualmente as fragOes decimais.

Simon Stevin (1548-1620)
Em: MacTutor <http.//www-history.mcs.st-and.ac.uk/
%7Enhistory/PictDisplay/Stevin.htm/>.

Em 1585, publicou La theinde [A dizima], uma obra dedicada a diversos
profissionais do comércio. Foi ele que chegou a sugerir que o sistema decimal
fosse adotado pelo governo para pesos, medidas e dinheiro em sua obra tradu-
zida para o inglés por Robert Norton em 1608, intitulada Disme: the arts of
tenths or decimal arithmetike, que também foi a inspiracdo para Thomas
Jefferson propor a divisdo decimal da moeda americana (hoje em dia, um
décimo de dolar ainda € chamado de dime).

E interessante observar essas opgdes que os povos fizeram de notagdes e
representacdes numéricas e de medidas. Por exemplo, até hoje séo utilizados
dois sinais para separar as casas inteiras e decimais nas representacdes deci-
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mais. Alguns paises, como o Brasil, utilizam virgula, enquanto outros, como
os Estados Unidos, utilizam ponto. Igualmente, alguns paises seguiram a uni-
ficacdo dos sistemas de medidas baseados na fracdo decimal, como o0 metro e
0 centimetro, enquanto outros permaneceram utilizando pés e polegadas.

Lembramos que, na representacdo decimal, cada namero inteiro positivo
é escrito como uma sucessdo de algarismos pertencentes ao conjunto {0, 1, 2,
3,4,5 6,7, 8, 9} e a posicdo que cada algarismo ocupa determina qual
poténcia de 10 é fator daquele algarismo. Por exemplo:

1375 =1000 + 300 + 70 + 5 =
=1x10°+3x102+7x 10+ 5 x 10°

Um ndmero é um namero racional se puder ser escrito na forma p/q,
onde p e g sdo inteiros e q € diferente de zero. Por exemplo, 0s nimeros 5 =

4. 28 ¢ 7 s&o nimeros racionais (positivos).
13 s

Chamamos de fragéo decimal a fragdo cujo denominador € uma poténcia
de 10. Por exemplo, 2 . 1% . B3
107 1007 10,000
sdo fragbes decimais que correspondem, respectivamente, aos nimeros 0,2;
0,13 e 0,0085.

Denotando 0,1 por '_ (que também pode ser escrito como 10%), 0,01 por

! (que é igual a 10?) e assim por diante, podemos escrever as fracdes deci-

100
mais como somas especiais, como a do exemplo a seguir.

Exemplo 7.
123

A representacdo decimal de -6
[ (W)

0,123=0,1+0,02+0,03=1x 10* + 2 x 102 + 3 x 10°

— O que significa essa representacdo?

Como a base 10 foi adotada para a representacdo dos numeros inteiros,
nada melhor do que subdividir a unidade em 10 partes iguais, cada uma de
tamanho 1/10. Subdivide-se cada décima parte em 10 partes iguais, de tama-
nho 1/100, e assim sucessivamente. No exemplo acima, o namero 0,123 re-
presenta uma quantidade que é a décima parte somada a 2 centésimas partes e
somada ainda a 3 milésimas partes de um inteiro.

Vejamos num exemplo o significado dessa representacao.

Exemplo 8.

E preciso distribuir R$ 9,00 em partes iguais para 4 pessoas. Qual o valor
que cada pessoa recebera?
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E muito facil: basta dividir 9 por 4. Mas como isso é feito na pratica?
Primeiro reparamos que cada pessoa devera receber mais do que 2 reais, mas
menos do que 3 (por qué?). Supondo que temos 9 notas de 1 real, repartindo
2 reais para cada pessoa, um total de 8 reais ja esta dividido, restando dividir
entre elas o que sobrou, que é 1 real. Sabemos que cada moeda de 10 centa-
vos de real corresponde a 1/10 de real. Trocando a nota de 1 real por 10
moedas de 10 centavos, e repartindo entre as 4 pessoas, vemos que cada pes-
soa receberd 2 moedas de 10 centavos, mas sobrardo 2 moedas. Novamente,
cada moeda de 10 centavos pode ser trocada por 10 moedas de 1 centavo, que
representa 1/100 de real. Serdo 20 moedas de 1 centavo que devem ser dividi-
das entre 4 pessoas. Cada pessoa ficara com 5 moedas de 1 centavo. Portanto
cada pessoa recebera

2+2x% ! +5x  reais.

10 10

Esse valor é representado por R$ 2,25. Podemos escrever: 2,25 = 2 x 10°

+2x 101+ 5 x 10

Observe outros exemplos:

405
=0405=4x10"+0x10%+5x 10%
1 040
6439 . -
=6439=6x10"+4x10°+3 x 10"+ 9 x 10?
(LH]H)
Podemos generalizar afirmando que se b, b, ... , b,, a,, a, ..., e a_ repre-

sentam algarismos, entdo o nimero b, ... b, b, a, a, a,...a € igual a:
b, x 10¢+..+ b, x 10' + b, x 10° + a, x 10" + &, x 10? + ... + a x 10"

— Como encontrar representacdes decimais de nimeros racionais quais-
quer?

Para representar um numero racional p/q (q # 0) na forma decimal vamos
dividir o numerador p pelo denominador g. Ao fazermos isso, podemos en-
contrar duas situagoes:

1. Em algum ponto da divisdo se chega ao resto zero. Neste caso 0 quociente
€ um numero formado por uma parte inteira (eventualmente nula) seguida de
uma virgula e de uma quantidade finita de casas decimais. Nesse caso, dize-
mos que se trata de uma representacdo decimal finita.

2. Nunca se chega ao resto zero. Neste caso, a divisdo prossegue indefini-
damente e o quociente é formado por uma parte inteira (que pode ser zero),
seguida de uma virgula e de uma sucessdo de casas decimais que pode ser
prolongada o quanto se queira. Nesse caso, diremos que se trata de uma re-
presentacdo decimal infinita.

Vejamos 0s seguintes exemplos:
| s

= :O,5
2 10
1523525 _ 27 _gog
4.25 5
z
27 = T -2 = 4 :5’4
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Note que no caso de cada fragdo multiplicamos o numerador e o denominador
por alguma poténcia de 5 ou de 2, de modo a conseguir que o denominador se
transforme em uma poténcia de 10.

Tome uma fracdo p/q, em sua forma irredutivel, isto é, uma fracdo em que o
numerador p e o denominador g sdo nimeros naturais primos entre si (q # 0).
Sempre que a decomposicdo do denominador g em fatores primos so tiver
poténcias de 2 ou de 5, é possivel usar o processo descrito acima para trans-
formar a fracdo em outra equivalente, que seja da forma a/10", para algum

ndamero natural a. Vejamos mais um exemplo: o ndmero t; ndo esta na forma
)
irredutivel, mas a fragdo "‘I é equivalente a r*]'l e é irredutivel.
2

Como o denominador 20 é um divisor de 100 e 100 = 20 x 5, multiplica-
mos numerador e denominador por 5, obtendo:

9.3 _35_15_g8

o 20 20.5 10

Agora faga vocé

Usando o processo acima (sem usar a calculadora), encontre a representa-
cdo decimal dos seguintes nimeros:

63 41 35 315 9741

40° 20714 25273200

— Se a decomposicdo do denominador g tiver poténcias de outros primos
além de 2 e de 5, 0 que acontece?

Para responder a essa pergunta precisamos entender um pouco melhor o
algoritmo da divisdo (o processo utilizado para fazer a conta de dividir).

Na divisdo de 9 por 4 fazemos automaticamente o seguinte procedimento:

9 4
-8 2,25
0
-8
20
- 20

— O que significa o zero colocado a direita do nimero 1, que era o resto
da divisdo de 9 por 4?

Significa que estamos trocando 1 inteiro (que ndo da para dividir por 4)
por 10 décimos. (Trata-se de representar 0 mesmo numero de modo diferente,
neste caso mais conveniente para nosso objetivo, que é dividir 1 por 4.) Como
no caso do Exemplo 8, em que trocamos 1 real por 10 moedas de 10 centavos,
estamos trocando a maneira de representar o nimero 1.
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Em seguida, é efetuada a divisdo de 10 décimos por 4, de onde se obtém
2 décimos. Por isso, a resposta sera escrita com o algarismo 2 na primeira casa
apos a virgula que é, por convengdo, a posicdo dos décimos. Analogamente, o
zero colocado a direita do resto 2 significa que para dividir 2 décimos por 4,
deve-se trocar 2 décimos por 20 centésimos e efetuar a divisdo por 4. O resul-
tado, 5 centésimos, é escrito colocando-se o algarismo 5 na segunda casa
decimal.

Portanto:

)

: =225=2+2x L 45x — =2+42x10%+5x 10?
4 [0 [0

(Na linha acima, escrevemos 0 mesmo nimero de vérias maneiras. Cada
uma dessas maneiras tem sua utilidade. Por enquanto, vamos apenas conhecé-
las.)

Vamos usar esse mesmo processo para tentar obter a representacdo deci-
mal de 10/3.

10 3
-9 3,33
10
-9
10
-9
1

Note que este processo ndo tem como terminar. Ou seja, nunca teremos
resto igual a zero. Este é um exemplo de um ndmero cuja representacdo deci-
mal ndo é finita. E comum escrevermos esta representacdo na forma 3,333...
As reticéncias indicam que a representacdo é infinita. Mas note que é uma
notacdo imprecisa, pois s6 com as reticéncias ndo é possivel saber como séo
as demais casas decimais que ndo estdo escritas. Na representacdo decimal de
10/3 notamos que o algarismo 3 se repetird em todas as casas decimais. Para
indicar isso, a convencdo é escrevemos 10/3 = 3,3.

Vejamos outro exemplo: a representacdo decimal de

55

Usando o algoritmo da divisdo, encontraremos 0,963636363... — a conta
de dividir ndo acaba e os algarismos 6 e 3 irdo se repetir nessa ordem sem
parar (confira, fazendo a conta!). A maneira precisa de se informar todo o
comentario que esta entre os hifens é escrever:

53/55 = 0,963

A barra sobre o par de algarismos 63 indica que esse par se repete indefi-
nidamente.

Vamos aproveitar para fazer algumas consideracdes importantes: no caso
acima, o numero 0,9 é uma aproximacao de 53/55.

Como 53/55 — 0,9 = 0,063, o erro que se comete ao usar 0,9 em vez de 53/
55 é menor do que 0,1 (=107).
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O numero 0,96 também € uma aproximagdo de 53/55, melhor do que a
anterior, pois o erro cometido ao se escrever 0,96 em vez de 53/55 é menor do
que 102,

Quanto mais casas decimais escrevermos, maior serd a precisdo da aproxi-
macdo. Mas note que é errado escrever 53/55 = 0,96363, pois 0,96363 ndo é
igual, mas apenas uma aproximacdo de 53/55 (&s vezes escrevemos 53/55 =
0,96363). Se essa aproximagdo é boa ou ndo vai depender do problema que se
quer resolver com esse numero, como ja foi visto anteriormente em problemas
de Matematica Financeira.

Agora faca vocé
(a) Ache a forma decimal de 16/90.
(b) Dé uma aproximagdo para 16/90, com erro menor do que 103

Se a representacdo decimal de um nimero apresentar um grupo de alga-
rismos que se repete na mesma ordem, como vimos nos exemplos anteriores,
dizemos que essa representacdo é uma dizima periédica. O grupo de algaris-
mos que se repete no quociente é chamado periodo. Assim, na fragdo 10/3, o
periodo é 3; na fragdo 53/55, o periodo é 63.

Agora faca vocé

Verifique que a representacdo decimal de cada nimero racional abaixo é

uma dizima periodica; & 134 100
1799007 6

Como vimos acima, sempre que x for um namero racional que, ao ser
escrito na forma irredutivel apresenta um denominador g que é um numero
inteiro cuja decomposi¢do em fatores primos s6 contém poténcias de 2 ou de
5, entdo a representacdo decimal de x serd finita.

Vamos agora olhar o que acontece quando o denominador contém ou-
tros fatores primos, comecando por compreender 0 que acontece no exem-
plo x = 4 Efetuando a divisdo, temos:

-
i

40 7
-35 0,571428...
50
-49
10
-7
30
-28
20
-14
60
-56
4

Observe que, nesse caso, o0s restos da divisdo sdo 5, 1, 3, 2, 6 e 4, nesta
ordem. Quando chegamos ao resto 4 0 processo comegara a repetir. Como em
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gualquer divisdo, o resto deve ser sempre menor do que o divisor. Assim na
divisdo acima, sé os nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6 podem ser resto dessa divisao.
Como 0 ndo aparece e s6 ha 6 restos possiveis, eles tém que repetir, formando
a dizima. Logo, 4/7 = 0,571428.

Em geral, se x = p/q for um namero racional escrito em sua forma irredutivel,
e se 0 denominador q tiver outros fatores primos além de 2 e 5, sua represen-
tacdo decimal serd uma dizima, pois na divisdao de p por g, 0s Unicos restos
possiveis serdo 1, 2, ..., (q — 1) — uma quantidade finita de possibilidades.
Com isso, teremos certeza de que, em algum momento, um determinado resto
ird se repetir e, a partir dai, todo o algoritmo ird se repetir, resultando assim
uma dizima periddica.

Com isso, concluimos que a representacdo decimal de qualquer nimero
racional ou ¢é finita, ou é uma dizima periodica.

Sabemos transformar um numero escrito na forma decimal finita em fra-

~ 11,14, 11} 4
¢ao, como no exemplo: .14 4 :
111 Iink  5dp

Mas como podemos achar a fracdo correspondente a uma dizima?
Vejamos um exemplo. Considere o nimero

X = 1,245 =1,2454545..,

Note que os algarismos comecam a Se repetir a partir da segunda casa
decimal, com o algarismo 4. Vamos multiplicar o nimero por 10:

10 x = 12,45 = 12,454545...
Agora, vamos multiplicar o mesmo x por 10%
10% x = 1245,454545...

\Vocé reparou que a parte ndo inteira de cada um desses dois novos nime-
ros é igual? Se subtrairmos o maior do menor, ela ira cancelar:
103 x — 10 x = 1245,45 - 12,45 = 1233
Logo, 10x (100 — 1) = 1233 e, portanto, x 990 = 1233. Logo, x =

1213

el .

O que vocé achou? Vocé pode estar pensando que eu adivinhei magica-
mente que as poténcias 10 e 10® ajudariam a resolver meu problema. Na ver-
dade, essas poténcias foram criteriosamente escolhidas... Tente descobrir qual
0 segredo!

Agora faga vocé
Escreva os nlimeros seguintes na forma de fragdo: 3,7; 0,5483; 0,001; 0,999...

No dltimo item do exercicio acima, vocé deve ter concluido que 0,999 =
1. Esse sinal de igual é igual mesmo! N&o se trata de aproximacdo: 0,9 e 1 séo
duas formas diferentes de representar o0 mesmo namero.

Note também que, dividindo-se por 10 os dois lados da igualdade 0,999...
= 1 obtemos 0,0999... = 0,1. Dividindo novamente, obtemos 0,00999... = 0,01,
e assim por diante. Com isso, conseguimos escrever qualquer representacao
decimal finita na forma de dizima com infinitos noves. \Veja:

25=24+01=24+0,0999... = 2,4999...
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1,48 = 1,47 + 0,01 = 1,47 + 0,00999...

Reciprocamente, toda dizima que tem uma infinita sucessao de noves pode
ser escrita como uma fracdo decimal finita.

Dizimas E PROGRESSOES GEOMETRICAS

Vamos voltar a reparar com cuidado no nimero 3,333...; podemos tam-
bém escrevé-lo da seguinte forma:

e
3333..= 340 4 2 4 " = 3p3 s L,

10 0 o et

" I I

=3 : — 4
AT T

.-

Repare que dentro dos paréntesis ha uma soma cujas parcelas formam
uma progressdo geométrica de razao lIiJ e termo inicial 1. Como a razdo é
menor do que 1, é possivel calcular a soma de infinitos termos:

1 1 10
.S = — I — I —
| | 9 g
[ 1
10y 1
Portanto, 3,333... =3| o |= -

Vejamos mais um exemplo:

101 | 285 285 285

1041285 = 1041 4+ 000285 = b =4
Wy 10 [

HJ-]IIIHS |-'| | l
T T TR Y R 1

Novamente, notamos que a expressdo dentro dos paréntesis é uma soma
de termos consecutivos de uma progressdo geométrica de razdo 10 e termo
inicial igual a 1.

I 1 L0
1 HS gog
'

A soma dessa PG é &
I

1041 285 |"|t]t]U"| [41 285 100244

Assim, 1041285 = — BB e e e x
o0 107 & 999 ) (100 99900 S9900

(Use uma calculadora para efetuar 1040244 + 99900 e confira o resul-
tado.)

Nos dois exemplos acima encontramos uma soma de uma progressdo geo-
métrica com infinitos termos como fator da fracdo que representa o primeiro
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periodo da dizima. Esse fato ndo é uma coincidéncia. Toda dizima traz embu-
tida uma soma de PG.

NUMEROS REAIs

Lembremos que 0s numeros surgiram da necessidade de contar e de me-
dir. Os gregos, no século V a.C., perceberam que 0s nimeros racionais nao
eram suficientes para representar todo tipo de comprimento. Por isso, foi ne-
cessario ampliar o conjunto dos numeros racionais. O conjunto de nimeros
que contém todos 0s nimeros que representam o0s possiveis comprimentos de
segmentos, é chamado de conjunto dos nimeros reais.

Primeiramente, vamos associar nimeros racionais positivos a pontos de uma
reta. Considere uma reta qualquer e fixe um ponto. A esse ponto damos o0 nome
de origem (O) e associamos o numero 0. Escolhemos também um segmento e
convencionamos que seu comprimento sera a unidade de medida (u):

oto

Em seguida, colocamos o segmento unitario u sobre a reta, de modo que
sua extremidade & esquerda coincida com a origem. A outra extremidade asso-
ciamos 0 nimero 1. Fazemos 0 mesmo com todos 0s outros nimeros naturais,
obtendo a associacdo mostrada na figura abaixo:

Para representarmos um namero racional positivo r = p/q, dividimos o
segmento unitario em g partes iguais. Cada parte tem comprimento 1/g unida-
des. Tomando-se p desses segmentos justapostos a partir da origem, encontra-
remos o ponto correspondente ao nimero r. Na figura abaixo, representamos
a fragdo 7/4:

Desta forma, conseguimos representar 0s nimeros positivos em ordem
crescente ao longo da reta. Por isso, coloca-se uma seta indicando o sentido
de crescimento.

Os pontos a esquerda da origem sdo associados aos numeros negativos da
seguinte maneira: Se P for um ponto da reta a direita da origem, associado ao
nimero positivo X, consideramos o ponto Q na mesma reta, simétrico a P em
relacdo a origem, isto é, Q esta & esquerda de O de modo que a distancia de Q
a O seja igual a distancia de O a P. O ponto Q assim determinado representa o
numero negativo — X.

(@)
0
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O numero — x é chamado oposto de x. (Observe que se a for um nimero
negativo, seu oposto —a sera positivo.) Usamos o simbolo x > 0 para indicar
gue X € um namero positivo e a < 0 para indicar que a é um nimero negativo.
Os numeros positivos estdo representados a direita da origem e 0s negativos,
a esquerda. Mas temos um problema: os pontos da reta que representam os
nameros racionais ndo preenchem a reta toda!

De fato, no século V a. C. os gregos descobriram que existem medidas
de comprimento que ndo sdo numeros racionais, isto €, ndo podem ser colo-
cados na forma p/q com p e g inteiros e q # 0.

Considere o quadrado cujos lados medem 1 unidade de comprimento. A
diagonal desse quadrado é um segmento de reta de comprimento d. O Teorema
de Pitagoras, que veremos no fasciculo 3, nos da a dica de como calcular o
valor de d: a diagonal do quadrado €é a hipotenusa de um tridngulo retangulo
cujos catetos medem 1. Assim,

d?=12+12=1+1=2

Logo, d =+ 2.

Com isso, vemos que 0 numero ~ 2 € um nimero que pode ser associado a
reta, ja que ele representa 0 comprimento de um segmento.

d2=12+12=2

-
%]
[
-

0 1.2
Mas esse nimero ndo ¢ um ndmero racional! Como sei disso? N&ao serve
dizer que sei porque alguém me contou, pois isso ndo é saber. Saber é saber

por qué. Vamos la:

Se fosse um ndmero racional, entdo ele poderia ser escrito na forma de
fracdo irredutivel p/q, com p e g nimeros inteiros e g # 0. Logo, elevando ao
quadrado, teriamos 2 = #_, que é equivalente a p? = 2¢>

q

Fagamos uma pequena pausa para uma observagdo
importante

Imagine um numero inteiro positivo qualquer. Ele pode ser escrito como
produto de fatores primos. Quando elevamos esse nimero ao quadrado, 0s
fatores aparecem em dobro. Por exemplo, na fatoragdo do nimero 12 temos

12=2x2x3
2 1

Logo, na fatoracdo de 122 temos

122=(2%x2x3)?=2%x2%x2x2x3x3
4 2

Vejamos outro exemplo:
75=3x5x5e752=(3x5x52=3x3x5x5x%x5x5,
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Voltemos ao nosso problema: estdvamos procurando nimeros inteiros p e
q que satisfaziam p? = 2g% Mas vejam sd: na decomposicdo de p® deve haver
uma quantidade par de fatores iguais a 2, bem como na fatoragdo de g2 Mas
entdo, 2¢? tera uma quantidade impar de fatores iguais a 2. Entdo ndo pode ser
igual a p?!

Provamos, usando uma demonstracdo por absurdo, que ndo existem nu-
meros inteiros p e g tais que

Logo, ~2 é um numero irracional.

— Como poderiamos achar uma representacdo decimal para tal nime-
ro? De que forma ela deve ser?

Como + 2 ndo é racional, sabemos que sua representacdo decimal ndo
pode ser finita, nem pode ser uma dizima periddica. Logo, s6 pode ser um
namero com infinitas casas decimais, mas que ndo forma dizima. Vamos
agora achar aproximacdes para 0 nUmero« 2 .

Sabemos que o nimero 2 esta entre os quadrados perfeitos 1 e 4. (Es-
crevemos 1<2<4.) Logo, sua raiz quadrada deve satisfazer a desigualdade
1< +2 < 2. (Dizemos que « 2 € maior do que 1, mas ao mesmo tempo, menor
do que 2.)

Podemos agora, por tentativa, procurar uma aproximagao com uma casa
decimal. Acompanhe minhas contas:

12=1; (1,12 =1,21; (1,2) = 1,44; (1,3)* = 1,69; (1,4)*> = 1,96; (1,5)? = 2,25.
Opa! Passou de 2! Posso entdo concluir que, como 1,96 < 2 < 2,25, entdo
14<.2<15

Dizemos que 1,4 é uma aproximacgdo de » 2 por falta e que 1,5 é uma
aproximagdo por excesso. Note que com isso, sabemos que o0 erro cometido
ao usarmos 1,4 ou 1,5 como uma aproximagao para 0 nimero « 2 é menor do
que 0,1.

Vamos achar uma aproximacgdo com duas casas decimais? Isso requer
mais contas:

(1,41)? = 1,9881; (1,42)? = 2,0164. Como passou de 2, podemos parar e
concluir que, como (1,41)? < 2 < (1,42)? entdo

141<+2<142

O erro cometido ao aproximarmos « 2 por 1,41 (por falta) ou por 1,42 (por
excesso) € menor do que 0,01.

Agora faga vocé

Usando uma calculadora para fazer as poténcias necessarias, ache as pro-
ximas trés casas decimais de + 2.

Note que, como sabemos que esse nimero € irracional, o processo nado
acabara nunca! Uma aproximagdo com erro menor do que 102 é

1,4142135623730950488016887242
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Para cada namero natural n, sua raiz quadrada ~# é um namero real, pois
representa a medida de algum segmento de reta (veja a figura).

I
L
5

Se n ndo for um quadrado perfeito entdo 7 é um namero irracional. (O
porqué desta ultima afirmagdo é assunto para um curso superior, mas vocé
pode tentar generalizar o procedimento usado para provar que « 2 € irracional
para provar mais alguns exemplos.) Assim 0s nameros +/3.+/5.+/20,/1000 etc. sdo
irracionais.

Outro numero irracional famoso e importante em Matematica, principal-
mente em geometria e em trigonometria (que vocé estudara neste curso, em
breve) é o numero 1t Uma aproximacao para com erro menor do que 10 é
3,14159265. A aproximacdo 1= 3,14 é a mais usada em escolas, pois leva a
contas razoavelmente curtas. S6 tome cuidado para ndo escrever 1t = 3,14,
pois isso é falso.

E importante notar como sabemos qual a ordem entre dois nimeros escri-
tos em sua representacdo decimal: Comegamos por comparar a parte inteira.
Se forem iguais, comparamos cada casa decimal dos numeros até encontrar-
mos uma casa decimal em que os algarismos sejam distintos: 0 maior ndmero
é aquele que tem o maior algarismo nessa casa. Por exemplo, se x = 2,67424
ey = 2,67426, entdo x<y, ja que as partes inteiras de x e de y sdo iguais, bem
como as quatro primeiras casas decimais. A quinta casa decimal é 4 no nime-
roxeééemy.

Agora faga vocé

1 — Encontre um ndimero entre x e y dados acima. E possivel encontrar mais
um? E mais 5 nimeros entre x e y?

2 — Sabendo que a é um numero entre 0,385 e 0,394, vocé pode dizer qual é
a parte inteira de a? Qual é a primeira casa decimal de a? O que se pode dizer
sobre a segunda casa decimal?

3 — Cologue os numeros em ordem crescente (do menor para 0 maior):
215 45,2, 3.4/
4
4 — (a) Dé um exemplo de um ndmero racional entre 1 e 2.
(b) D& um exemplo de um ndmero racional entre 0,1 e 0,2.
(c) Dé um exemplo de um namero racional entre 0,01 e 0,02.
(d) Dé um exemplo de dez nameros entre 1 e 2.
(e) D& um exemplo de cinco nimeros irracionais entre 1 e 2.

(f) Represente todos os nimeros encontrados nos itens acima na reta real.

W
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5 — Decida se a afirmagdo abaixo é verdadeira ou falsa e justifique sua resposta:
(a) Se um numero € racional entdo sua expansdo decimal é finita.
(b) Se um namero tem expansdo decimal finita entdo esse ndmero é racional.
(c) Se um numero tem expansdo decimal infinita entdo ele é irracional.

(d) Entre dois nimeros racionais sempre é possivel encontrar outro racional.

6- E possivel dizer se o nimero 5,143... é racional? Justifique sua resposta.
7- Ache uma aproximagdo para +3 com erro menor do que 0,01.

8- O numero 4,20220022200022220000..., que tem os algarismos 2 e O repe-
tindo alternadamente conforme o padrdo apresentado, é racional? Por qué?
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