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Fibonacci Fibonacci nasceunasceu emem Pisa, Pisa, 
porpor voltavolta de 1170.de 1170.

ViajouViajou pelopelo MediterrâneoMediterrâneo

((EgitoEgito, , SíriaSíria, , GréciaGrécia, , SicíliaSicília, , 
ProvençaProvença) ) 

AdquirindoAdquirindo ConhecimentoConhecimento
dada MatemáticaMatemática ÁrabeÁrabe

MorreuMorreu depoisdepois de 1240.de 1240.

EstátuaEstátua emem homenagemhomenagem a a 
Fibonacci, Fibonacci, situadasituada emem Pisa.Pisa.

Antes e Antes e depoisdepois de de umauma
restauraçãorestauração

SeloSelo: : DominicaDominica,, 1999 1999 

Não existem imagens de Não existem imagens de 
Leonardo de Pisa da sua Leonardo de Pisa da sua 

época, época, masmas háhá gravurasgravuras de de 
comocomo, , talveztalvez, , eleele seriaseria..

TrabalhosTrabalhos

1.1. LiberLiber AbbaciAbbaci (1202, (1202, revisadorevisado 1228)1228)

2.2. PracticaPractica GeometriaeGeometriae (1220)(1220)

3.3. FlosFlos (1225)(1225)

4.4. LiberLiber QuadratorumQuadratorum (1225)(1225)

CartaCarta

•• EpistolaEpistola suprascriptisuprascripti LeonardiLeonardi ad ad MagistrumMagistrum
TheodorumTheodorum phylosophumphylosophum dominidomini ImperatorisImperatoris

1.1. LiberLiber AbbaciAbbaci, 1202 e 1228, 1202 e 1228..

BibliotecaBiblioteca NacionalNacional de de 
FlorenzaFlorenza ItáliaItália

•• LivroLivro do do ábacoábaco

••Michel Scott Michel Scott –– AstrólogoAstrólogo..
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•• OperaçõesOperações com com númerosnúmeros inteirosinteiros

•• InteirosInteiros e e algumasalgumas fraçõesfrações

•• SoluçõesSoluções de de problemasproblemas

•• RegraRegra dada falsafalsa posiçãoposição

•• RaízesRaízes quadradasquadradas e e cúbicascúbicas

•• ProporçõesProporções, , GeometriaGeometria e e ÁlgebraÁlgebra

SistemaSistema HinduHindu--ArábicoArábico ProblemasProblemas consideradosconsiderados::

1.1. Um determinado homem Um determinado homem aplicaaplica um um denáriodenário a a umauma
taxataxa taltal que em cinco anos tem dois que em cinco anos tem dois denáriosdenários ee,, aa
cada cinco anoscada cinco anos o o dinheirodinheiro dobra.dobra. Quantos Quantos denáriosdenários
ele ele teráterá apósapós 100 anos100 anos??

2.2. Um Um certocerto ReiRei enviouenviou trintatrinta homenshomens aoao seuseu pomarpomar
parapara plantar plantar árvoresárvores. Se . Se eleseles plantassemplantassem mil mil árvoresárvores
emem novenove diasdias, , emem quantosquantos diasdias, , trintatrinta e e seisseis homenshomens
plantariamplantariam 4.400 4.400 árvoresárvores??

2. 2. PracticaPractica GeometriaeGeometriae, 1220., 1220.

•• MestreMestre DominiqueDominique

1.1. ProblemasProblemas práticospráticos ((GeometriaGeometria))

2.2. MedidaMedida de de corposcorpos

3.3. ÁlgebraÁlgebra e e TrigonometriaTrigonometria

4.4. RaízesRaízes quadradasquadradas e e cúbicascúbicas

5.5. ProporçõesProporções e e ProblemasProblemas indeterminadosindeterminados

3. 3. FlosFlos ((ouou FlorFlor), 1225. ), 1225. 

•• ContémContém osos doisdois últimosúltimos problemasproblemas do do TorneioTorneio de Frederick II.de Frederick II.

4. 4. LiberLiber QuadratorumQuadratorum, 1225., 1225.

•• O O ImperadorImperador Frederick II e o Frederick II e o MestreMestre Johannes de PalermoJohannes de Palermo

O O TesteTeste
1.1. EncontrarEncontrar um um númeronúmero quadradoquadrado taltal queque, , quandoquando

aumentadoaumentado ouou diminuídodiminuído porpor 5 o 5 o resultadoresultado aindaainda é é 
um um quadradoquadrado..

RespostaResposta de de 
Leonardo:Leonardo:
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2.  2.  EncontrarEncontrar, , atravésatravés dos dos métodosmétodos usadosusados no no décimodécimo livrolivro
de de EuclidesEuclides, o , o segmentosegmento de de comprimentocomprimento x x satisfazendosatisfazendo
a a equaçãoequação::

020102 23 =−++ xxx

1. Não possui solução geométrica

2. aproximadamente 1,368808

••AlgunsAlguns resultadosresultados..

TeoremaTeorema. . TodoTodo númeronúmero quadradoquadrado podepode ser ser formadoformado comocomo a a 
soma de soma de númerosnúmeros ímparesímpares sucessivossucessivos começandocomeçando pelapela unidadeunidade..

.)12(531 2nn =−++++ �

TeoremaTeorema. . SãoSão dados dados quatroquatro númerosnúmeros, , nãonão proporcionaisproporcionais, o , o primeiroprimeiro
sendosendo menormenor queque o o segundosegundo, e  o , e  o terceiroterceiro menormenor queque o quarto, e se a o quarto, e se a 
soma dos soma dos quadradosquadrados do do primeiroprimeiro e do e do segundosegundo é é multiplicadamultiplicada pelapela
soma do soma do terceiroterceiro e do quarto, e do quarto, entãoentão o o resultadoresultado seráserá igualigual, , emem doisdois
modosmodos, à soma de , à soma de doisdois quadradosquadrados..

22222222 )()()()())(( bdacbcadbcadbdacdcba −++=−++=++

TeoremaTeorema de Leonardode Leonardo

5. 5. EpístolaEpístola, , semsem data.data.

•• ResoluçãoResolução de de problemasproblemas..

1.1. Um Um problemaproblema geométricogeométrico: : ““DecompositioneDecompositione pentagonjpentagonj
equilateriequilateri in in triangulumtriangulum equicruriumequicrurium datumdatum.”.”

�
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Quantos pares de Quantos pares de 
coelhos serão coelhos serão 

produzidos num ano, produzidos num ano, 
começando com um começando com um 
só par, se em cada só par, se em cada 
mês cada par  gera mês cada par  gera 
um novo par que se um novo par que se 

torna produtivo a partir torna produtivo a partir 
do segundo mês?do segundo mês?

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,
89,144,233,377,... }89,144,233,377,... }
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Surgiu com os Surgiu com os PitagóricosPitagóricos, séculos antes , séculos antes 

de cristo a partir das relações entre as de cristo a partir das relações entre as 
medidas do pentagrama.medidas do pentagrama.
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Recebeu este nome em homenagem ao Recebeu este nome em homenagem ao 
escultor e arquiteto grego escultor e arquiteto grego FídiasFídias que que 
utilizou a proporção de ouro em muitas de utilizou a proporção de ouro em muitas de 
suas obras, inclusive na fachada do suas obras, inclusive na fachada do 
Parthenon.Parthenon.

O número de ouro surgiu da idéia de O número de ouro surgiu da idéia de 
dividir um segmento de reta em duas dividir um segmento de reta em duas 
partes. Das infinitas formas de se dividir partes. Das infinitas formas de se dividir 
existe uma que é mais agradável aos existe uma que é mais agradável aos 
olhos e que transmite aos nossos sentidos olhos e que transmite aos nossos sentidos 
uma operação harmoniosa.uma operação harmoniosa.

Um exemplo de uso da proporção áurea é o Um exemplo de uso da proporção áurea é o 
papiro de papiro de RhindRhind que data de aproximadamente que data de aproximadamente 
1650 a.C. onde encontramos 85 problemas 1650 a.C. onde encontramos 85 problemas 
matemáticos escritos num papiro que mede 5,5 matemáticos escritos num papiro que mede 5,5 
metros de comprimento por 0,32 metros de metros de comprimento por 0,32 metros de 
largura.largura.

Os Os pitagóricospitagóricos ficaram muito espantados quando não ficaram muito espantados quando não 
conseguiram escrever a razão entre o lado do polígono conseguiram escrever a razão entre o lado do polígono 
estrelado e o lado do pentágono regular inscrito na estrelado e o lado do pentágono regular inscrito na 
forma racional, o que era contrário a toda lógica que forma racional, o que era contrário a toda lógica que 
conheciam e defendiam na época.conheciam e defendiam na época.
Foi o primeiro número racional que se conheceu e que Foi o primeiro número racional que se conheceu e que 
se teve consciência de que era irracional.se teve consciência de que era irracional.
O nome “Número de Ouro” só surgiu 2000 anos depois.O nome “Número de Ouro” só surgiu 2000 anos depois.

Posteriormente os gregos consideraram que o Posteriormente os gregos consideraram que o 
retângulo cujos lados possuía esta relação retângulo cujos lados possuía esta relação 
apresentava uma especial harmonia estética e apresentava uma especial harmonia estética e 
lhe chamaram retângulo áureo ou retângulo de lhe chamaram retângulo áureo ou retângulo de 
ouro, considerando esta harmonia como uma ouro, considerando esta harmonia como uma 
virtude excepcional.virtude excepcional.

Foi um matemático grego que se tornou Foi um matemático grego que se tornou 
conhecido devido à sua teoria das conhecido devido à sua teoria das 
proporções e ao método da exaustão, proporções e ao método da exaustão, 
criou uma série de teoremas gerais de criou uma série de teoremas gerais de 
geometria e aplicou o método de análise geometria e aplicou o método de análise 
para estudar a secção que se acredita ser para estudar a secção que se acredita ser 
a secção de ouro.a secção de ouro.
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No Renascimento, Leonardo da Vinci No Renascimento, Leonardo da Vinci 
utilizou a razão áurea como garantia de utilizou a razão áurea como garantia de 
uma perfeição, beleza e harmonia únicas.uma perfeição, beleza e harmonia únicas.
Dois exemplos são: a tradicional Dois exemplos são: a tradicional 

representação do homem em forma de representação do homem em forma de 
estrela de cinco pontas e o célebre quadro estrela de cinco pontas e o célebre quadro 
da Mona Lisa que apresenta o retângulo da Mona Lisa que apresenta o retângulo 
áureo em múltiplos locais.áureo em múltiplos locais.

VejamosVejamos ondeonde aparecemaparecem::
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Em muitas plantas, o número de pétalas é um número de Em muitas plantas, o número de pétalas é um número de FibonacciFibonacci::

3 pétalas 3 pétalas –– lírios e íris;lírios e íris;
5 pétalas 5 pétalas –– columbinas, rainúnclos amarelos e esporas;columbinas, rainúnclos amarelos e esporas;
8 pétalas 8 pétalas –– delfíneosdelfíneos;;

13 pétalas 13 pétalas –– crisântemos, cinerária e crisântemos, cinerária e tasnatasna;;
21 pétalas 21 pétalas –– asteráceasasteráceas;;
34 pétalas 34 pétalas –– bananabanana--nana--terraterra e malmequer.e malmequer.

1

8

5

3

2
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Arte e arquitetura

No quadro Monalisa
(1505) observa-se a 
proporção áurea em 

várias situações



8

A anunciação (1472)

Ao decompor a figura num quadrado e num 
retângulo, o último tem as proporções 

áureas.

O retângulo que contém a fachada do Parthenon é 
um retângulo áureo, cuja razão entre o lado maior e o 

menor resulta no número Phi.

A molécula do DNA, o programa de toda a vida, é 
baseado no segmento áureo. Ele mede 34 Å

(ângstrons) de comprimento por 21 Å de largura para
cada ciclo completo de sua espiral dupla.

Esta forma do DNA tem 
tem dois sulcos em sua
espiral, cuja razão entre
o maior e o menor é phi, 
ou mais precisamente, 

de 21 ângstrons para 13 
ângstrons �

Uma secção transversal da dupla hélice do DNA vista 
de cima forma um decágono.

A razão entre a diagonal do pentágono e seu lado é 
Phi. Então, não importa de que modo você olha, 

mesmo o menor elemento da vida, o DNA, é 
construído usando phi e o segmento áureo!
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Algumas relações interessantes para o número PhAlgumas relações interessantes para o número Phi e i e outrasoutras formasformas de de 
determinardeterminar Phi:Phi:

•• PhiPhi2 2 = Phi + 1= Phi + 1

•• 1 / Phi = Phi 1 / Phi = Phi ––11

•• ((5 ^ 5 ^ 0,0,55)) * * 0,0,5 + 5 + 0,0,5 = Phi5 = Phi

•• ffnn = = PhiPhinn / 5/ 5½½ ((nn--ésimoésimo termotermo dada sequênciasequência de Fibonacci)de Fibonacci)

•• ffnn == [[PhiPhinn --((--Phi)Phi)--nn] / (2Phi] / (2Phi--1)1) ((FórmulaFórmula maismais exataexata do do nn--ésimoésimo termotermo))

•• phi=2*phi=2*coscos ((ππ / 5) / 5) ouou

••

••

)5/sen(*23 πφ =−

)5,0(senh 1−

= eφ

...11111 +++++=φ

O O primeiroprimeiro quadradoquadrado perfeitoperfeito dada sequênciasequência é 144, é 144, queque é é 
o 12º o 12º númeronúmero dada sequênciasequência e a e a raizraiz de 144 é 12!de 144 é 12!

VejaVeja::

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144144

1  2  3  4  5  6   7    8    9   10  11   1  2  3  4  5  6   7    8    9   10  11   1212

A A sequênciasequência de Fibonacci de Fibonacci podepode ser ser encontradaencontrada no no triângulotriângulo de Pascal!de Pascal!

O O triângulotriângulo de Pascal, de Pascal, desenvolvidodesenvolvido pelopelo matemáticomatemático francêsfrancês BlaiseBlaise Pascal, é Pascal, é 
formadoformado começandocomeçando porpor um um äpex”deäpex”de 1. 1. TodoTodo númeronúmero abaixoabaixo no no triângulotriângulo é a é a 
soma dos soma dos doisdois númerosnúmeros diagonalmentediagonalmente acimaacima à à esquerdaesquerda e à e à direitadireita, com as , com as 
posiçõesposições for a do for a do triângulotriângulo sendosendo contadascontadas comocomo zero.zero.

Os Os númerosnúmeros das das diagonaisdiagonais somadossomados nosnos dãodão a a sequênciasequência de Fibonacci. de Fibonacci. VejaVeja::

Phi tem uma relação aditiva original:Phi tem uma relação aditiva original:

PhiPhi 22 = Phi + 1= Phi + 1 �������� PhiPhi 22 = Phi= Phi 11 + Phi+ Phi 00

E isto leva ao fato de que para todo n (Prove!):E isto leva ao fato de que para todo n (Prove!):

PhiPhi n+2n+2 = Phi= Phi n+1n+1 + Phi+ Phi nn

Assim, a soma de cada duas potências sucessivas Assim, a soma de cada duas potências sucessivas 
de phi é igual a próxima! (Ver quadro ao lado)de phi é igual a próxima! (Ver quadro ao lado)

nn Phi Phi nn

00 1.0000001.000000

11 1.6180341.618034

22 2.6180342.618034

33 4.2360684.236068

44 6.8541026.854102

55 11.09017011.090170

66 17.94427217.944272

Potências de Phi e seu inversoPotências de Phi e seu inverso
Elevando Phi a uma potência e somando ou subtraindo seu inverElevando Phi a uma potência e somando ou subtraindo seu inverso:so:

Para n inteiro par:Para n inteiro par:

PhiPhi nn ++ 1 / Phi1 / Phi nn = um número inteiro= um número inteiro
Exemplos:Exemplos:

nn PhiPhinn 1/Phi1/Phi nn PhiPhi nn + 1/Phi+ 1/Phi nn

00 1.0000000001.000000000 1.0000000001.000000000 22

22 2.6180339892.618033989 0.3819660110.381966011 33

44 6.8541019666.854101966 0.1458980340.145898034 77

66 17.94427191017.944271910 0.0557280900.055728090 1818

88 46.97871376446.978713764 0.0212862360.021286236 4747

1010 122.991869381122.991869381 0.0081306190.008130619 123123
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Para n inteiro ímpar:Para n inteiro ímpar:

PhiPhi nn -- 1 / Phi1 / Phi nn = um número inteiro= um número inteiro
Exemplos:Exemplos:

nn PhiPhi nn 1/ Phi1/ Phi nn PhiPhi nn -- 1/Phi1/Phi nn

11 1.6180339891.618033989 0.6180339890.618033989 11

33 4.2360679774.236067977 0.2360679770.236067977 44

55 11.09016994411.090169944 0.0901699440.090169944 1111

77 29.03444185429.034441854 0.0344418540.034441854 2929

99 76.01315561776.013155617 0.0131556170.013155617 7676

1111 199.005024999199.005024999 0.0050249990.005024999 199199

Os nOs núúmeros inteiros assim gerados têm uma relameros inteiros assim gerados têm uma relaçção entre si, criando uma são entre si, criando uma séérie rie 
aditiva, cuja estrutura aditiva, cuja estrutura éé similar similar àà sséérie de rie de FibonacciFibonacci, e que tamb, e que tambéém converge para m converge para 
Phi: Phi: 

Expoente nExpoente n 00 11 22 33 44 55 66 77 88 99 1010 1111

ResultadoResultado 22 11 33 44 77 1111 1818 2929 4747 7676 123123 199199

As escalas musicais são baseadas em números de As escalas musicais são baseadas em números de 
FibonacciFibonacci
HáHá 13 notas 13 notas emem cadacada oitavaoitava no piano.no piano.
UmaUma escalaescala compreendecompreende 8 notas, das 8 notas, das 

quais a 1ª, a 3ª e a 5ª são a base dos quais a 1ª, a 3ª e a 5ª são a base dos 
acordes.acordes.

No caso do piano, são 8 teclas brancas e No caso do piano, são 8 teclas brancas e 
5 pretas separadas em grupos de 3 e de 2.5 pretas separadas em grupos de 3 e de 2.

EscalaEscala maiormaior de de DóDó::

Embora talvez não imediatamente óbvio, phi e o segmento áureoEmbora talvez não imediatamente óbvio, phi e o segmento áureo
também aparecem na Bíblia.também aparecem na Bíblia.

A Arca de Noé e o Retângulo ÁureoA Arca de Noé e o Retângulo Áureo

Em Gênesis 6:15, Deus ordena a Em Gênesis 6:15, Deus ordena a 
NoNoéé que construa a arca:que construa a arca:

““Deste modo a farDeste modo a faráás: de trezentos s: de trezentos 
côvados sercôvados seráá o comprimento; de o comprimento; de 
cinqcinqüüenta, a largura; e a altura, de enta, a largura; e a altura, de 
trinta.trinta.””

Assim, as extremidades da arca, de 50 por 30 côvados, estão naAssim, as extremidades da arca, de 50 por 30 côvados, estão na
proporproporçção de 5 para 3, ou 1,666ão de 5 para 3, ou 1,666……, que , que éé uma boa aproximauma boa aproximaçção de phi (a ão de phi (a 
diferendiferençça não a não éé visvisíível a olho nu).vel a olho nu).

Nota:Nota: Um côvado era uma medida linear de cerca de 45 cm.Um côvado era uma medida linear de cerca de 45 cm.

A razão entre 2.5 e 1.5 é 1.666..., que é tão próximo de (1.61A razão entre 2.5 e 1.5 é 1.666..., que é tão próximo de (1.618 ...) que a 8 ...) que a 
diferença não é visível a olho nu. diferença não é visível a olho nu. 

A Arca da Aliança é assim construída usando o Segmento Áureo ,A Arca da Aliança é assim construída usando o Segmento Áureo , ou a Divina ou a Divina 
Proporção. Esta é a mesma razão entre 5 e 3, números da série deProporção. Esta é a mesma razão entre 5 e 3, números da série de FibonacciFibonacci..

ObservaObservaçção: A arca de Noão: A arca de Noéé foi construfoi construíída na mesma proporda na mesma proporçção de dez arcas ão de dez arcas 
da alianda aliançça colocadas lado a lado.a colocadas lado a lado.

A arca da Aliança é um Retângulo ÁureoA arca da Aliança é um Retângulo Áureo

Em Êxodo 25:10, Deus manda MoisEm Êxodo 25:10, Deus manda Moiséés s 
construir a Arca da Alianconstruir a Arca da Aliançça, para nela guardar a, para nela guardar 
as Tas Táábuas da Alianbuas da Aliançça com os israelitas, os a com os israelitas, os 
Dez Mandamentos, dizendo:Dez Mandamentos, dizendo:

““TambTambéém farão uma arca de madeira de m farão uma arca de madeira de 
acacáácia; de dois côvados e meio sercia; de dois côvados e meio seráá o seu o seu 
comprimento, de um côvado e meio, acomprimento, de um côvado e meio, a
largura, e de um côvado e meio, a altura.largura, e de um côvado e meio, a altura.””

Apocalipse 13:18 diz:Apocalipse 13:18 diz:

““Aqui estAqui estáá a sabedoria. Aquele que tem entendimento calcule o na sabedoria. Aquele que tem entendimento calcule o núúmero mero 
da besta, pois da besta, pois éé nnúúmero de homem. Ora, esse nmero de homem. Ora, esse núúmero mero éé seiscentos e seiscentos e 
sessenta e seis.sessenta e seis.””

Considerado por alguns como o AntiConsiderado por alguns como o Anti--Cristo descrito por João, esta besta Cristo descrito por João, esta besta 
éé relacionado ao nrelacionado ao núúmero 666, um dos maiores mistmero 666, um dos maiores mistéérios da Brios da Bííblia.blia.

Curiosamente, temos:Curiosamente, temos:

sen666º = sen666º = -- 0,809016990,80901699, , 

que é metade de que é metade de –– (phi), ou talvez o que (phi), ou talvez o que 

alguém poderia chamar de “antialguém poderia chamar de “anti--phi”.phi”.

Phi e o número 666Phi e o número 666

sen54º = (phi)/2 sen54º = (phi)/2 -------------------------- BEMBEM

x        ?x        ?

sen666º = sen666º = -- (phi)/2  (phi)/2  ------------------ MALMAL

360 / 54 = 6,66...360 / 54 = 6,66...

36º e 54º são complementares:36º e 54º são complementares:

36 / 54 = 0,666...36 / 54 = 0,666...

Mistério sobrenatural ou coincidência matemática?Mistério sobrenatural ou coincidência matemática?

Phi aparece em toda a natureza, e Phi aparece em toda a natureza, e 
em cada proporção física do corpo em cada proporção física do corpo 

humano.humano.

Num certo sentido é o número da Num certo sentido é o número da 
humanidade, como a misteriosa humanidade, como a misteriosa 
passagem do Apocalipse talvez passagem do Apocalipse talvez 

revela.revela.
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