MAT 112 - VETORES E GEOMETRIA - IF/IME
1° SEMESTRE 2015

LISTA 3

Suponha fixado um sistema de coordenadas ortogonal cuja base é positiva.

10.

. Sejam A =(1,1,1), B=(0,0,1)er: X =(1,0,0) + A(1, 1, 1). Determine os pontos de r equidistantes

deAeB.

Estude a posicdo relativa das retas r e s.

@ r: 2l =2==2les:X=(0,00)+11,2,0)

(b) r: X 8, 1,9+ 22,-1,3)es: X =3,-4,4) + A1,-2,2)

1 _y=5 _ z+2 N el |
©r:="=Fesix=-y=5

@ r:x+3=22=zles:X=(0,2,2)+(1,1,-1).

No exercicio acima, obtenha, quando for o caso, o ponto de interse¢do das retas r e s.

. Determine m para que as retas r : X = (1,0,2) + 4(2,1,3) e X = (0,1,-1) + A(1,m,2m) sejam

coplanares, e nesse caso estude sua posicdo relativa.

. Em cada item, ache o cos 6, onde 6 é a medida do dngulo entre as retas r e s:

@ r:X=(2,0,1)+A-23Des: X =(7,1,3)+14,2,3).
®) r:il-x=22=2741es:X=(-2,1,-1)+A(-1,6,3).

x=3+4 x=-2+4
©)r:qy=2-21 es:qy=3+4 .
2= V21 z=-5V2+2
Verifique se as retas r ¢ s sdo ortogonais e, em caso afirmativo, verifique se também sdo perpendicula-
res.
(@ r:x+3=y=3%, s:%=ﬁ=—z.
b) r:5 =22 =2 5:X=(1,3,0)+0,-7,5).

) r:X=(00,1,00+43,1,4), s:X=(-1,1,0)+4(1,0,1).

Obtenha uma equacgdo vetorial da reta s que contém P e € perpendicular a r, nos casos:
(a) P=(2,6,1),r: X =(-3,0,0) + A(1, 1, 3).

(b) P=(1,0,1), rcontém A = (0,0,—1) e B = (1,0,0).

Obtenha equagdes da reta perpendicular comum as retas r e s.
(ar:X=2,0,-1)+a(1,1,1), s:x+y-2=z=0.

®rix=y—-1=z+3, s:2x—-y=y+z=2x—-z+1.
Ache a reta que passa pelo ponto (1,-2,3) e que forma angulos de 45° e 60° respectivamente com o
eixo Ox e Oy.

Calcule a distincia entre as retas r e s:

@r:X=0,1,)+A21,2,3)es: X=(0,2,3) + A(—1,-2,-3).

®) r:X=01,0,1)+12(1,1,3)es: X =(1,0,1) + A(—-1,-2,-3).
©r:X=@G3B,0,)+a3,1,3)es: X=(1,0,1) + A(-1,-2,-3).
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Verifique se m; = m, (e explique porque) nos seguintes casos:

@ m: X=0,1,)+22,3,-D)+u-1,1,Den: X=(1,6,2) + A(-1,1,1) + u(2,3,-2);

®) 711 : X=(0,0,0)+4(1,1,0) + u(0,1,0) e mp : X =(1,1,0) + 2(1,2, 1) + (0, -1, 1);

@ m:X=2,1,3)+2(1,1,-1) + u(1,0, D emp : X =(0,1,1) + A(1,3,-5) + u(1, 1, 3);

D m:x-3y+2z+1=0em:2x—-6y+4z+4=0;

() m:x—5+2z-1=0em:-2x+y-4z+2=0.
Escreva uma equacio vetorial e equagdes paramétricas para o plano & descritos abaixo:

(a) mcontém A = (1,2,0) e 4 paralelo aos vetores i = (1,1,0) e V= (2,3, -1);

(b) mcontém A = (1,1,0) e B = (1,—1,—1) e é paralelo ao vetor vV = (2, 1,0);

(c) mcontém A = (1,0,1) e B = (0,1, 1) e é paralelo a segmento de extremidades C = (1,2,1) e

D =(0,1,0);

(d) mconttm A = (1,0,1)e B=(2,1,-1)e C =(1,-1,0).

Obtenha equacdes paramétrica do plano que contém o ponto A = (1, 1,2) e é paralelo ao plano 7 : X =
(1,0,0) + A(1,2,-1) + u(2, 1, 0).

Obtenha uma equacéo geral do plano 7 nos seguintes casos:

(a) mcontém A = (1,1,0) e B=(1,—-1,—1) e é paralelo ao vetor vV = (2, 1, 0);

(b) mcontétm A = (1,0,1)e B=(2,1,-1)e C = (1,-1,0);

(¢c) rcontém P =(1,-1,)er: X =(0,2,2) + A(1,1,-1).

Verifique se o vetor i é paralelo ao plano « : 4x — 6y + z — 3 = 0 quando:

(@ u=(-1,-2,3); (b) u=(3,2,0); (c) u=(-3,2,24).

Dadas equacdes paramétricas do plano 7, obtenha uma equacio geral de 7 nos seguintes casos:
x=14+1-u x=1+4 x=A4-3u
@ m:8 y=22+u b) m:4 y=2 () n:{ y=A1+2u
2=3—-u 72=3-A+u 7=31—-pu

Dada uma equagdo geral, obtenha equacdes paramétricas do plano 7:
(@ 4x+2y—z+5=0; (b) 5x—-y—-1=0; (¢) y—-z—-2=0.

Mostre que o ponto P = (4,1,—1) ndo pertence aretar : X = (2,4,1) + A(1,-1,2) e obtenha uma
equagdo geral do plano determinado por r e P.

Obtenha uma equacdo vetorial para a reta r.
x—y—-3z+4=0

(a) r:
x+2y-3z-5=0
+3y—z=2
) r x+3y—-2
x=3y+z=4

Estude a posicdo relativa das retas r e s.
+z=3
(a)r:X:(1,—1,1)+/l(—2,1,—1)es:{y ‘
xX+y—-z=6
—y—z=2 2x—3y+z=5
(b) r: rTrT es: rToyTL
x+y—-2z=0 x+y-2z=0
2x-y+7=0

Loxt3 _ oyl .
) r: ¥ =t-=zes:
2 4 x+y—6z=-2



x+y—-3z+1
2x—-y—-2z=0
21. No exercicio acima, obtenha, quando for o caso, o ponto de intersecdo das retas r e s.

(d) r:%l:yz—zes:

22. Nos exercicios 2 e 20 acima, obtenha, quando for o caso, uma equacdo geral do plano determinado
pelas retas r e s.
23. Em cada item, ache o cos 6 onde 6 é a medida do angulo entre as retas r e s:

3x-2y+16=0
5 1
:(=5,2,00+ 1G5, 1,1 : ;
@ r:(-5,2,00+43, L, Des {3x—z:O
x+2 x+1
5=3- B2 =z+3
b)) r:{ 3 es:l 27 TF :
=0 y:O
_ 3x+y—-5z=0
(c)r:leTyzges: rrymaz )
2x+3y—-8z=1

24. Calcule m em cada caso, usando a informacao dada sobre as retas

x—my+1=0 y x+y—-2z=0
re , Six=—=z e t:
y—z—-1=0 m y+z+1=0

(a) re ssdo paralelas;
(b) r, s etsido paralelas a um mesmo plano;
(c) retsio concorrentes;
(d) setsao coplanares;
(e) re ssdoreversas.
25. Estude a posigao relativa de r e 7 e, quando forem transversais, obtenha o ponto de intersecio P.
@ r:X=,1,0+20,1,)en:x—-y—2z=2;
(b) r: 5 =y=zen:X=(3,0,1)+(1,0,1) +u(2,2,0);

x-y+z=0 1 -1
: X =00,5,0+A1,5,0)+ 10,1, 1);
©r {2x+y_z_1:0 en: X =(0,4,0)+A(1,3,0) + (0, 1,1)
(d)r:{x_;: 0 em:x+y=2;
x—2y=
e r:X=0,000+A1,4,D)en: X=(1,-1,1) + 20, 1,2) + u(1, -1, 0);
(f)r:%z:y— :%enﬁx—@)—z:o.

26. Sejam r: X = (n,2,0) + A(2,m,n) e m : nx — 3y + z = 1. Obtenha condicOes sobre m e n para que:
(a) re msejam paralelos;
(b) r e m sejam transversais;
(c) resteja contida em 7.
27. Ache um vetor diretor de uma reta paralela ao plano 7 : x + y + z = 0 e que forma um angulo de 45°
comoplanom, : x—y =0.
28. Calcule m para que r seja paralelaaronder: X =(1,1,1)+ A2,m,1)en : X = (0,0,0) + A(1,2,0) +
u(1,0,1).
29. A retat é paralela a Oxz, estd contidaem 7 : x + 2y — z = 2, e € concorrente com areta s : X(2,1,1) +
A(1,2,0). Obtenha uma equagdo vetorial de ¢.
30. Nos itens do exercicios 2 ¢ 20 em que r e s sdo reversas, obtenha uma equacgao geral do plano que

contém r e ¢ paralelo a s.
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Estude a posicao relativa dos planos my e m;:

(@ m: X=0,1,D)+A20,1,1) + u(-1,2, ) em : X =(1,0,0) + A(1,-1,0) + u(-1, -1, -2);
®)m:X=4,2,9+21,1,2) +u@3,3,1)eny : X =(3,0,0) + 2(1,1,0) + (0, 1, 4);

) m :2x—y+2z—1=0em:4x—-2y—-4z=0;
dm:ix—-y+2z-2=0em:X=(0,0,1)+4(1,0,3) + u(-1,1, 1);

x=—-A+2u x=1+md+u
Mostre que os planos 7 : { y =mAd em 1S y=2+4 sdo transversais, qualquer que
z=A+pu z=3+mu

seja o nimero real m.
Estude a posicdo relativa dos planos 7y : 2x+y+3z+1=0em : X = (1,1, )+ A(1,1,0)+u(2, -1, m).
Obtenha uma equagdo geral do plano 7y, que contém r : X = (1,0, 1) + A(0, 3, 1) e é perpendicular a
m : x+y—2z—2 =0, e obtenha uma equacdo vetorial de 71 N .
Dé uma equacio vetorial da reta paralela ao plano 7, perpendicular a reta AB, e que intercepta a reta s,
sendor:2x—-y+3z-1=0,A=(,0,1),B=(0,1,2),s: X =(4,5,0) + 23,6, 1).
Verifique se r e 7 sdo perpendiculares:

(@r:X=@G31,4)+a-1,0,1), m:X=(,1,1)+40,2,0) + u(1,1,1).

b)) r:X=(,1,00+13,-3,1), m:6x—-6y+2z-1=0.

x+y+z=1
(c) r: n:x—y+z=1.
2x+y-2z=0 Y

x—y—z=0

(d) r: m:2x—-2y+4z=1.
{x +y=0

Obtenha uma equagao vetorial da reta que contém o ponto P e é perpendicular ao plano .

() P=(1,-1,0),n: X=(,-1,1) + A(1,0,1) + (1,1, 1).

b)) P=(1,2,3),7:2x+y—z=2.

Obtenha uma equacdo geral do plano 7 que contém o ponto P e € perpendicular a reta r.

(a P=(,1,-1),r: X =(0,0,0) + A(1, -1, 1).

(b) P=(0,0,0), rcontém A = (1,—-1,1)e B=(—1,1,-1).

x=2y+z=0
() P=(1,1,-1),r:
2x=3y+z-1=0

Obtenha o simétrico do ponto P em relac@o ao plano m, nos casos:

(@ P=(1,4,2),1:x-y+2z-2=0;

b P=(1,1,1),7r:4y—-2z+3=0.
Verifique se m; e mp sdo perpendiculares

() m : X =(1,-3,4)+ 2(1,0,3) + (0, 1, 3),

m X =1(0,0,0) + A(1,1,6) + u(1,-1,0).

b) m: X=431+41,0,1)+u@3,1,0), 7 : y—3z=0.

) m:x+y-z-2=0,m:4x-2y+2z=0

Estude a posic¢do relativa dos planos 7ty : 2x+y+3z+1=0em : X =(1,1,1)+42(1,1,0)+ u2, -1,m)
e verifique se existe algum valor de m para o qual 7| e m, sejam perpendiculares.

Obtenha uma equacdo geral do plano que contém o ponto (2, 1,0) e é perpendicular aos planos n; :
x+2y—-3z+4=0em:8x—-4y+16z—1=0.

Obtenha uma equacio geral do plano que contém areta r : X = (1,0,2) + A(4,1,0) e é perpendicular
am:3x+y+z=0.
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A diagonal BC de um quadrado ABCD esta contidanaretar : X = (1,0,0) + A(0, 1, 1). Conhecendo
A = (1,1,0), determine os outros trés vértices.

Ache a medida em radianos do angulo entre a reta r e o plano & nos seguintes casos:

(a) r: o emiz=0;
y=z
®r:X=0,0,)+A-1,1,0)en:3x+4y =0;
+y=2
(c) r: Ty en: \/§x+y+2z—1020.
x=1+2z
Ache a medida em radianos do angulo entre os planos 71| e 77 nos seguintes casos:
(@ m:2x+y-z—-1=0em:x—y+3z-10=0;
®) 71 : X=(1,0,0)+2(1,0,1) + u(-1,0,0)emp : x+y+2z=0.

x=-1+54
Ache a reta t que intercepta as retas r : )“3;1 = ’%1 = —-%es:qy=1+32 e forma angulos
z=41
congruentes com 0s eixos coordenados.
3z—-x=1 .
Obtenha uma equagdo geral do plano que contém a reta r : { 121 e forma um angulo cuja
y —_ =
medida é de 6 = arccos %1370 comaretas: X =(1,1,00+ A(3,1,1).

Calcule a distancia do ponto P a reta r:
(@ P=(0,-1,00er:x=2y-3=2z—-1;
(b) P=(-2,0,)er: X=(1,-2,00+ 43,2, 1).

Obtenha os pontos da interseccdo dos planos 7y : x +y =2 e m : x =y + z que distam \/g da reta

s:x=y=z+1.

Obtenha os pontos da reta r que equidistam das retas s € :
@r:x-1=2y=z,s:x=y=0et:x-2=2=0;
b)r:x=y=25:X=(1,0,00+A(1,1,0)ezr: X =(0,0,1) + 2(1,0,-1).

Obtenha uma equagdo vetorial da reta r que dista 1 do ponto P = (1,2, 1), é concorrente com s : X =

(-1,1,1) + 20,-1,2) e paralelaat: 2x —z—1 =y = 2.

Calcule a distancia do ponto P ao plano x:

(a) P=(0,0,-6)emr:x—-2y—2z—-6=0;
(b) P=09,2,-2)en: X =(0,-5,0) + A0, 15—2, 1) + u(1,0,0).

Calcule a distancia do ponto de interseccdode r : X = (1,3,4)+A(1,2,3)e s : X = (1,1,0)+4(-1,0,1)

ao plano determinado por 7 : X = (0,1,0) + 4(0,6,1)e h: x =y — 6z + 8 = 2x — 3.

Obtenha os pontos dareta r: x =2 —y = y + z que distam V6 do plano 7 : x — 2y —z = 1.

Determine os pontos dareta r : x — 1 = 2y = z que equidistam dos planos 7r; : 2x =3y —4z-3=0e¢

m i 4x—-3y-2z+3=0.

Obtenha uma equagio geral do plano 7 que contém r : X = (1,0,1) + A(1,1,-1) e dista V2 de

P=(1,1,-1).

Obtenha uma equacdo geral do plano que dista 1 de O = (0,0, 0) e contém a reta perpendicular comum

asretasr: X =(2,1,2)+ A(1, 1, 1) es: X =(-1,0,1) + u(1, 1, 2).
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Calcule a distiancia entre as retas r € s, onde:
@r:X=2,1,00+a(1,-1,H)es:x+y+z=2x-y—-1=0;

(b) r: =2 =S es: X=(21,-52)+A6,-4,-1);

) r:y=3z-2=3x+1les:3x-22+3=0=y—-2z-2.

Determine a reta » que contém o ponto A, € paralela ao plano 7 e dista d da reta s, onde

@ A=0,3,-),n:x+z=2,s:x—z=y+2=z-x+4ed=3;
®A=(1,2,0),mr:x+y+z=1,5:X=(0,3,2)+ A(1,1,0)ed = 2.

Dadas as retas r : X = (0,0,1) + 2(1,1,0)e s : X = (2,0,1) + 4(0,0,1) e os pontos P = (1,0,1) e
0 = (2,1,1), obtenha uma equagao vetorial da reta que contém P, é concorrente com r e equidistante
de Qes.

Calcule a distancia entre os planos 7y e m:

(@) m :2x—y+2z+9=0em:4x—-2y+4z—-21=0;

(b) mi:x+y+z=3em:X=(2,1,2)+A(-1,0,3) + (1, 1,0).

O plano 7 € determinado pelasretas r : x+z=5=y+4es: X =(4,1,1) + A(4,2,-3). Obtenha
equagdes gerais dos planos que distam 2 de .

Dentre os planos que distam 2 de 7 : x — y + z = 0, qual € o mais préoximo de P = (2,1, 1)?



