MAT 330 - TEORIA DOS CONJUNTOS
1° SEMESTRE 2014
BACHARELADO - IME

LISTA 2

1. Prove que (a,b) € p(p({a,b,})) e a,b € |J(a,b). Mais geralmente, se a € A e b € A, entao

b)

(a,b) € p(p(A)).

2. Prove que (a,b), (a,b,c) e (a,b, c,d) existem, para quaisquer a, b, ¢ e d.
3. Prove que se (a,b) = (b,a) entdo a = b.

4. Prove que (a,b,c) = (a/,V/,c) implica a = da/, b =V e c = (.

Enuncie e prove uma
propriedade analoga para quadruplas.

5. Encontre a, b e ¢ tais que ((a,b),c) # (a, (b,¢)). Claramente poderiamos usar o segundo
conjunto para definir triplas ordenadas com igual sucesso.

6. Seja R uma relacao bindria e seja A = |J(|JR). Prove que (z,y) € R implica x € A e
y € A. Conclua que domR e imR existem.

7. (a) Mostre que R~ e SoR existem. [Dica: R™' C (imRx (domR), SoR C (domR x (imS).]
(b) Mostre que A x B x C' existe.

8. Sejam R uma relagao binaria e A e B conjuntos. Prove:
(a) R[AU B| = R[A]U R|B].
(b) R[AN B] C R[A] N R[B].

(¢) R[A — B] 2 R[A] — R[B].

(d) Mostre com um exemplo que C e D nas partes (b) e (¢) ndo podem ser substituidos

R
R

por =.
(e) Prove os itens (a)—(d) com R™! ao invés de R.
(f) R7'[R[A]] 2 AndomR e R[R™![B]] 2 B NimR; dé exemplos onde a igualdade nao
vale.
9. Seja R C X xY. Prove:
(a) R[X]=1imR e R7'[Y] = domR.

)
)

(d) (R =R
)
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Sejam X = {0, {0}}, Y = P(X). Descreva: 2
(a) €y
(b) Id,

Determine o dominio, imagem e corpo de ambas relagoes.

Prove que, para quaisquer trés relacoes binarias R, S e T’

To(SoR)=(ToS)oR

(A operagao o é associativa.)

Dé exemplos de conjuntos X, Y e Z tais que

(a) X xY #Y x X.

(b) X x (Y xZ)# (X xY)x Z.

() X3#4 X x X% [ie, (X xX)x X # X x (X x X)].
[Dica para o item (¢): X = {a}.]

Prove:

(a) Ax B =10 se, e somente se, A =0 ou B =1{.

(b) (AjUAy) x B=(A; x B)U(Ay X B); A X (B X By) = (A x By) U (A x By).

(¢) O mesmo que o item (b), substituindo U por N, — e A.

Prove: se imf C domg, entdao dom(g o f) = domf.

Considere as fungoes f;, i = 1,2, 3 definidas por:
f1={(2x — 1|z é real ),

f2= <\/§’l‘ > O>7
fs = (1/x|x é real, z # 0).
Descreva cada uma das seguintes fungoes e determine seus dominios e imagens: fs o fi,

Jio fo, f30 f1, fio [s.

Prove que as fungoes fi, fo, f3 do exercicio anterior sao injetoras e encontre suas fungoes

inversas. Em cada caso, verifique que domf; = im ("), imf, = dom(f ).

Prove:

(a) Se f é inversivel, f~' o f = Idgoms, f o f1 = Idjms.

(b) Seja f uma fungao. Se existe uma fungao g tal que g o f = Idgoms entao f é inversivel
e f7! = ¢g | imf. Se existe uma funcao h tal que f o h = Idyys, entao f pode nao ser
inversivel.

Prove que se f e g sao fungoes injetoras, g o f é também injetora e (go f)™' = f~tog L



19. Prove:

(a) Se f é uma funcio, f~1[AN B] = f~[A] N fYB].
(b) Se f é uma funcao, f~'A\ Bl = f'[A]\ f![B].
20. Dé exemplo de uma funcao f e um conjunto A tais que f N A2 # f | A.

21. Mostre que todo sistema de conjuntos pode ser indexado por uma fungao. [Dica: Tome
I = A e ponha S; =i para todo i € A.]
22. (a) Mostre que o conjunto B4 = {f|f é fungao, domf = A, imf C B} existe. [Dica:

B4 C (A x B)]

(b) Seja (S;i € I) uma sistema indexado de conjuntos; mostre que [, ., S; existe. [Dica:

[Tics Si € (I x Uies Si)-]

23. Mostre que unioes e interseccoes satisfazem a seguinte forma geral da lei associativa:

U 5~

acJ S

N 7=

acJ s

U F.

ceS acC

N () F).

CeS acC

se S é um sistema nao vazio de conjuntos nao vazios.

24. Outras propriedades de unides e intersecgoes podem ser generalizadas similarmente.

Leis de De Morgan:

Leis distributivas:

B\|JF = B\F).

a€A

a€A

B\ () F.=J(B\ F),

acA

acA

UrnUa= U FENG,

acA

beB

(a,b)eAxB

(M FIU()G) = [] (FuGy),

acA

25. Seja f uma fungao. Entao

beB

FIU Fa)

acA

U F

acA

FI() Fal

acA

(a,b)eAxB

= | 17,

a€A

= J 1R,

acA

< () fIF),

a€A



26.

27.

28.

29.

30.

_ _ 4
f 1[ﬂFa] = ﬂ f 1[Fa]~
acA acA
Se f é injetora, entao C na terceira formula pode ser substituido por =.

Prove a seguinte forma da lei distributiva:

N F) = U () Farw):

a€A beB feBA acA

assumindo que Fy;, N F,p, = () para todo a € A e by, by € B, by # bs.

[Dica: Seja L o conjunto da esquerda e R o conjunto da direita. Fj @) C UbeB Fop;
portanto (V,c4 Fuf@) € Ny € AlUpep Fap) = L, e assim R C L. Para provar que L C R,
tome xz € L. Ponha (a,b) € f se, e somente se, z € F,; e prove que f é uma fungao de A
em B tal que « € (,c4 Fuf); logo z € R.]

Para cada uma das seguintes relagoes, determine quais sao reflexivas, simétricas ou transi-
tivas.

(a) O inteiro x é maior que o inteiro y.

f) ) em um conjunto nao vazio A.
Seja f uma funcao de A em B sobrejetora. Defina uma relagao E em A por: aFEbD se, e
somente se, f(a) = f(b).
(a) Mostre que E é uma relagao de equivaléncia em A.
(b) Defina uma fungao ¢ em A/E como ¢([a|g) = f(a) (verifique que ¢([ag]) = ¢([a’]) se
lag] = [a])-
(c) Seja j a fungao de A em A/FE dada por j(a) = [ag]. Mostre que p o j = f.
Seja R uma ordenacao de A. Mostre que R~! é também uma ordenacao de A e, para
B C A,
(a) a é o menor elemento de B em R™! se, e somente se, a é o maior elemento de B em R.
(b) analogamente para minimal e maximal ou supremo e infimo.
Dé exemplos de um conjunto ordenado (A, <) e um subconjunto B de A tais que
(a) B nao tem maior elemento.
(b) B nao tem menor elemento.
(¢) B nao tem maior elemento, mas B tem um supremo.
)

(d) B nao tem supremo.



31.

32.

33.

Seja R uma relacio reflexiva e transitiva em A (R é chamada de pré ordem em A). Defind
E em A por

aFEb se, e somente se, aRb e bRa.

Mostre que E é uma relacao de equivaléncia em A. Defina a relagdo R/E em A/E como
l[a|pR/E[b|g se, e somente se, aRb.

Mostre que a defini¢ao ndo depende da escolha dos representantes para [a]g e [b]g. Prove
que R/E ¢ uma ordem em A/FE.

Seja A = p(X), X # ). Prove:

(a) Qualquer S C A tem supremo na ordem C4; sup S =JS.

(b) Qualquer S C A tem infimo em Cy; inf S =[S, se S # 0; inf ) = X.

Seja Fn(X,Y) o conjunto de todas as fungoes definidas num subconjunto de X em Y [i.e.,
Fn(X,Y) = Uycx Y?]. Defina uma relagao < em Fn(X,Y) por

f < g se, e somente se, f C g.

(a) Prove que < é uma ordem em Fn(X,Y).
(b) Seja I C Fn(X,Y). Mostre que sup F' existe se, e somente se, F' é um sistema com-

pativel de fungoes; entao sup F' = |J F.



