MAT-331: ELEMENTOS DE TEORIA DOS CONJUNTOS

Lista 3

1 Pares Ordenados

Exercicio 1. Prove que (a,b) € p(9({a,b})) e a,b € |J(a,b). De forma geral, se a € A
eb e A, entdo (a,b) € p(p(A)).

Exercicio 2. Prove que (a,b), (a,b,c) e (a,b,c,d) existem para todos a, b, c e d.
Exercicio 3. Mostre que se (a,b) = (b, a), entdo a = b.

Exercicio 4. Prove que (a,b,c) = (a’,b’,c’) implica a=a’, b=b’ e c =c’. Afirmee

prove uma propriedade andloga para quadruplas.

Exercicio 5. Encontre a, b e ¢ tais que ((a,b),c) # (a, (b, c)).

2 Relacoes

Exercicio 6. Seja R uma relagdo bindria.  Mostre que dom(R) C (J(UR) e
im(R) € J(UR). Conclua a partir disto que dom(R) e im(R) existem.

Exercicio 7. (a) Dadas R e S relagdes binarias, mostre que R! e S o R existem.
Sugestdo: Note que R™! C (im(R)) x (dom(R)) e So R C (dom(R)) x (im(S)).

(b) Para A, B e C conjuntos, mostre que A x B x C existe.

Exercicio 8. Sejam R uma relagdo binéria e A e B conjuntos. Prove que:
(a) R[AUBJ] =R[A]UR[B];

(b) R[A N BJ] C R[A] N R[B]; dé um exemplo onde a igualdade ndo vale;
(c) R[A\ B] D R[A] \ R[B]; dé um exemplo onde a igualdade n&o vale;

(d) os itens (a) — (c) continuam valendo, com R™! em lugar de R;

(e) R}R[A]] D A e R[R7}[B]] D B; dé exemplos onde a igualdade nio vale.



Exercicio 9. Seja R C X x Y. Prove que:

(a) RIX] =im(R) e R7[Y] = dom(R);

(b) se a ¢ dom(R), entdo R[{a}] = 0; se b ¢ im(R), entdo R~[{b}] = 0;

(¢) dom(R) = imR™!; im(R) = domR1;

(d) Rt =R;

(e) R"'oR D Idgom(r) € RoR™ D Idim(r)-

Exercicio 10. Sejam X = {0, {0}} e Y = p(X). Descreva:

(a) €v; (b) Idy.

Determine o dominio, a imagem e o corpo de ambas as relagdes.

Exercicio 11. Prove que para quaisquer trés relagdes binérias R, S e T,
To(SoR)=(ToS)oR.

Exercicio 12. Dé exemplos de conjuntos X, Y e Z tais que

(a) XxY#YxX; (c) X3 #£Xx X2

(b) X x (Y xZ)#(XXY)xZ

Exercicio 13. Prove que:

(a) A x B=0 se, e somente se, A =0 ou B = ();

(b) (ATUA3) xB= (A1 xB)U(A3 xB)e A x (B;UBy) = (A x By) U (A x By);

(c) oitem (b) continua valido, com U substituido por N, \ e A.

Exercicio 14. Prove que se XX ZCYxTeXx Z # (), entdlo XCYe ZCT. Dé um

exemplo mostrando que a hipotese de que X x Z # () € essencial.



3 Funcoes
Exercicio 15. Mostre que se im(f) C dom(g), entdo dom(g o f) = dom(f).
Exercicio 16. Para cada f abaixo, verifique se f é fungdo e, em caso afirmativo, se é

injetora e sobrejetora. Quando possivel, ache a inversa (quando f ndo for sobrejetora,

defina a inversa considerando a imagem de f).

(a) f={(x,y) e Nx N:y=x%} (e) f={(x,1) € R?:x #0};

(b) f={(x,y) €EZXZ:x+y =0} (f) f={(x,pq) € R?:x # 0}
() f={(x,x?) e R?:x > 0}; (9) f={(x,y) eR?:y=e}
(d) f={(xy) eR?:y=x3}; (h) f={(x,y) e NxN:x[y}

Exercicio 17. Para cada item abaixo, use a fungdo f do item correspondente do exercicio

16 e ache f[X] e f1[Y].

(a) X={2k:keN}eY={2k+1:k € N}

(b) X=Y =N;

(c) X=NeY=1%;

(d) X=Y={xeR:0<x<1}

(e) X=Y={xeR:—-1<x<2}

(f) X={xeR:x>1}eY=R;

(h) X={xeR:x>1leY={xeR:x >0}



Exercicio 18. Considere as seguintes funcgdes:

fi ={(x,2x —1) [ x € R},

fy ={(x,x?) | x € R e x > 0},

[N

fs={(x,x3) |x eRje

fa={(x,2)|x € Rex#0}.

Determine os dominios e imagens de cada uma das seguintes funcdes: f; o f;, f; o fo,

f3of1, f]_Ofg, f40f1, f10f4, f20f4, f40f2 € f30f4.
Exercicio 19. Mostre que:
(a) se f & uma fungdo inversivel, entdo f* o f = Idgom(r) € To F ! = Idim();

(b) dada uma fungéo f, se existem fungdes g e h tais que gof = Idgom(r) € foh = Idim(s),

entdo f é inversivel e f~! = g =h.

Exercicio 20. Mostre que se f e g sdo fungdes injetoras, entdo g o f também é uma

funcdo injetora e (gof) ? =flogt
Exercicio 21. Seja f uma fungdo. Mostre que:

(a) fHANB] =f1A]Nf B (b) f 1A\ B] =fA]\ f 1Bl



