MAT-331: ELEMENTOS DE TEORIA DOS CONJUNTOS

Lista 2

1 Os axiomas

Exercicio 1. Dados x e y conjuntos, mostre que existe um conjunto formado por todos

os elementos de x que nao sao elementos de y.

Exercicio 2. (a) Prove que o “conjunto de todos os conjuntos” nao existe.

Sugestao: Suponha, por absurdo, que exista um conjunto V' contendo todos os conjun-
tos. Considere a = {z € V | x ¢ 2} — note que a é um conjunto — . Agora, a partir de
a, derive um absurdo.

(b) Prove que para qualquer conjunto a, existe = ¢ a.

Exercicio 3. Sejam a e b conjuntos. Mostre que existe um tinico conjunto c¢ tal que = € ¢

se, e somente se, oux €aex¢bouxr€bex¢a.

Exercicio 4. Mostre que, dados a, b e ¢ conjuntos, existe um tnico conjunto x tal que

Yy € x se, e somente se, t =aoux =boux=mc

Exercicio 5. Mostre que p(z) ¢ x para qualquer conjunto z. Note que, em particular,

p(z) # .

Sugestao: Considere y = {u € x | u ¢ u} e mostre que y € p(z), mas y ¢ .
2 Operagoes elementares entre conjuntos
Exercicio 6. Sejam z,y e z conjuntos quaisquer. Prove as seguintes propriedades:
COMUTATIVIDADE: zNy=yNzxexUy=yUux.
ASSOCIATIVIDADE: (zNy)Nz=zN(yNz)e (zUy)Uz=aU(yU z).
DISTRIBUTIVIDADE: 2N (yUz)=(zNy)U(zNz)exzU(yNz)=(xUy)N(xzUz).

LEIS DE MORGAN: z\ (zNy)=(z\z)U(z\y)ez\(zUy) = (z\z)N(z\y).



Exercicio 7. Sejam a e b conjuntos. Mostre que:

(a) se a € b, entdo a C |Jb;

(b) se u C a, para todo u € b, entao |Jb C a.

Exercicio 8. Dado um conjunto ndo-vazio z, prove que [z existe.

Exercicio 9. Para um conjunto nao-vazio a, mostre que

(a) se x € a entdo [a C x;

(b) se x C u, para todo u € a, entdo x C [ a.

Exercicio 10. Mostre que:

(a) a C b se, e somente se, aNb = a se, e somente se, a Ub = b se, e somente se, a\ b = ().
(b) an(b\c)=(anb)\ec

(¢) aCbNcse, esomentese,a CbeaCec.

(d) bUc C ase, e somente se, b CaecCa.

() a\b=(aUb)\b=ua)\ (anNb).

(f) anb=a\(a\b).

(9) a\(b\c)=(a\b)U(anc).

(h) anb=aeaUb=a se, e somente se, a = b.

Exercicio 11. a C bU ¢ implica a C b ou a C ¢?

Exercicio 12. Para a,b C x, prove que:

(a) a C bse, e somente se, v\ a2 x\b; (b) a = b se, e somente se, x \ a =z \ b.
Exercicio 13. Determine | J{A; | i € I} e ({A; | € I} para:

(a) A;={0,1,i,i+ 1} e I =N;

(b)) Ai={neN|n>i}el=N,]={nameros impares} e [ = {i € N|i > 3}.
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Exercicio 14. Sejam a, b e x conjuntos tais que a,b € x e a # b. Considere o conjunto
¢={uCzxlaculU{vCuz|beuv}.

Mostre que se Z é uma cole¢ao nao-vazia de elementos de €, entao | JZ € €. O mesmo

vale para a interseccao?

Exercicio 15. Mostre que para quaisquer conjuntos x e y:

(a) U{z} = (d) Up(z) = =;

() U{z,y} =z Uy; (e) Nplx) =0

(¢) Wz, yt=2ny; (f) zn{y} # 0 se, e somente se, y € .

Exercicio 16 (Leis de De Morgan). Seja ¥ uma familia de subconjuntos de x. Mostre

que:

() 2\UF ={z\a:a€F}; (b) 2 \NE =U{zx\a:a€F}.

Exercicio 17 (Distributividade). Sejam % uma familia nao-vazia de subconjuntos de um

conjunto x e b C x. Mostre que:
(a) bN(U%)=U{bNa:acF}; (b) bU(NF)=({bUa:acF}.
Exercicio 18. Sejam ¢ C p(z) nao-vazio e b C x. Mostre que:

(@) bUUE) =U{bUa:ac€); ) bN(NE) =N{bNa:acF)



