MAT-331: ELEMENTOS DE TEORIA DOS CONJUNTOS

Respostas

Lista 5

Exercicio 2. Suponhamos, por absurdo, que exista k € N tal que n < k < S(n). De
k < S(n) =nU{n} segue que k € nou k € {n}. Se k € n, entdo k < n e, como n < k,
temos, pela transitividade de <, que n < n, contradizendo a antissimetria da relagao <. Se

k € {n}, entdo k = n e, comon < k, temos que n < n, novamente, uma contradi¢ao. |

Exercicio 6. (=) Para ver que m # n, suponha que m = n. Dai, n = m < n, isto é,
n < n, contradizendo a antissimetria de <.
Resta, mostrarmos que m C n. Seja k € m. Do exercicio 5 segue que k € Ne k < m.

Entao, £ < m < n. Da transitividade de <, temos que k < n, isto é, k € n.

(<) Como m # n e a relagdo < é linear, temos que m < n ou m > n. Se m > n, entdo

n € m & n, donde, n € n, um absurdo. Portanto, m < n. |

Exercicio 9. Fixe m,n € N. Vamos mostrar que, para cada k € N,
(k+m)+n=k+ (m-+n). (%)
Para isso, procederemos por inducao sobre k£ € N.
- Se k =0, entao
(k+m)+n=0+m)+n=m+n=0+(m+n)=k+(m+n).
- Suponhamos que (%) valha para um certo k£ € N. Assim,

(S(k) +m) +n=n+ (m+ S(k)) pela comutatividade da +)

(

=n+S(m+k) (pela definigao da +)
=S(n+(m+k)) (pela defini¢ao da +)

= S((k+m)+n) (pela comutatividade da +)
= S(k+ (m+n)) (pela hipotese de indugao)
=S((m+n)+k) (pela comutatividade da +)
= (m+n)+ S(k) (pela definigao da +)

= S(k) + (m +n). (pela comutatividade da +)



Portanto, vale a lei associativa da adicao. |
Exercicio 10. Primeiramente, mostraremos que
AFIRMAGQAO. Dados m,n € N, se S(m) < S(n), entdo m < n.

Demonstragao. Se S(m) € S(n), entdo m € S(m) € n ou m € S(m) = n. Em qualquer

dos casos, m € n. |
Fixe m,n € N. Vamos mostrar que, para cada k € N,
m<né&sm+k<ntk (%)
Para isso, procederemos por inducao sobre k£ € N.

- Se k =0, entao
m<nem+0<n+0esmt+k<n+k.

- Suponhamos que (%) valha para um certo & € N. Assim, se m < n, entao

m+ S(k)=S(m+k) (pela defini¢ao da +)
< S(n+k) (pela hip. de ind. e exercicio 3)
=n+ S(k). (pela definigao da +)

Por outro lado, se m+S(k) < n+S(k), entdo, pela defini¢ao de soma, S(m—+k) < S(n+k).
Dai, pela afirmacao, m + k < n + k e, pela hipdtese de indugao, m < n. |

Exercicio 13. Mostraremos a comutatividade da multiplicacao. Vamos provar, por indu-
¢ao sobre n € N, que

m-n=mn-m para todo m € N. (%)

-Sen=0,entaom-n=m-0=0=0-m =n-m para todo m € N.

- Suponhamos (x) valha para um certo natural n. Queremos mostrar que

para todo m € N. Para isso, vamos proceder por inducao sobre m € N.
- Sem =0, entdo m-S(n)=0-S(n)=0=.S(n)-0=95(n) m.
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- Agora, suponhamos que (*x*) valha para um certo n € N. Assim,

S(m)-S(n)=S(m)-n+ S(m) (pela definicao da -)

=n-5(m)+5(m) (por (x))
= (n-m+n)+S(m) (pela defini¢ao da -)

=n-m+ (n+S(m)) (pela associatividade da +)
=n-m+S(n+m) (pela definicao da +)
=n-m+S(m+n) (pela comutatividade da +)
=n-m+ (m+S(n)) (pela definigao da +)
=(n-m+m)+Sn) (pela associatividade da +)
= (m-n+m)+5(n) (por (x))
=m-S(n)+ S(n) (pela defini¢ao da -)
— S(n) - m+S(n) (por (x))
= S(n)-S(m). (pela definicao da ) |}

Lista 6
Exercicio 1. (b) De |A| < |B| e |B| < |C] segue que existem fungoes injetoras f: A — B
eg: B— C. Dai, go f: A— C ¢é injetora e, assim, |A| < |C|.

Resta mostrar que nao ocorre |A| = |C|. Suponhamos o contrario. Entao, existe uma
funcao bijetora h: C — A. Dai, foh: C — A é injetora e segue que |C| < |B|. Por
outro lado, |B| < |C| implica |B| < |C]. De |B| < |C| e |C| < |B| segue, pelo teorema de
Cantor-Bernstein, que |B| = |C|, contradizendo a hipotese de que |B| # |C|. |

Exercicio 4. Considere a funcao f: S — p(5) dada por f(z) = {z} para todo z € S.
Afirmamos que f é injetora. De fato, se z,y € S sdo tais que f(x) = f(y), entao {z} = {y},

o que implica x = y. |
Exercicio 8. Seja Y um conjunto finito. Vamos mostrar, por inducao sobre n € N, que

|X X Y| =mn-|Y| para todo conjunto X tal que | X| = n. (%)
- Se |X|=0,isto ¢, X =0, entao | X xY|=10| =0=|X]|-|Y].

- Assuma (%) e seja Y um conjunto com n + 1 elementos: Z = {z,...,2,}. Tome
X ={20,...,2n_1}. Note que:



cZXY =(XU{z}) xY =(X xY)U ({z.} xY).
(X xY)N({z.} xY) =0, pois z, ¢ X.

- Y| = [{zn} X Y|, uma vez que a funcao f: Y — {z,} x Y dada por f(y) = (z,,y) para
todo y € Y é uma bijecao.

Assim,
1ZxY|=|(XxY)U({z,} xY)]
=X x Y|+ {2} xY| (pois (X xY)N ({z,} xY) =0)
— X x Y| +|Y]
=n-|Y|+|Y] (pela hipotese de indugao)
=@+1-Y[. 1
Exercicio 12. (¢) Como |A;| = |A,|, existe uma bijecio f: Ay — Ay. Considere a

fungdo h: Seq(A;) — Seq(Ay) dada por h({(zo,...,x,)) = (f(x0),..., f(x,)) para todo
(g, ..., x,) € Seq(Ay).

A fungdo h é injetora. De fato, sejam = = (zg,...,Zm), ¥ = (Yo, --,Yn) € Seq(4A;)
tais que h(z) = h(y). Pela definicao de h, (f(zo),..., f(zm)) = (f(v0),- .., f(yn)). Entao,
m =mne f(zr) = f(yx) para todo natural k¥ < n. Como [ é injetora, xx = y, para todo
ke{0,...,n}. Assim, z =y.

A fungdo h é sobrejetora. De fato, seja (y1,...,yn) € Seq(Az). Como a fungdo f
¢ bijetora, podemos tomar = = (" (yo),...,f '(yn)). Assim, z € Seq(A;) e h(z) =

(U ))s - S Wn))) = (Wos - Un)- |

Exercicio 14. Sejam A finito e B enumeravel. Entao, existem uma sequéncia injetora
finita (a;)", tal que A ={a; |i=1,...,n} e uma sequéncia injetora infinita (b;);cn tal
que B ={b; | i € N}. Considere a sequéncia (cg)xen, onde

ay, se k <n;

C —
bp_—pn_1, sek>n.

Como a imagem de toda sequéncia infinita é enumeravel, basta mostrarmos que AU B =
{er | ke N}

Segue imediatamente da defini¢do de (cg)reny que {cx | Kk € N} C AU B.

Para vermos que AUB C {¢; | k € N}, sejax € AUB. Se x € A, entdao x = ay,
para algum natural m < n e, portanto, ¢,, = a,, = x. Se x € B, entao x = b,, para algum

m € N e, portanto, ¢, 1n11 = by = 2. De qualquer modo, = € {¢;, | K € N}. |
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Exercicio 19. Seja ./ o conjunto de todas as sequéncias de niimeros naturais que sao
progressoes aritméticas. Seja f: Nx N — &7 a fungao dada por f(z,y) = (x+ny | n € N)
para todo (z,y) € N x N.

A funcao f é injetora. De fato, sejam (z,y), (2, y') € Nx N tais que f(z,y) = f(2/,¢).
Entao, (x +ny | n € N) = (z/ +ny | n € N). Logo, z + ny = 2’ + ny’ para todo
n € N. Assim, x = z + 0y = 2’ + 0y’ = 2’. Também temos = +y = 2’ + ¥/, 0 que implica
x4y =x+1y e, portanto, y = 7y/. Portanto, (z,y) = (', v).

A fungdo f é sobrejetora. De fato, seja (S,)neny Uma progressao aritmética de nimeros
naturais. Entao, existe d € N tal que s, = s,+d para todo n € N. Queremos mostrar que
f(s0,d) = (sp)nen. Como f(sg,d) = (so+nd | n € N), basta mostrarmos que sy +nd = s,

para todo n € N. Vamos proceder por indugao sobre n:
- Sen =0, entao sg + nd = sy + 0d = 5.
- Suponhamos que sy + nd = s,, para um certo n € N. Entao,

Spi1 = Sp +d
= (sp+nd)+d (pela hipotese de indugao)
=50+ (n+1)d.

Como f ¢ uma bijecado, temos que |[N x N| = |&7|. Mas, |N| = |[N x N|. Portanto,
IN| = ||, |



