MAT-331: ELEMENTOS DE TEORIA DOS CONJUNTOS

Respostas

Lista 1

1. (a) Hipdtese: n é inteiro;  Tese: 2n é um numero par.

(b) Hipotese: Vocé pode trabalhar aqui;  Tese: Vocé tem um diploma universitario.
(c) Hipdtese: Um carro sem combustivel; Tese: Ndo anda.

(d) Hipotese: Cruzar a linha de chegada primeiro; Tese: Receber a bandeirada.
(e) Hipdtese: Diferenciabilidade; Tese: Continuidade.

(f) Hipdtese: Normalidade; Tese: Regularidade.

(g) Hipdtese: Eu almoco no bandejao; Tese: Eu tenho sono na aula das 14h.

(h) Hipdtese: x > 3; Tese: f(x)=>5.

3. (@)= (=pA—q); (b)) ~(pA—q);  (c)~((pA—q)V(qgA-p)).

5. (a) Existe um nimero x maior ou igual a zero tal que |x| # x.

(b) f €é descontinua em algum ponto.

(c) f é descontinua em todos os pontos.

(d) Nao existe um elemento neutro com relagéo a adicao.

(e) Existem dois pontos por onde nio passa reta alguma.

(f) Existem dois pontos por onde ou ndo passa reta alguma ou passa mais de uma reta.
(g) Existe uma cadeira com numero de pernas diferente de quatro.

(h) Existe um jogador de futebol que néo ¢é inteligente.

(D) Vx>1(f(x)#3).



() Ix>1(f(x)<0ou f(x) = 4).
(k) Vx € A(f(x) < x).

() Vy=2(f(y)=2egy)<7).
(m) Ix €AVy €B(x >y ouy > 1).
(n) VxVy(x+y #8).

(0) IxVy(x >y Ay >x).

(p) Vx3y(y = x).

(@) IxVy(x=y).

(r) IxVydz(x+y+2z>xyz).

10. (a) Falsa. Contra-exemplo: a=b=10. (e) Falsa.

(b) Verdadeira.
(f) Verdadeira.
(c) Falsa. Contra-exemplo: a = 0.

(d) Verdadeira. (g) Falsa.
13. (a) Verdadeira. (¢) Verdadeira.
(b) Falsa. Contra-exemplo: E = {{0}}. (d) Falsa. Contra-exemplo: E = 0.

16. (a) Falsa. Contra-exemplo: A=C =0 e B = {0}.
(b) Falsa. Contra-exemplo: A=C =0 e B = {0}.
(c) Falsa. Contra-exemplo: x =0, B = {0} e C = {{0}}.

(d) Falsa. Contra-exemplo: A=0, B= {0, {0}} e C = {0}.

17. (a) Verdadeira.



(b) Falsa. Contra-exemplo: A= {0}, B = {0, {0}} e b = {0}.
(¢) Verdadeira.

(d) Falsa. Contra-exemplo: d =A =B = {0}.

(e) Verdadeira.

(f) Verdadeira. |

20. (a) Falsa. Contra-exemplo: x = {0} e X = {{0}}.
(b) Falsa. Contra-exemplo: a = b = 0.

(¢) Verdadeira.

(d) Falsa. Contra-exemplo: a = b = {0}.

(e) Verdadeira.

(f) Verdadeira.

(g) Falsa. Contra-exemplo: a = b = 0.

(h) Falsa. |

Lista 2

1. Considere a propriedade P(z,y): z ¢ y. Entdo, pelo axioma do esquema de separacao,

existe um conjunto r tal que z € r se, e somente se, z € x e P(z, y), isto é, se, e somente se,

zEXEZEY. [ |

7. (b) Seja x € | Jb. Entdo, existe u € b tal que x € u. Por hipdtese, u C a. Portanto,

x €a. |



10. (g) “C”: Sejax €a\(b\c). Entdo, x €caex ¢ b\c. Mas, x ¢ b\ c implica x ¢ b
oux €c. Sex ¢ b,entdo x € a\ b. Se x € ¢, entdo x € aNc. De qualquer modo,
x€(a\b)u(anc).

“D”: Sejax € (a\b)U(anc). Entdo, x €ca\boux €anc. Sexca\b,entdox €a e
x¢b.Dai, x€aex¢b\ce,portanto, x €a \ (b \ ¢).
(h)()a=anb<beb<aUb=a. Portanto, a = b.

(&)anb=anNna=aeaUb=aUa=a. |

15. (e) Suponha, por absurdo, que [ |p(x) # 0. Entdo, existe um y € (|p(x). Note que

y € z paratodo z € p(x). Como x\{y} € p(x), temos que y € x\{y} e, consequentemente,

y ¢ {y}, um absurdo. |
16. (a) “C”: Sejab e x\|J%. Entdo, bex e b ¢ | J6. Mas, b ¢ | % implica b ¢ a para
todo a € €. Como b € x, temos que b € x \ a paratodo a € 6, isto é, b €[ |{x\a|a € ¢}.

“2”: Sejabe(){x\a|ae€ 6}. Entdo, b € x \ a para todo a € 6, ouseja, bexeb¢a
para todo a € 6. Portanto, bex e b ¢ | J 6, isto é, bex\ [ J%. |

18. (a) “C”: Sejaz € bU (| J€6). Entdo,z € bouz €| 6. Sez € b, entdo z € bUa para
todo a € 6 e, portanto, z €| J{bUa |a € 6}. Sez €| %, entdo existe a € € tal que z € a;
assim, z € bUa e, portanto, z € J{bUa | a € 6}.

“D”: Sejaz € J{bUa | ae 6} Entdo, existe a € € tal que z € bUa. Se z € b, entdo
z€bU (| J¥). Sez €a, entdo z €| € e, consequentemente, z € bU (( J¥). |

Lista 3

9. (a) Vamos mostrar que R[X] = im(R)*. E imediato que R[X] C im(R). Para vermos que
im(R) € R[X], seja y € im(R). Entdo, existe x tal que (x,y) € R. Como R C X X Y, temos
que x € X. Portanto, y € R[X].

Agora, vamos mostrar que R~ [Y] = dom(R)".

“im(R) = {y | existe x tal que (x,y) €R} e, para um conjunto A qualquer, R[A] = {y € im(R) |
existe x € A tal que (x,y) €R}.

Tdom(R) = {x | existe y tal que (x,y) €R} e, para um conjunto B qualquer, R"![B] = {x € dom(R) |
existe y € B tal que (x,y) €R}.



E imediato que R™'[Y] € dom(R). Para vermos que dom(R) € R™![Y], seja x € dom(R).
Entdo, existe y tal que (x,y) €R. ComoR C X x Y, temos que y € Y. Portanto, x € R"![Y].

(c) Vamos mostrar que dom(R) = im(R™1).

“C”: Seja x € dom(R). Entfo, existe y tal que (x,y) € R. Dai, (y,x) € R"!*. Logo,
x €im(R™1).

“D”: Seja x € im(R™!). Entdo, existe y tal que (y,x) € R™. Dai, (x,y) € R e, portanto,
x € dom(R). |

13. (b) Vamos mostrar que (A; UA,) X B=(A; X B)U (A, X B).

“C”: Seja x € (A; UA,) x B. Entdo, existem a € A; UA, e b € B tais que x = (a,b). Se
a €A, entdo x =(a,b) €A, xB. Se a € A,, entdo x = (a,b) € A, X B. De qualquer modo,
x =(a,b) € (A; X B)U(A, X B).

“D”: Seja x € (A; X B)U (A, x B). Entdo, x € A; X Bou x € A, X B. Se x € A; X B, entdo
existem a € A, e b € B tais que x = (a,b); como A; € A; UA,, temos que a € A; UA, e,
portanto, x = (a, b) € (A; UA,) X B. Agora, se x € A, X B, procedendo de forma inteiramente

analoga, concluimos que x € (A; UA,) X B. |

16. (b) f é funcéo. De fato, se (x,y) € f e(x,2z) € f, entdo x+y =0 e x +z = 0. Portanto,
y=—-X=3z.

(h) f néo é fungdo. De fato, (2,4) e f e (2,8) e f. |

17. (b) fIX]1=fIN]=2Z_e f'[Y]=f"'[N]=Z_.
(M) fIX]=f[{x€R:x>1}]=N\{1} e f'[Y]=f"'[{x €R:x >0}] =N" |

18. dom(f,0f)=f;'[dom(f;)] = ' [R}] = {x €R:x >} };
im(f; o f1) = fo[im(f1)] = £o[R] :Ri-
dom(f; o f,) = fz_l [dom(f;)] :fz_l[R] = Ri§
im(f; 0 f5) = filim(fy)] = filRL ] ={xeR:x > -1}

fR™1 = {z | existem x e y tais que z = (x,y) e (y,x) €R}.
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dom(fs o f,) = f,; ' [dom(f3)] = f, ' [R] =R";
im(f; o fy) = f3[im(f,)] = f3[R*] = R". |

21. (b) “C”: Seja x € f 1[A\ B]. Entdo, existe y € A\ B tal que (x,y) € f. Como y €A,
tem-se que x € f '[A]. Agora, para ver que x ¢ f ![B], suponha o contrério, i.e., que
x € f~1[B]. Entfo, existe z € B tal que (x,2z) € f. Assim, (x,y) € f e (x,2z) € f e, como f é
funcéo, tem-se que y = z, donde y € B, uma contradicio. Portanto, x € f "1[A]\ f "'[B].

“D”: Seja x € f[A] \ f}[B]. Uma vez que x € f 1[A], existe y € A tal que (x,y) € f.
Como x ¢ f "1[B], temos que y ¢ B. Assim, y € A\ B e, portanto, x € f "'[A\ B]. |



