1. FUNCOES RECURSIVAS

A Teoria da Recursao é uma formalizacao da nocao intuitiva de “com-
putavel” (e de “algoritmo”). Faremos uma breve introdugao ao assunto,
ressaltando apenas o necessario para os assuntos tratados neste texto.

Uma funcao f : N* — N é uma funcao primitiva recursiva se
existir uma seqiiéncia finita de funcoes f; : N* — N, 1 < ¢ < m, tal
que f,, é f e cada f; satisfaz uma das condicoes abaixo:

e fungoes basicas: f; ¢ Z(x) = 0 (constante igual a zero) ou

uma projecao PP (x1, ..., Tn) = x;, ou o sucessor S(v) =z +1,
ou

e composigao: existem ji,...,Jk1 < ¢ tais que f; é a compo-
Sigao fjk+1 (fj17 R fjk)7 ou

e recursao primitiva: existem j, k <ie fj(xy,...,z,,) é defini-
da por recursao primitiva por f;(0,z2,...,z,,) = fj(22,..., Ty,)
e para cada r > 0, fi(r+ 1, zo, ..., x,,) = fr(r, filr +1, x,
ey Ty )y Ty ey T,

Uma funcao f : A C N” — N é uma fungao recursiva se existir uma
seqliéncia de fungoes f; como acima, satisfazendo também a clausula

e minimizacao: existem j, k < ¢ tais que

filwr, oo xn,) = w:(fi(z, 20, ) = fo(z, 21,00 20,)],

sendo que o lado direito da igualdade significa que o valor de

fi(z1, ..., x,,) é o menor nimero z € N tal que vale a igualdade
fi(z, x1, oo xn,) = fu(z, 21, ..., 2,,) € que existem os valores
de fij(w,z1, ..., xn,) e fu(w, 21, ..., z,,) para todo w < z.

Uma relagao R C N™ é respectivamente primitiva recursiva, ou re-
cursiva, se sua fungao caracteristica xz(zZ) = 1sex € Re xr(Z) =0
se T € R for respectivamente primitiva recursiva ou recursiva. Uma
relacao recursiva também é chamada de decidivel.

Exemplos importantes de fungoes primitivas recursivas (preencha os
detalhes e justifique as afirmagoes nao ébvias):

1.1. f(a,b) =a+b: f(a,0)=a, f(a,b+1)=5(f(a,b));
1.2. f(a,b) =a-b: f(a,0)=0, f(a,b+1) = f(a,b) + a;
1.3. f(a,b) = a’ f(a,0) =1, f(a,b+1)=a- f(a,b);
(

1.4. f(a) = a! (fatorial): f(0) =1, f(a+1)=(a+1)- f(a);
1
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1.5. f(a) = = max{a — 1,0}: f(0) =0, fla+1)=a

1.6. f(a, b) a— b—max{a b,0}: f(a,0) =a, f(a,b+1) = f(a,b)—1;
1.7. f(a,b) = |a — b| (valor absoluto): f(a,b) = (a—b) + (b—a);

1.8. f(a,b) = max{a,b}: f(a,b) = (a—b) +b;

1.9. f(a,b) = min{a,b}: f(a,b) = (a +b) — max{a,b};

1.10. f(a) = sg(a) = xso(a) (a fungdo caracteristica dos nimeros

estritamente positivos): f(0) =0, f(a+ 1) =1 = S(0);
1.11. f(a,b) = x<(a,b): f(a,b) = sg(b—a);
1.12. f(a7 b) - XS(G’7 b) f(a7 b) - X<(CL, S(b))7

1.13. Seja g(4, 5) primitiva recursiva, b = by, ..., b,; entdo as funcdes

fla,b) =77 0 g(i,b) e hia,b) = T[- Og(z b) sdo primitivas recursivas:
f(0,b) = h(0,b) = g(0,b); fla+1,b) = f(a,b) + g(a,b) e h(a+1,b) =
h(a,b) - g(a+ 1,b);

No caso em que a soma ou o produto sao contados a partir de i = 1,
definimos os casos iniciais como f(0,b) =0 e h(0,b) = 1.

1.14. f(a,b) =a + b
f(a,b) =sg(b ng(H (a+1)—(j+1)- b))

1.15. f(a,b) = a mod b (resto da divisdo de a por b): f(a,b) = a—(a+

b) - b;

1.16. f(a,b) = (}) (numeros de combinagoes de a, b a b, sem repe-
tigoes): () = x<(b,a) - ((a!) = (b! - (a—b)!)).

1.17. div (a,b) = 1—sg(a mod b) é a fungao caracteristica da relagao
b divide a;

1.18. D(a) = Y7, div(a,i) conta o nimero de divisores de a;

1.19. Xprimos(a) = 1—sg(|D(a)—2|) é a fun¢ao caracteristica do con-
junto dor ntimeros primos;

1.20. 7m(a) = > 7 5 Xprimos(?) diz o nimero de primos até a;

1.21. f(n) = p, (0 n-ésimo nimero primo em ordem crescente): para
verificar que esta funcao é primitiva recursiva, precisamos da desigual-
dade p, < F, = 2%" 4+ 1; F}, é chamado do n-ésimo ntimero de Fermat;
observe que se m divide F,, e F,1k, k > 0, como F,, divide F, . — 2
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(verifique), m divide 2; portanto m = 1, pois F,, é impar; portanto
Fy, ..., F, sao primos entre si; portanto existem pelo menos n primos
impares (que dividem of F}) até F,,; finalmente,

f(n) =pn = isg (H|n+1 —ﬂ(j)|) ;

1.22. f(a,n) = b, sendo que b é o maior expoente do primo p,, tal que
P divide a, se a # 0, e f(0,n) = 0: f(a,n) =sg(a) > i, div(a,p’);
1.23. f(a) = [Va] (a parte inteira da raiz quadrada de a): temos
fla) =320 x<(i, a);

1.24. a fungao (evidentemente primitiva recursiva)

fmm) = A0 ERED

define uma bijecao de N? sobre N (verifique); sejam 71 (a) = m e my(a) =
n as fungoes tais que m(f(m,n)) = m e m(f(m,n)) = n; entdao m e
T9 s20 primitivas recursivas; por exemplo, m;(0) =0 e

mi(a+1) = (m(a)-1) - sg(mi(a)) + (a+1) - (1 - sg(mi(a)));
para mg, m2(0) =0 e my(a+ 1) = (m(a) + 1) - sg(mi(a)).

As fungbes a seguir sao primitivas recursivas. Como exercicio, veri-
fique e detalhe:

1.25. a fungdo caracteristica da ordem lexicografica de N™ (isto é, (ay,
, ap) < (by, ..., by) se existir k < n tal que a, < by e a; = b;, para
todo ¢ < k) é primitiva recursiva;

1.26. defina uma relacao primitiva recursiva < em N2, que represente
a ordem lexicografica em todas as seqiiéncias finitas de ntimeros (por
exemplo, usando expoentes de primos em fatoragoes de nimeros);

1.27. f(m) =m @ 1, o menor elemento n, tal que m <n (e m #n) é
primitiva recursiva;

Teorema 1.1. Todas as fungoes primitivas recursivas de uma varidvel
podem ser obtidas a partir de Z(z) = 0, S(x) = x + 1, Q(z) = -1,
m(z) e my(z) (que calculam a primeira e a segunda coordenadas de
uma dupla ordenada codificada por um nimero z), aplicando as regras
f(x) = g(x) + h(z), f(x) = g(x) - h(z), f(z) = g(h(z)) e f(x) = g"(0),
sendo que g(z) e h(x) j& tenham sido definidas e g*(0) é definida por

9°(0) =0, g**'(0) = g(g%(0)).



Demonstrag¢ao: Mostraremos como reduzir uma seqiiéncia de funcoes
primitivas recursivas f; : N — N, 1 < ¢ < m, tal que n,, = 1, que
constroi a fungao f,,(z) numa outra que também constréi f(z), mas
apenas com funcgoes de uma variavel. Isto é feito codificando-se n-uplas
de varidveis numa tnica varidvel. As funcoes sg(z) e 5g(x) = 1 — sg(x)
sao definidas pela regra de recursao do enunciado, usando-se a funcao
constante 1 e a funcao z—1.

Observe que a partir das fungoes m e my, podemos definir, para
cada n > 2 e 1 < p < n, fungdes 117 (z) por 11} = my, 115 = my, e,
supondo definidas I}, para todo p, 1 < p < n, e n > 2, definimos
I, 1< g<n+1, como If* =7 eIl =TI omy, 1 < g <n. Ou
seja, olhamos um nimero x como codificando um par ordenado, cuja
segunda coordenada codifica uma n — 1 upla. Observe que as funcoes
I1?(z) sdo obtidas de 7, e 7 usando apenas composicoes. Para definir
cada I (z), precisamos de uma seqiiéncia de n composigoes.

Usando composicoes, somas e produtos, para cada par de fungoes
u(z) e v(z), podemos construir a fungao

w(z) =W(u(z),v(z)) = () + olz)) (;(x) tule) 1)

Sem perda de generalidade, assumiremos que isto define uma regra
bésica de construcao deste teorema. e denotaremos W(u,v) = (u,v), e
(indutivamente) denotamos (uy, ..., u,) = (u1, (ug, ..., uy,)), € obser-
vamos que sua construcao pode ser feita em n — 1 passos, a partir das
fungoes u; e a regra W.

+ v(x)

Sejam fi, ..., f, funcoes primitivas recursivas, tais que descrevem a
construcao de uma funcao f, unaria. Vamos construir uma seqiiéncia
de fungoes unarias g1, ..., gm, respeitando as regras do enunciado do
teorema e tal que g,, = fa.

Suponha que ja tenhamos tratado de f;, © < j < n, e tenhamos
obtido a seqiiéncia g, k < [.

*

Se f; for Z(z) ou S(z), definimos g, = f;, chamamos g, = f;, e
passamos a tratar o caso j + 1.

Se f; for P{(x1,...,2,) = p, comn > 2 e 1 < p < n, sejam g,

-+ Gin—1 & seqiiéncia de composigoes definindo gi,—1 = 1) = f7, e
passamos a tratar o caso j + 1.

Se existem a,b < j, tal que f; é a composicao f,(f,), entdo g, =
Fx(f), e passamos a tratar o caso j + 1.
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Se existem ji,...,Jq11 < J, @ > 1, tais que f; é a composicao
fja+1(fj17 R fja)7 Se.jam g = <f]>'ka—17 ;’ka>> gi+1 = <f]>'ka—27 gl>7 sy
Gita—1 = (fi1» Gita—2); € Gira = fi (gi+a—1), € passamos a tratar o caso
Jj+1

Se existem a,b < j e fj(x1,...,2,) é definida por recursdo primiti-
va por f;(0,xq, ..., z,) = fa(z2, ..., x,) e para cada r > 0, f;(r +
Lozg,...,z) = for, fi(r, 20, ..., 2,), 2o, ...,:Un),entéosejam Go(z) =
Wn”& )G, ) sl (), T ),

CRG(@), Blz) = (T (2 + 1), Go(z), 57 (2), Hﬁil( )
( ) definida por ¢(0) = 0 e p(n+ 1) = 5™(0), e, por ﬁm fi(x) =
T (1) 0

Exemplos de fungoes recursivas que nao sao primitivas recursivas.
1.28. (A funcdo de Ackermann) f(0,y) =y + 1, f(z+ 1,0) = f(z, 1),
fle+1L,y+1) = f(z, f(x + 1,y)). Para mostrarmos que é recursiva,
sejam

folz,y, z,v) = div (v, pae 3v.52),
Sz y,z,0) = (1 —sg(x)) - (L—sg(ly +1—2z[) - fo(0,y,2,0) +
+ Sg(.flf) ’ (1 - Sg<y)) ’ fo(fE - 1,y,Z,U) ’ fO(x7y7 Z7U) +

+ sg(x) - sg(y) - sg (Z folx,y — Liu,v) - folx —1,u, z,v)) :

u=0

fg(ﬁ,y,v) =Sg <Z f1<x>yv Z,’U))
z=0

(que vale 1 se existir z < v, tal que fi(z,y,2,v) = 1, e 0, caso con-
trario),
fs(z,y) = po(fo(z,y,v) = 1)

e, finalmente,

f(x,y) - Mz(fl(x7yazaf3(x7y)) = 1)

Agora veremos que f(z,y) nao é primitiva recursiva. Observe que

f(xy) >y, fle,y+1) > f(2,y), [(a+1y) > f(z,y) e fla+1,y+1) >
f(z,y + 2), para todo z e y (verifique).

Teorema 1.2. A funcao de Ackermann nao é primitiva recursiva.
Demonstragao: Se f(z,y) é a funcao de Ackermann, mostraremos

que para toda funcao primitiva recursiva g(x) de uma variavel, existe y
tal que g(z) < f(y, ), para todo x. Com isto, se f(y, z) fosse primitiva
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recursiva, h(x) = f(z,x) também o seria, donde existiria y, tal que
hz) < f(y,2); em particular, f(y,y) = h(y) < f(y,y), absurdo.

Observe que f(0,n) = n+ 1, f(I,n) = n+ 3, f(2,n) = 3n + 3,
f(3,n) =6-3"+3. Entao y = 3 garante que se g(z) & uma das fungoes
bésicas Z(x), S(x), Q(z), m(z), me(z) é majorada por f(3,z).

As regras de soma e produto de fungoes sao facilmente majoradas.
Por exemplo, se g(x) < f(y,z) e h(z) < f(z,x), como f é crescente
nas duas varidveis, tomando o maximo entre y e z, podemos supor que

y=z. Daia g(:lj') : h(l‘) < f(yax)2 < f(3,f(y,x)) < f(y_'_ 3,%).

Se g(x) ¢ definida por ¢g(0) = 0, g(z + 1) = 8%(0) e B(z) < f(y,x),
entdo g(z + 1) = B(g(x)) < f(y,g(x)); vamos mostrar que g(z) <
f(y+1,z), por indugao em z; para z = 0, temos que para todo z, g(0) =
0 < f(z,0); portanto ¢(0) < f(y+1,0). suponha que g(x) < f(y+1,z).
Entao g(x +1) < f(y,9(x)) < f(y, fly+1,2)) = fly+ 1,2+ 1). Com
isto, provamos o teorema. 0

Exercicio 1.1. Mostre que a fun¢ao de Ackermann também majoriza
as fungoes primitivas recursivas de varias variaveis. Ou seja, mostre
que se g(z1, ..., x,) é primitiva recursiva, entao existe y, tal que

g(x1, ... xp) < fly, max(xy, ..., z,)).

1.29. Uma enumeracgao recursiva das funcoes primitivas re-
cursivas. Vamos definir uma func¢do recursiva F(m,n) que enumera
todas as fungdes primitivas recursivas de uma varidvel (com infinitas
repeticoes), ou seja, F'(m,n) = f,(n) é primitiva recursiva, e se g(n)
for primitiva recursiva, existe pelo menos um numero m € N, tal que
F(m,n) = g(n). Para mostrar que F' ndao pode ser primitiva recursiva,
suponha que seja. Entdo F(n,n) + 1 = g(n) é primitiva recursiva e,
portanto, existe m, tal que F'(m,n) = g(n). Calculando em m, temos
F(m,m)+1 = g(m) = F(m,m), o que é absurdo. (Este método de
listar os valores F'(m,m) = f,,(m) e alterar o valor para obter nova
fungao g(m) = F(m, m) + 1 é chamado de diagonalizagao, e estd no
centro dos argumentos de incompletude e de indecidibilidade.

Eis a funcao:



(0 se m=29a, a €N
S(n) se m=9a+1, aeN
n—1 se m=9a+2, aeN
m(n) se m=9a+3, acN
F(m,n) =< ma(n) se m=9a+4, aeN
F(m(a,n)) 4+ F(m(a)) se m=9+5, a €N
F(mi(a,n)) - F(m(a)) se m=9+6, a e N
F(mi(a), F(ma(a),n)) se m=9a+7, a€N
L 9"(0) se m=9a+8, aeN, egx)=

Exercicio 1.2. Mostre que F'(m,n) é recursiva. (Imite a prova para a
fungao de Ackermann.)

Lema 1.1. A funcdo F(m,n) enumera todas as fungbes primitivas
recursivas de uma variavel.

Demonstracao: Vimos que as fungoes primitivas recursivas de uma
variavel sdo obtidas a partir das fungoes Z(z), S(x), Q(z) = z—1,
mi(x), ma(x), usando as regras f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(g(x)) e f(zx) =
3%(0).

Obviamente, as fungoes Z(z), S(z), Q(z) = z—1, 7 (), m(z) sao
enumeradas. Suponha por indugdo, que f(n) = fi(n) e g(n) = f,(n).
Entao f(n)+g(n) = F(9-(m,p)+5,n), f(n)-g(n) = F(9-(m,p)+6,n),
flgn)=F(O-(m,p)+7,n), e h(n)=f*0)=FO9-m+8mn). O

Exercicio 1.3. Mostre que se G(m,n) é recursiva e g,,(n) = G(m,n)
é uma seqiiéncia de fungoes “enumeradas” por G, entao existe uma
fungao recursiva h(n) que nao é enumerada por G. (Use o método de
diagonalizagao.) Conclua que nao existe enumeragao recursiva de todas
as funcoes recursivas f : N — N.

Para perceber o que esta dito no exercicio acima, estendemos a no¢ao
de funcao recursiva para f : A — N é recursiva parcial, A C N*,
se é obtida pelas funcoes iniciais e regras de recursao primitiva e de
minimizagao, f(z,y) = p.lg(z,y,2) = h(z,y,2)], sé6 que agora sem
restringirmos a minimizagao a existéncia de soluc¢ao em z de g(x,y, z) =
h(z,y,z), para todo z e y. Com isto, podem existir x e y, tais que
g(x,y,z) # h(z,y, z) sempre. Neste caso, A = {(x,y) : existe z, tal
que g(z,y,2) = h(x,y,z)} é o dominio de f.

Exercicio 1.4. Mostre que existe uma funcao recursiva H(m,n), de-
finida para todo m € N, mas nem todos n € N, tal que enumera todas
as fungoes recursivas parciais de uma variavel.

F(a,x)
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Exercicio 1.5. O problema da parada. Este problema pergunta
se podemos decidir se, dado m € N, a fungao f,,(n) = H(m,n) estd
definida para todo n € N. Isto é mais sensivel na regra de minimizagao,
em que, dados z,y € N, precisariamos decidir se existe z € N, tal que
f(z,y,2) = g(x,y, z), para [ e g recursivas. Essencialmente, pargun-
tamos se a busca por tal z, partindo de zy5 = 0 e testando para cada
Zne1 = S(z,) até que encontremos o nimero z que resolva a equagao,
para. Usando a fungdo H acima, mostre que o conjunto R = {m € N:
para todo n € N, H(m,n) estd definida} nao é recursivo.

Um conjunto A C N é recursivamente enumeravel se existe uma
fungao recursiva f : N — N tal que A é a imagem de f. Um conjunto
A C NF ¢ recursivamente enumeravel se existem funcdes recursivas
fi N =N i=1,...k tal que A = {(ay,...,a;) € N¥ : q; =
fi(n),...,ar = fr(n), para algum n € N}.

Exercicio 1.6. Mostre que se A é recursivo, entao é recursivamente
enumeravel

Exercicio 1.7. Seja A C N? o gréfico de uma funcao recursiva f :
N — N. Mostre que A é um conjunto primitivo recursivo. (Faga isto
por inducao na construgao de f.

Exercicio 1.8. Mostre que um conjunto R C NF é recursivamente
enumeréavel se, e 86 se, for o dominio de uma fungao recursiva (total ou
parcial).

2. ARITMETIZAGAO DA LINGUAGEM

Seja N o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Definimos as
fungoes v,c: N — N, r, f : N> = N, denotando v(n) = v,, c¢(n) = c,,
T(ma n) =Tnm € f(mvn) = fn,ma por

1
v, = 8n 4+ 25, ¢, = 8n + 3, Tn7m:8<(n+m)(n~l—m+ )—i—m) + 5,

2

fom =3 ((n—l—m)(n—irm—l—l)

5 —l—m>+7.

Exercicio 2.1. Mostre que estas fungoes sao primitivas recursivas e
que suas imagens sao disjuntas.
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A intencao desta definicao é enumerar “codigos” para variaveis, simbolos

de constantes, simbolos de relagoes e de fungoes n-arias, respectivamen-
te. Mais precisamente, dada uma linguagem (cuja assinatura seja fini-
ta ou infinita enumeravel) L, uma aritmetizagdo de L é uma tripla de
fungdes injetoras (Pc, Pr, Pr), tal que P (respectivamente, Pp e Op)
associa a cada simbolo de constante (respectivamente, relagao, fungao
n + 1-dria) um numero da forma ¢, (respectivamente, 7y, m, fr.m)-

Seja p,, n € N a enumeracao (primitiva recursiva) de todos os
numeros primos em ordem crescente, com py = 2.

Definimos as fungoes - : a € N +— —a = 2' - 3% € N, —: (a,b) €
N?—a—b=223"5"cN eV: (a,b) € N2 Vab=2T.3%.5
Dados a, by, ..., b, €N, alb, ..., b,] denota o niimero pg&-p% - - - e

Seja K C N um conjunto finito, contendo ;¢ e apenas nimeros
da forma c,, rym, ou fnm. Tal K representa a assinatura de alguma
linguagem L.

Definimos o conjunto Tk (dos termos de L) por: sec, € K, ¢, € T'r;
v, € Tr,n € Ny se by, ....,by, €Tr e from € K, famlbo,..., 0, € Tr.

Definimos o conjunto Atx (das féormulas atémicas) como o conjunto
dos numeros da forma r, ,[to, ..., t,] € para todo r,,, € K e to, ...,
tn € TTK.

Definimos o conjunto Flag (das férmulas) como o menor conjunto
contendo Aty e fechado por a — b, —a e Vab.

Exercicio 2.2. Mostre que os conjuntos Trg, Atx e Flag sao primi-
tivos recursivos. Exiba uma enumeragao recursiva de cada um destes
conjuntos.

Uma teoria numa liguagem L (ou L-teoria) é um conjunto consis-
tente T" de sentencas de L. A teoria T é uma teoria completa se
para cada sentenga ¢, ou 7'+ ¢ ou T'F —¢ (mas nao ambas, devido a
consisténcia).

2.1. Dada uma estrutura M, a teoria T'(M) = {¢ : M |= ¢} é uma
teoria completa.

Uma teoria 7' é (recursivamente) axiomatizavel se existir um conjun-
to de sentengas X finito ou recursivo (os axiomas de T'), tal que ¥ F ¢
se, e 80 se, T' I ¢.
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Agora vamos fixar uma linguagem L = {0, +, -, S(-), <} e a L-estrutura
N dos ntimeros naturais com a interpretacao usual dos simbolos de L
e as teorias () e PA descritas a seguir. Usando a aritmetizacao acima,
“0” é Co — 3, “é fl,O = 15, - é f171 - 39, S é f070 = 7, “="¢ 10 = 13
[§ “S” é rai= 29.

2.2. A Teoria () de R. M. Robinson. E axiomatizada pelo conjunto
das oito sentencas:

(Q1) S(z) # 0

Q) r <y < Fz(z+x=y)

2.3. A Aritmética de Peano. PA é a teoria contendo as sentencas
(Ql) a (Q8) da aritmética de Robinson e o esquema de axiomas de
indugao para formulas ¢ com variaveis livres zg, ..., x,

(Ind(p)) Va1 ... Vo, [0(0) — (Vo(w(z0) — 0(S(0))) — VYo @(70))]-

Uma férmula ¢ é dita limitada se todas as quantificacoes que apa-
recem nela sao da forma Vz(z <t — 6) ou Jx(z <t A0), sendo que ¢
¢ um termo em que a varidvel £ nao ocorre. O conjunto das férmulas
limitadas é denotado por Ag (e, as vezes por Il ou ¥j). Definimos
os conjuntos de férmulas ¥, II,, e A, por ¢ € ¥, (respectivamen-
te, I1,41) se existir uma férmula ¢ € II,, (respectivamente, ¥,,), tal
que ¢ é légicamente equivalente a Jxq ... 3z, ¥ ((respectivamente, Vi,
...Yz, ). Definimos A, = %, N1I,.

2.4. Fragmentos da Aritmética de Peano. Restringindo o esque-
ma de inducao a certos conjuntos de féormulas, obtemos fragmentos
importantes de PA:

(I0) Indugao aberta: ¢ em (Ind(y)) ndo tem quantificadores.

(IAp) Indugao limitada (também chamado de Aritmética Primitiva
Recursiva): ¢ € Ay em (Ind(yp))
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(I3,) ¢ € X, em (Ind(y)).
(I1,,) ¢ € 1I,, em (Ind(¢p)).

Exercicio 2.3. Seja I' um destes conjuntos de axiomas para fragmentos
da aritmética, ja codificados como conjunto de nimeros. Mostre que I"
¢é primitivo recursivo.

Dada uma teoria 7' C T'(N), e uma fung¢ao f : A C N* — N, dizemos
que f é representavel em T se existe uma férmula ¢r(x1, ..., 2,,y),
tal que as varidveis 1, ..., o, e y ocorrem livres em ¢y, e para cada
ae€N'ebeN, fa =bse esése, T+ ¢p(a,b) (sendo 71 o termo
(1+(1+---4+1)...)) em que 1 aparece n vezes, para cada n € N), e
T+ 3ly¢s(a,y). Uma relacio P C N" é expressivel em T se existir
uma férmula ¢p(7) tal que para todo a € N* se a € P, T + ¢p(a) e se
ad P, TF—¢gp(a). Uma relagio P C N" é fracamente expressivel
em T se existir uma férmula ¢p(Z) tal que para todo a € N*, se a € P,
T+ ¢p(a) esea & P, Tt ¢p(a). Uma relagaio P C N™ ¢ definivel
em N se existir uma férmula ¢p(Z) tal que para todo a € N*, a € P

se, e 80 se, N |= ¢p(a).

Para cada n € N, definimos o termo 7 como 0 =0, n +1 = 5(

Lema 2.1. A teoria () prova as seguintes férmulas:

1) z+y=0—(x=0Ay=0)
2)z-y=0—(x=0Vy=0)
(3) z+1=25(x)

(4) 0<z

(5) S(x) <n+1—-x<n

6) S(z)+n=a+n+1
(Mn<z—(zx=nVn+1<ux)
) m+n=m+n

9) m-n=m-n

(10) m #n, se m #n, m,n € N
(1) z2<n < (z=0Vz=1V---Vz=n)
(12) x<navan<x

Demonstragao: Vamos mostrar os itens (1), (5) a (8), (10) e (11),
deixando os outros como exercicio.

(1) Se y # 0, por (Q3), Y = S(z), para algum z; por (Q4) e (Q1),
r+y=x+S5(z)=S(x+2z2) #0.
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(5) Usando (3), (Q8) e (Q5), temos z+S(z) = n + 1, entao S(z+x) =
S(n), donde, por (Q2), x + z = n.

(6) Vamos provar por indugdo em n. Para n = 0, por Q4 e (3),
S(x) 4+ 0= S(z) =+ 1. Supnha que Q prova S(z)+7n =2z +n+ 1.
Entdo S(z) +n+ 1= S(z)+ S(n) = S(S(x) +n) = S(x+n+1) =
r+Snh+1)=x+n+2.

(7) Suponha que 7 < z, mas que * # n. Seja z, tal que z +n = z.
Entao z # 0, pois 0+n = n (verifique). Portanto z = S(y), donde, por
(6), z+n=y+n+ 1=z, donde segue que n + 1 < z.

(8) Vamos provar por indugiao em n. Paran = 0, por (Q3), m+0 =
m. Suponha que @) prove que m + n = m+n. Entdo, por (Q5),
m+n+1l=m+Sn)=Sm+n)=Sm+n)=m+n+1

(10) Suponha quen < m. Sen =0em =1, por (Q1), 1 = s(0) # 0.
Suponha que ) prove que n # m, para todo n < m. Entao seja n <
m+1. Sen = 0, novamente (Q1) resolve. Se n = ny+1, por hipdtese de
inducao, @ prova ng # m, logo, por (Q2), S(ng) =71 # S(m) =m + 1.

(11) Se x = k, para algum k = 0,...,n, entdo n — k + 2 = n, donde
segue por (Q8) que x < n. A reciproca demonstramos por indugdo em
n. Sen =0, se z+x <0, por (1), segue que x = 0. Suponha que
Qprover <n < (x=0Vax=1V---Vor=n) Sex <n+l,
se x = 0, entdo vale a conclusao (r = 0V =1V---Vz=n+1).
Se # # 0, por (Q3), existe y, tal que x = S(y). Entao a hipdtese
x < n+ 1 pode ser escrita como S(y) < S(n), ou seja, existe z, tal que
z+ S(y) = S(z+y) = S(n), donde segue que y < n. Por hipGtese
de indugao, temos (y = 0Vy =1V ---Vy = n). Dai, substituindo
x = S(y), temos o desejado. O

Exercicio 2.4. A fungao beta de Godel. Seja 5(z,y,z) = rm (z, 14+
z(y+ 1)), o resto da divisao de = por 1 + zy. Mostre que esta fungao
é primitiva recursiva e que é representivel em @ (e, portanto em PA),
por uma férmula A;.

Exercicio 2.5. O algoritmo de Euclides. Sejam a,b € N nao nulos.
Para calcularmos o maximo divisor comum (mdc) de a e b, usamos o
algoritmo de Euclides (que é demonstrado no livro VII dos Elementos.)
Podemos supor que 0 < a < b. Divida b por a, obtendo quociente g
e resto rg, 0 < r < a. Se o resto nao é zero, divida ¢y por rg, obtendo
quociente ¢, e reste r;. Continue o processo, obtendo quocientes gy, =
Ty € resto 1,41, até que r, = 0, para algum n. Se r, 1 #0er, =0,
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entao r+,-1 ¢ o maximo divisor comum de a e b. (Prove isto.) Conclua
também que existem c¢,d € Z, tais que c-a+d-b é o mdc de a e b.

Teorema 2.1. (Teorema Chinés dos Restos) Sejam ki, ..., k, € N
nimeros dois a dois primos entre si, mq,...,m, € N, tais que, para
cadat=1,...,n, m; e k; sdo primos entre si, e aq,...,a, € N quais-
quer. Entao existe a € N, tal que, para todoi=1,....n, m; -a = q;
mod k;.

Demonstracao: Provaremos por indugao em n. Para evitar triviali-
dades, podemos supor que k; > 1,21 =1,...,n.

Para n = 1, temos que resolver a congruéncia m; - x = a; mod k.
Como m; e ky sao primos entre si, existem c¢,d € Z, tais que ¢ - mq +
d -k = 1. Somando-se um multiplo positivo de k; a ¢, se ¢ < 0,
podemos supor que ¢ > 0, donde segue que c-m; =1 mod k;. Dai, se
r = c-ay, temos que my-c-a; = a; mod k;. E mais, todas as solucoes
da congruéncia sao da forma z =c-ay +t-k;, t € N.

Suponha que todo sistema de n — 1 congruéncia s tenha solugao e
consideremos o sistema m; - x = a; mod k;, i = 1,...,n, satisfazen-
do as hipdteses. Seja z = c - a; + tk; uma solu¢ao da primeira con-
gruéncia, com o numero ¢ a ser determinado. Substituindo nas outras

congruéncia s, temos (m; - k1)t = a; mod k;, i = 2,...,n, sendo que
a; = —c-a; mod k; é um nimero positivo (explique como obté-lo).
Pelas hipoteses sobre os coeficientes m; e k;, @ = 1,...,n, o mdc entre

ki e (m; - k1) é 1, portanto, por hipdtese de inducao existe solucao a’
para este novo sistema (na variavel t), o que nos dd uma solugao a para
o sistema original. 0

Teorema 2.2. Seja [f(z,y,2) = rm(x,1 + z(y + 1)) a funcdo beta de
Godel. Entao, dados n > 0 e ag,...,a,_1 € N, existem b, c € N, tais
que B(b,0,¢c) =nefpB(b,j+1,¢c)=a;, 0<j<n.

Demonstragao: Seja N = max{n+1,ao,...,a,_1}, e c = N!. Entao,
se0<j<i1<n,14+j-cel+1i-csao primos entre si, pois se r > 0
divide ambos, entao divide a diferenga de ambos, (i — j) - N!. Pela
escolha de N, (i — j) < N, donde segue que r divide N!. Portanto r
divide (14 j - N!) — j - N! = 1. Pelo teorema chinés dos restos, seja b
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uma solucao do sistema

T = n mod 1+ N!
T = a mod 1+2-N!
T = Qp_i mod 1+n-N!
Com isto, provamos o teorema. [l

Nos exemplos e exercicios a seguir, 7 C T'(N) é uma teoria recursi-
vamente axiomatizavel e contendo (), numa linguagem contendo uma
quantidade finita de simbolos nao légicos. (Lembre-se que os simbolos,
termos e férmular da linguagem sdo nimeros inteiros.)

2.5. Lembre-se de que uma deducao de ¢ a partir de T' é uma seqiiéncia
de formulas ¢y, . .., ¢,, tais que, ¢, é ¢, e para cada : <n, ou ¢; € T,
ou ¢; é um axioma légico, ou existem 7, k < i, tais que ¢ é a féormulas
¢; — ¢; (regra do destacamento, ou Modus Ponens), ou existe j < i
e varidvel z, tais que ¢; é a férmula Vz ¢; (regra da generalizagao).
Descreva uma fungao primitiva recursiva A(z), tal que A(z) = 1 se
x = {(n,¢q,...,dn), sendo que ¢y, ..., P, é uma deducao a partir de T,
(ag, ... ,ax) é definido por (ag,a1) = (ap + a1) - (ap + a1 +1)/2 + a4
(a fungao primitiva recursiva que define uma bijegao de N? sobre N),
(ag,...,ax) = (ag,{(a1,...,axr)), se k > 1, e A(x) = 0, caso contrario.

Lema 2.2. Se f é uma funcao recursiva, entao ela é representavel em
T por uma férmula A;.

Demonstragdao: Para vermos isto, se f(z) =0, ¢f(z,y) éx =x Ay =
0; se f(z) = S(x), ¢f(z,y) é y = S(x), que sao férmulas A;.

Se g(x1,...,x,) é representavel por ¢, e h;(z1,...,;) sdo repre-
sentaveis por (formulas A1) ¢y, 7 = 1,...,n, entdo f(z1,...,71) =
g(ha(z1, ..., 2k), .-, hy(21, ..., xy)) é representavel por 32y, ..., 3z, [Pf (21, - - -, 20, Y)A
Nj—1 n, (21, g, 25)], que é uma férmula Xy, e também por Vzy, ..., V2, [A]_; ¢, (21,
ooy Ty 25) = Op(21, .o, 20, y)], que é uma 6rmula IT;.

Se f(xo, Z), T = (x1, ..., T,), ¢ definida por f(0, T) = go(Z), e f(m+
1, %) =gi(m, Z, f(n, T)), g; é representada por (formulas A;) ¢, i =
0,1, e a fungao [(xq, x2, x3) de Godel é representada por (uma férmula
Ay) ¢p(xy, 9, 23,y), entdo f ¢é representada por Jzi,...,3zs5(Ps(21
0, 22, 23) A Qg (T, 23) AN V2s < xo(Pp(21, 26, 22, 24) N Pp(21, S(26), 22,
25) N\ Qg (26, T, 24, 25)) N (21, To, 22, y)], € também por Vzy, ..., Vzs,
[QZSQ(Zl , 0, z29, 23) /\ngo('f; Zg) /\\V/Z(; < $0¢5(21, 26, 22, 24) /\¢5(217 S(Zﬁ),
22, 25) A gbgl(zﬁv T, 24, 25)) - ¢,@(Zl7 o, 22, y)]
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Finalmente, para o caso da minimizacgao, o tratamento é andlogo ao
da recursdo primitiva, e fica como exercicio para as(os) leitoras(es). O

Exercicio 2.6. Mostre que f é representavel em T se, e s6 se, f é
recursiva. (Use a fungao beta para codificar a recursdo primitiva e a
funcdo A para buscar demonstragoes a partir de 7'.)

Conclua que uma rela¢ao P ¢ (fracamente) expressivel em T se, e s6
se, P é recursiva (respectivamente, recursivamente enumeravel).

Teorema 2.3. Seja ¢ uma sentenca Y na linguagem da teoria (), tal

que N = ¢. Entao Q - ¢.

Demonstragao: Basta mostrar que se ¢(z1,...,x,) é Ay e existem
ki,...,k, €N, taisque N |= ¢(ky, ..., k), entdo Q - ¢(ky,. .., k,). Se-
ja F(xy,...,z,) afuncao caracteristica do conjunto {(ky, ..., k,) € N™
N | é(ky,...,k,)}. Entdo F é primitiva recursiva, portanto repre-
sentavel em Q). d

Seja "-7: N — N a funcdo definida por "07=3, "Tn+17=27.3"".
(Lembre-se de que 3 é o nimero associado ao simbolo de constante 0,
7 é o numero associado ao simbolo da funcao S, sucessor, e de como
definimos termos em Trg.) Esta fungao calcula o nimero do termo

S™(0) (verifique).

Exercicio 2.7. Seja v (o nimero de) uma varidvel e t € Trg. Defini-
mos a func¢ao Sb! : N — N, por Sbi(n) = 0sen & Trg; Sb.(v) = t,
SbZ(C]) = Cj, Sbi(fk,l@o, R ,tk,1>> = flc,l(SbZ(t(]), cey Sbi(bcfl)) Mos-

tre que esta fungao é primitiva recursiva.

Exercicio 2.8. Seja v (o nimero de) uma variavel e ¢t € Trg. De-
finimos a fungdo S’ : N — N, por Si(n) = 0 se n € Flag; se
n = Tk,l[toa . ,tkfl] < AtK, Sf)(n) = Tk,l[Sbf)(tO)a ey Sbi(tkfl)]; e
n = —a € Flag, Si(n) = =(Si(a)); se n = a — b € Flag, Si(n) =
(Si(a)) — (SL(b)); se n = Yab € Flak, e a # v, entdao Si(n) =
Va Si(b); se n = Vab € Flag, e a = v, entdo S!(n) = n. Mostre que
a fungao S é primitiva recursiva. Ela calcula a férmula obtida de ¢,
substituindo as ocorréncia s livres de v pelo termo t.

»n

Denotamos ¢(v) (o nimero de) uma férmula em que a variavel v
pode ser livre e por ¢(t) = SL(o).
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3. TEOREMAS DE INCOMPLETUDE

Exercicio 3.1. Mostre que a relagdo Dedr = {(s,"¢™) : T F ¢, e s
é o cédigo (n, ¢1, ..., ¢n), de uma deducao de ¢ a partir de T'} é
representavel em T’ (por uma férmula limitada Ded(x,y)). Portanto
Provyp = {T¢7 : T + ¢} é fracamente expressivel em T, pela férmula
Provr(y) dada por 3xDedr(x,y).

Lema 3.1. Seja B(z) a férmula Provy(z). Entéo vale cada uma das
assercoes a seguir.

(1) SeQCTeTk ¢entao THB(ToM).
(2) Se IS, €T eTkHDB("o—¢7) = (B(T¢7) — B(T)).
(3) SeI¥; CTeSe¢éformula, entdo T F B("¢") — B("B("¢")7).

Demonstracao: Provaremos os itens 1 e 2, deixando o item 3 como
exercicio (que decorre de um argumento parecido com o de 2).

1. Seja ¢1, ..., ¢, uma deducao de ¢. Entao T+ Ded(s,"¢"), sendo
s={(n, ¢1, ..., ¢n). Portanto T'+ JzDed(z,"¢"), ouseja T F B("¢™").

2. Se x é o codigo de uma demonstracao de ¢ — ¥ e z é o cédigo
de uma demonstracao de ¢, entao (m(x) + m(z) + 1, C(z,y, 7)) é
o c6digo de uma demonstragao de ¢, sendo que C(z, y, z) é a funcao pri-
mitiva recursiva que calcula o cédigo (I3 (z), . . ., H:igig(x), 5 @ (y),

m1(y)
T Thm(y)

T + Vavz[3w (Ded(z, "¢ — ¥ T)ADed(z, "¢7)) — (Ded(w, ¥ )Aw = C(a,y, "]

(y), z). Precisamos de I¥; aqui para podermos provar que

(observe que a férmula entre colchetes é 3y ). O

Lema 3.2. (Lema da diagonalizagao) Seja ¢(z,y) uma férmula cu-
jas variaveis livres sao x e ¥y = vy, . . ., Yn, € T uma teoria recursivamente
axiomatizdvel, contendo a teoria (). Entao existe uma férmula ¥ (7),
cujas variaveis livres sao ¥, tal que

THEY(@G) <= o(T¢(z,9)", 7).

Demonstracao: Seja ¢(x,y) dada, e seja F'(n) a fungao definida por
F(n) =06("07,y), se n = §(x,y) e x, y ocorrem livres na férmula ¢,
e F(n) = 0, se n nao é desta forma. Entdo F' ¢ primitiva recursiva
(verifique), e representdvel por uma férmula Aq, a(z,v). Seja x(z,7)
a formula Jo(a(z, v) A 6(v, 7)) e ¥ = F(x) = x("x(z.5)", 7).



17

Temos que @ (contida em T") prova as equivaléncias ¢ <= Jv (a("x(z,7)",v)A
o(v,7) = v =F(x(x9)7 A7) = Fw="¢7A

U(z,g)) = (TP p). O
Exercicio 3.2. Versao do lema da diagonalizagao para N. Seja
¢(r,y) uma férmula cujas varidveis livres sdo z e § = y1, ..., Yn, € seja

F(n) a funcao definida por F(n) = 6("07,9), se n = d(x,y) e z, ¥
ocorrem livres na férmula 0, e F'(n) = 0, se n ndo é desta forma. Seja
a(z,v) uma férmula A, definindo o gréfico de F'. Seja x(x,y) a féormula

Fv(a(z, v) A (v, §)) e = F(x) = x("x(x,9)",9). Mostre que
NEVYY[(Y) <= o("(z, 7). 7).

Teorema 3.1. (Primeiro Teorema de Incompletude de Godel)
Se T' D () é uma teoria consistente e recursivamente axiomatizavel, tal
que T nao prova nenhuma sentenca >; falsa em N, entao existe ¢ tal

que T Hy e Tt —p.

Demonstracao: Seja 1 uma sentenca dada por diagonalizagao da
férmula —=Provy(z), ou seja, T'F ¢ <= —Provy("¢7).

Se T+ 1, como a férmula Provy(T¢™) é 34, codificando a prova
de 1, obtemos N | Provy(T¢7), donde segue que T+ Provy(T¢7).
Por outro lado, de T' + ¢ <= —=Provy("¢7"), obtemos que T F
—Provy(T¢7), ou seja, T é inconsistente.

SeTkF —,de Ttk ¢ < —=Provp("¢"), T+ Prove(T¢7), que é
uma sentenca ;. Da hipdtese de T nao prova sentencas »; falsas em
N, temos que N |= Provy(T¢™7). Portanto existe um ntimero a € N que
codifica uma prova de ¥ a partir de T', donde segue que 17"+ —), ou
seja T' é inconsistente.

Portanto, sendo T consistente, Tt/ ¢ e T t/ —). 0

A hipotese de que T' nao prova nenhuma sentenca ¥; falsa em N é
muito forte, e pode ser eliminada, como veremos a seguir.

Teorema 3.2. (Primeiro Teorema de Incompletude de Gédel e
Rosser) Se T' O ) é uma teoria consistente e recursivamente axioma-
tizavel, entao existe ¢ tal que T ¢ e T tf .

Demonstragao: Seja Rf(x,y) a férmula A; definindo a relagao re-
cursiva “zr é o cédigo de uma prova da negacao da féormula y”. Seja
d(y) a férmula Jx Rfp(x,y) AVz < z=Dedr(z,y), que é uma férmula
Y1. Seja 1 obtida por diagonalizacao de d(y).
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Suponha que T+ v. Entao T+ Dedr(a, "), para algum a € N.
Sendo T consistente, T' t/ —), donde segue que, para todo b € N,
N | —Rf7(b,"97) e, como a férmula é Xy, T+ =Rfy(b,"¢7), para
todo b € N. Por outro lado, da diagonalizagao, segue que T F ("7,
ou seja, T F Jz Rirp(x, ") AVz < z—=Dedr(z,79™7). Seja b € N, tal
que b > a. Entdo T F Vo Rfr(z,"y7) — (b < z), donde segue que
T+ Vz < b—Dedr(z,797), ou seja, T+ —Dedz(a,"7), o que implica
que T é inconsistente.

Agora suponha que T+ =) e seja a € N, tal que N |= Rf;(a, 7).
Da diagonalizagao, T'+ Va(Rfr(z, ") — 3z <  Dedz(z,7¢7)), don-
de segue que T+ (Rfr(a,"7) — 3z < aDedr(z,"™7)). Como Q C T,
temos que existe b € N, b < a, tal que T = Dedz(b,"97). Dai, segue
que b é o codigo de uma demonstragao de v a partir de T', isto é, T 1),
o que implica que 1" é inconsistente.

Portanto Tt/ ¢ e Tt —. O

Exercicio 3.3. Seja T recursivamente axiomatizavel e contendo Q).

(1) Mostre que os conjuntos P ={o:TkF o} e B={c:TF -0}
Sao recursivamente enumeraveis, mas nao sao recursivos.

J

Seja C' C Flag, talque ACCe(CNB=g. Seja C" ={~... Fo:
k
o nao é da forma —f, j é impar e, ou =0 € C, ou o & C}U{5.. . So:

o nao é da forma —0, k é par e, ou o € C, ou =0 & C'}.
(2) Mostre que se C fosse recursivo, C’ também seria recursivo.

(3) Mostre que se D C Flag é recursivo, A C D e, para toda
o € Flag, se 0 € D entao —o ¢ D, entao existe 0 € Flag, tal que
0,70 & D.

(4) Mostre que, para todo o € Flak, se 0 € C' entdao —o ¢ C’ e, ou
o€ ' ou-o¢(C'. Conclua que C' nao pode ser recursivo.

Dois conjuntos A e B como no exercicio sao ditos recursivamente
inseparaveis.

Teorema 3.3. O Teorema de Lob. Sejam T teoria recursivamente
axiomatizavel, contendo I¥;, e B(x) a férmula Provr(z). Se T
B("¢7) — ¢ entao T + ¢

Demonstragao: Seja 1) uma sentenca, tal que T' -1 <— (B("¢7) —
¢), dada pelo lema da diagonalizacao para a férmula B(x) — ¢.
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Como T'+ ¢ — (B("¢7) — ¢), entdo T+ B("Y — (B("Y7) —
®)7), donde segue que T+ B("¢7) — B("(B("¢7) — ¢)7), e portanto
T+ B("7) — (BB — B(T¢7). Como T F B(T¢7) —
B("B("¢™)™), temos que T'+ B("¢7) — B("¢7). Por hipdtese, T'
B("¢7) — ¢, donde segue que T+ B("¢7) — ¢. Como T F ¢ <—
(B("¢) — ¢), temos que T 1. Portanto T'+ B("1™), donde segue
que T+ ¢. 0

Um modo de expressar a consisténcia de T' (axiomatizavel) é a sen-
tenga Consy dada por =B("0 = S(0)7).

Teorema 3.4. (Segundo Teorema de Incompletude de Godel)
Se T O IY; é uma teoria consistente e recursivamente axiomatizavel
entao T I/ Consr.

Demonstragao: Se T + Consr, ou seja, T'+ =B("0 = S(0)7), entao
TF B("0 =.5(0)") — 0= 5(0). Portanto, pelo Teorema de Lob,
TH+HO0=S5(0). Como T+ 0# S(0), T é inconsistente. O

Dizemos que uma teoria T, numa linguagem contendo simbolos em
Ky C N, intepreta uma teoria 77, numa linguagem contendo simbolos
em K; C N, se existe uma K, férmula x(z) e uma correspondéncia
¢ — ®,hi, de formulas da linguagem de 7' para féormulas na linguagem
de Ty, tal que ¢ e @, tenham as mesmas varidveis livres, &, ¢ =Py,
Dyypy € Py — Py e Pgyy é Jrx(x) A Py, tal que se T} F ¢, entdo
To F .

Exercicio 3.4. Redemonstre os dois teoremas de incompletude, com
a hipotese de que T seja recursivamente axiomatizavel e que T" apenas
interpreta () ou 1.

Teorema 3.5. (Teorema da Indefinibilidade da Verdade de Tars
ki) O conjunto V(N) = {"¢" : N |= ¢} nao é definivel na linguagem de
T, ou seja, ndo existe nehuma férmula ©(x) tal que V(N) = {n: N |

O(n)}.

Demonstragao: Suponha que exista tal ©(z) e seja ¥ a sentenca
dada pelo lema da diagonalizacao (para N) para a férmula —=©(x), ou

seja, N E ¢ < —=0("¢7).

Se N | 9, entao N = =O("¢7), donde segue que N [~ 1, contra-
dicao.

Se N = =, entao N | ©(T¢7), donde segue que N = 1, outra

contradicao.
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Portanto, nao pode existir tal férmula.



