Logicas Construtivas: Intuicionismo, uma
Introducao

Ricardo Bianconi

1 Introducao

Vamos tratar agora de Logicas Construtivas, ou seja, aquelas em que se admi-
tem apenas argumentos construtivos. O que seriam argumentos construtivos?

Nao existe uma resposta consensual acerca disso. Cada escola de pen-
samento exige mais ou menos deste conceito. Um principio que é aceito
pelos chamados 1égicos cléssicos e rejeitado pelos construtivistas é o chama-
do principio do terceiro excluido, que se manifesta nas provas por reducao ao
absurdo, qual seja, se uma proposicao nao pode ser falsa, entao ela tem que
ser verdadeira. Os construtivistas exigem mais do que isto para ser verdade.
Por exemplo, se uma proposicao afirmando a existéncia de uma funcao com
uma dada propriedade nao pode ser falsa, isto nao quer dizer que ela é ple-
namente verdadeira, ou seja, plenamente aceitavel. Exige-se muito mais do
que isto, exige-se que se apresente uma construcao explicita de tal funcao,
que se possa calcula-la. O que varia entre as varias escolas construtivistas é
o nivel de exigéncia do que seja um método para calcular tal funcao. Para
uns, basta descrever um algoritmo mais ou menos informal e usar a Tese de
Church para afirmas que a funcao é recursiva. Outros nao admitem a Tese
de Church, exigindo a construcao explicita da fungao. Os mais radicais, os
finitistas estritos, nao se contentam apenas com isto, mas defendem que se
deve levar em conta os recursos materiais disponiveis para calcular tal funcao:
de que adianta descrever uma funcdao recursiva f que demandaria um tempo
maior que a idade do universo para se obter o valor de f(0)7!

Vamos explorar aqui apenas o Intuicionismo, que estd mais desenvolvidao
tecnicamente e tem interesse mesmo em aplicagoes ditas classicas. Para as



RICARDO BIANCONI. INTRODUGAO AO INTUICIONISMO 2

pessoas interessadas, recomenda-se o livro Varieties of Constructive Mathe-
matics' de Douglas Bridges e Fred Richman, que compara o intuicionismo,
o construtivismo de Erret Bishop (mais exigente que o intuicionismo) e o
construtivismo russo (menos exigente).

2 Intuicionismo

Os intuicionistas admitem como conceitos primitivos cada nimero natural e
o conjunto dos nimeros naturais (ndo precisam ser construidos). Todos os
outros entes matematicos deverao ser construidos. Dai, podemos considerar
as proposigdes intuicionistas como sendo sobre niimeros naturais: A(n) (n €
N).

As demonstragoes intuicionistas dividem-se em dois tipos:

(1°) Para se demonstrar A A B, demonstra-se A e demonstra-se B; para
se demonstrar A V B, demonstra-se A ou demonstra-se B; para se demons-
trar ~A, demonstra-se que A implica uma contradicao; para se demonstrar
Jz A(z), demonstra-se A(n), para algum n.

(2°) Para se demonstrar A — B, apresenta-se um procedimento (al-
goritmico) para transformar uma demonstragdo de A numa de B; para se
demonstrar Vo A(x), apresenta-se um procedimento (algoritmico) para (uni-
formemente) produzir uma demonstragao de A(n), para cada n € N.

3 Calculo Proposicional Intuicionista

Vamos estudar dois tipos de sistemas formais para o Célculo Proposicional
Intuicionista: o método axiomatico e o método dos diagramas (ou tabelaus).

Nos dois casos, a linguagem consiste num conjunto de simbolos de va-
ridveis proposicionais { P, : n € N}, simbolos légicos A, V, = e —.

Definigao 1 As férmulas proposicionais sao definidas indutivamente:

1. uma varidvel proposicional é uma férmula proposicional (as vezes cha-
madas de férmulas atémicas);

'D. Bridges, F. Richman, Varieties of Constructive Mathematics. Lecture Notes Series
n. 97. London Mathematical Society, Cambridge University Press, Londres, 1987.
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2.

3.

3.1

se A é férmulas proposicional, entdao = A também o é;

se A e B sao férmulas proposicionais, entao AAN B, AV Be A — B
também o sao.

O Método Axiomatico

O método axiomatico para o Calculo Proposicional Intuicionista é parecido
com o classico, mudando-se apenas dois axiomas, mas mantendo a regra de

Modus Ponens (ou MP): de A e de A — B, concluir B.
Axiomas do Célculo Proposicional Intuicionista:?

1.
2.

3.

9.
10.

A— (B — A)
(A= (B—C)) = ((A— B) = (A —C))
(A— B) = ((A— —=B) — —4)
ANB — A

AANB— B

A— AVB

B— AV B

(A-C)— ((B—C)— (AVB—=())
(A-B)— (A—-C)—=(A—=BACQC))
(AN-A)— B

Para obtermos o sistema clédssico, basta trocarmos os axiomas 3 e 10 por
(Az.3) (nA— B)— ((wA— -B)— A)
(Az. 10') —=(AAB) — (mAV -B).

2Existem outras listas equivalentes, dependendo dos autores que as produzam.
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Definicao 2 Seja I um conjunto (finito) de férmulas proposicionais e A uma
formula proposicional. Dizemos que A é dedutivel de I', ou em simbolos,
[' F A (ou simplesmente - A, se ' = &), se existir uma seqiiéncia de férmulas
proposicionais Aq,...,A,, tal que A,, é A e para cada i < n, A; é axioma,
ou elemento de I' (hipdtese), ou obtida de A; e Ay, com j,k < i, por MP (ou
seja, A; é uma féormula C, Ay é uma férmula C' — D e A; é a férmula D).

Observagao: Para evitar muitos simbolos, escreveremos I'; A = B ou
Ay, .. A, F Baoinvés de ' U {A} F B ou {Ay,...,A,} b B, respectiva-
mente.

Imitando os resultados para o caso classico, pode-se provar as seguintes
afirmagoes:

Exercicio 1 Mostre que H A — A. (Dica: use esta forma do axioma 1:

A—-(A—A) — A))

Exercicio 2 Mostre que vale o Teorema da Deducgao: I', A F B se, e s6
se, ' A — B. (Dica: indu¢do em uma deducao C} ..., C, de B a partir de
[, A, prove que I' - A — Cj; basta usar os axiomas 1 e 2.)

Exercicio 3 Mostre (usando o Teorema da Dedugao, se necessério) que:
1. (A-B),(B—=-C)F(A—=C(C)
2 A—-(B—C)F(AANB)—C
3. ANB) - CFA— (B—C)
4. AN(A— B)FANAB
5. ANBFAN(A— B)
BFBA(A— B)

N9

(A— B)F (AAC) — (BAC) (use o axioma 8)
8. (A— B)F (AV () — (BVC) (use o axioma 9)
9. (A— B)F (=B) — (=A)

10. A — (==A)
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

F(=——A) - —A

= (mmmmA) — (-—4)

A B+ AN(A— B)

—(AV B) F (mA) A (=B)

(=4), (~B) I ~(AV B)

sec AFCeBFC,entao (AVB)FC
se AFBe Al C,entao A (BAC)
seA-Bel,-AF B,entao' - B
ANBFCse esése, A, BFC

AN(BVC)E (AANB)V (AAC) (para isto, prove que A - B —
(AANB)V(AANC))eque AFC — ((AANB)V (AAC)); use o axioma
8 e depois o Teorema da Dedugao)

(AANB)V(AANC)E AN (BVC) (observe que (AANB)F AN(BVC),
etc.)

AV (BAC)F (AV B)A(AVCO)

(AVB)A(AVC)E AV (BAC) (observe que - B — (C'— (BA(C))
euse que (X = Y)H(XVZ)— (YVZ))

Exercicio 4 Para o proximo exercicio, precisamos das seguintes demons-
tracoes:

1.

(mAV B) F (A — B) (use a equivaléncia entre AN (-mAV B) e (mAA
A)V (AN B) e o axioma 10 para obter A, (-mAV B) - AA B, etc)

. (A — B)F =~AA-B

——=AAN-BF —(A — B) (lembre-se que (A — B) - (B — —A) e use
o axioma 3)



RICARDO BIANCONI. INTRODUGAO AO INTUICIONISMO 6

5. —|(—|ﬁA — —\—|B) - (—\—|A/\—|B)

6. =—(A — B) + (=—A — == B) (mostre que =—(A — B),—~—A,-B F
(=—=ANA-B),~(=—=A A -B) e use o axioma 3)

7. (-—A — —=B)F ==(A — B) (mostre que (——A — =—=B) F =—(—-—4 —

——B) e use algum item anterior que seja conveniente)

Exercicio 5 Mostre que se A é dedutivel no Calculo Proposicional Cléssico,
entao ——A é dedutivel no Célculo Proposicional Intuicionista. Para isto
prove que:

1. - ==((w4A — B) — (w4 — =B) — A) (use o exercicio anterior para
reduzir ao caso - (WA — —=—=B) — ((-A — =—=B) — ——A), que é
uma forma do axioma 3)

2. F =~(~(AAB) — (~AV =B)) (reduza a0 caso (~(A A B) F ==(~AV
-B)

3.seF——Aet —|—|<A — B), entao - —-—B

3.2 0O Método dos “Tableaux”

Existe um outro método de deducao equivalente, que vale tanto para o
Calculo Proposicional Intuicionista quanto para o Cléssico (com as devidas
modificagbes). Vamos descrever este método.

Definicao 3 Uma férmula anotada é um par A: V, ou A : F, sendo que
A é uma férmula proposicional. Uma configuragao é um conjunto finito de
conjuntos finitos de férmulas anotadas. Omitiremos as chaves dos conjuntos
de férmulas anotadas: A; : Ti,..., A, : T, representard o conjunto {A; :
Ti,..., A, : T,}, sendo que A; sao férmulas proposicionais e T; € {V, F'},
1< <n.

A tabela a seguir apresenta as regras de transformacoes de conjuntos de
férmulas anotadas.
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(V) S?QA;?/? B: :VV g j’:AFIA Ig,:BF: F
(W) S, j’:Avlv |§,:BV: % (FV)SZA: ?“?B: :FF
V=) 5 j’:AF? f;;BV: v (F *)si’,i;—)vg F F
) ) e

Esta tabela deve ser entendida assim: o conjunto de cima da barra deve
ser transformado pelo da parte de baixo da barra de cada regra; a linha
S, A = V| |S,B : V deve ser entendida como transformacao do conjunto
acima da linha em dois conjuntos, {S, A : V} e {S, B : V} (ramificacao).

Dado o conjunto de féormulas anotadas S, o conjunto Sy é o subconjunto
de S (possivelmente vazio), contendo apenas as férmulas de S da forma A : V.

Uma regra nao explicita (por se tratarem de conjuntos) é que podemos
repetir férmulas anotadas caso necessario: por exemplo, o conjunto S, A : V
¢ 0 mesmo que o conjunto S, A:V,A: V.

Definigao 4 Um tableau é uma seqiiéncia (finita) 7' = (C1, ..., Cy) de con-
figuracoes, tais que cada conjunto de cada C;,; é obtido de um dos conjuntos
S de C; pela aplicagao de uma das regras a pelo menos uma das férmulas
contidas em tal conjunto S. O tableau T" é fechado se cada conjunto de C'y
contém A :V e A: F, para alguma A.

Definicao 5 Um conjunto de férmulas S é inconsistente se para algum
tableau T' = (C4,...,Cy), com C; = {S}, é fechado. Uma férmula A é um
teorema (intuicionista) se S = {A : F'} for inconsistente.

Exemplo 1 Mostremos que o axioma 1, A — (B — A) é um teorema neste
sentido:

. (A-(B—A): F
2. A:V, (B— A): F (aplicando a regra F_.)
3. A:V,B:V A: F (novamente a regra F_,) Fechou o tableau.
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Como o tableau fechou, vemos que o primeiro axioma é teorema neste
sentido.

Exemplo 2 Mostremos agora que AV = A nao é sempre teorema:
1. (AV-A): F
2. A: F,—-A: F (regra F)

3. A:V (regra F., que é a tnica possivel de aplicar aqui) Nao fechou e,
dependendo de A, pode ser que nao feche.

Como, neste caso, nao ha nenhuma outra possibilidade de tableau, AV—-A
nao é teorema se nem A e nem —A sao teoremas.

Exemplo 3 Vejamos o axioma 3, (A — B) — ((A — —B) — —A):

L (A= B)— (A—-B)—~4)): F
2. (A= B):V,((A— ~B) > —A): F
3. (A—>DB):V,(A—-B):V,-A: F
4. (A= B):V,(A—-B):V,A:V

5. At F,(A—-B):V;A:V||B:V,(A—-B):V,A: F
6. A:F,(A—-B):VA:V||B:VA: F,A:V||B:V,-B:V,A: F
7. A:F,(A—--B):VA:V||B:VA: FFA:V||B:V,B: F

O tableau ramificou-se duas vezes (nas linhas 5 e 6), fechando em todos
os ramos. Assim, o axioma 3 é um teorema.

Exemplo 4 Vamos mostrar que, apesar de A V —A nao ser teorema, sua
dupla negacao, =—(AV —A) é teorema. Aqui usaremos o truque de repetir a
mesma formula anotada.

1. —|—|<A V —|A>  F

2. 2(AVv-4) : V (que é o mesmo conjunto que 7(AV-A) : V,=(AV-A):
V)
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3. 7(AV-A):V,(AV-A): F
4. 2(AV-A): VA F,-A: F
5. m(AV-A): VAV

6. (AV-A):FLA:V

7. A F-A:-FA:V

Como o tableau fechou, =—(A V —A) é teorema.

O truque deste exemplo pode (e deve) ser usado para mostrar que se A é
tautologia classica (mas nao intuicionista), == A é teorema.

Exercicio 6 Mostre que cada axioma intuicionista (1 a 10) é um teorema
no sentido dos tableaus.

Exercicio 7 Mostre via tableaus que cada uma das féormulas abaixo é um
teorema:

1. A———=A

2. A— (~A— B)

3. 7"(AV B) — (mAA-B)

4. ==(——A — A)

-=(A — B)) = (-—A — ——B)

N9

(

(

(nAAN-B) — —=(AV B)

(=(AV B)) = (-AA-B)

Exercicio 8 Mostre que NENHUM tableau fecha para as seguintes férmulas:

1. —mA— A
2. (—|A\/ —|B) — —\(A A\ B)
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3. —|(A A B) — (—|A V —|B)

Exercicio 9 (Método dos Tableaux para o Caélculo Proposicional
Cléssico) Mostre que se tomarmos o conjunto Sy como sendo o prfopio S
nas regras I, e F., entao os axiomas e teoremas cldssicos sao teoremos no
sentido dos tableaux.

4 Semantica e Completitude

Apresentaremos duas semanticas equivalentes para o Célculo Proposicional
Intuicionista e mostraremos a completitude dos dois métodos de demons-
tragao. A primeira semantica é uma extensao das tabelas verdades do cédlculo
classico e é mais apropriada ao método axioméatico. A segunda é devido a
Saul Kripke e é mais apropriada ao método dos tableaus. Da prova da equi-
valéncia das duas semanticas e pelos teoremas de correcao e de completitude,
segue que os dois métodos de demonstracao produzem os mesmos teoremas.

4.1 Algebras de Heyting

Definicao 6 Uma algebra de Heyting A é um reticulado distributivo e
pseudo complementado, com maximo e minimo, ou seja:

1. (reticulado) para cada a,b € A existem aUb=min{z € A:a < z,b <
zteanb=max{z € A:z <a,x <b};

2. (distributivo) para cada a,b,c € A, valem as igualdades a N (bUc) =
(anb)U(anc)eaU(bNe)=(aUb)N(aUc);

3. (pseudo complementado) dados a,b € A, existe um elemento a = b €
A, definido por @ = b = max{z € A : aNz < b}, e é chamado de
pseudo complemento de a relativo a b;

4. existem os elementos 0 = min A e 1 = maxA.

Definimos o pseudo complemento —a de a € A como sendo o elemento
—a=a=0.

Exercicio 10 Mostre que numa algebra de Heyting A valem:
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1. (a=0b)=1se, esdse, a<b;
2. (a=(b=c¢c)=(and)=¢
3. an(a=b)=anb;

4. 0N (a=b) =1b;

4.2 Correcao e Completitude do Método Axiomatico

Seja Form o conjunto das férmulas proposicionais. Dada uma &dlgebra de
Heyting A, uma funcao v : Form — A é chamada de atribuicao de valores
(ou de avaliagao) se satisfaz as condigoes:

1. v(AA B) =v(A) Nu(B);

2. v(AV B) = v(A) Uv(B);

3. v(A — B) =v(A) = v(B);
(

4. v(=A) = —v(A).

<

Uma féormula A é uma tautologia intuicionista se, para toda algebra
de Heyting A e toda avaliacdo v : Form — A, v(A) = 1.

O exercicio a seguir é uma simples indu¢ao numa dedugao de A.

Exercicio 11 Teorema da Corregao para o Método Axiomatico Mos-
tre que se A é uma algebra de Heyting e v : Form — A é uma atribuicao de
valores as férmulas proposicionais, entao:

1. v(A) =1 se A é um dos axiomas;
2. se v(A) =v(A — B) =1, entao v(B) = 1.

Conclua que se - A entao v(A) = 1.

Para provar a reciproca, o Teorema da Completitude, precisamos definir
uma algebra de Heyting muito especial, a chamada algebra de Linden-
baum do Calculo Proposicional intuicionista.
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Exercicio 12 Seja ~ a seguinte relagao entre férmulas proposicionais: A ~
Bse (es6se) A — Belk B— A. Mostre que

1. ~ é uma relagao de equivaléncia: A ~ A; se A ~ B, entao B ~ A;
se A~ Be B~ C,entao A ~ C (dica: use os axiomas 1 e 2 e que

FA— A);
2. se A~ B, entao (—A) ~ (=B);
3.s¢e A~Ce B~ D,entao (ANB)~(CAD)e(AV B)~ (CV D);
4. se A~Ce B~ D,entao (A — B) ~ (C — D).

Exercicio 13 Seja A o conjunto das classes de equivaléncia da relacao ~ do
exercicio anterior e denotemos a classe da férmula A como [A]. Mostre que:

1. arelagao <, definida por [A] < [B] se A F B, ¢ uma ordem parcial em
A;

2. com tal ordem parcial A é um reticulado distributivo, com minimo
0=[AA-A] e mdximo 1 =[A — AJ;

3. mostre que [A] = [B] = [A — B] define um pseudo complemento de
[A] relativo a [B].

Definicao 7 Com as operagoes definidas acima, o conjunto A torna-se uma
algebra de Heyting, chamada de Algebra de Lindenbaum do Célculo Pro-
posicional Intuicionista.

Exercicio 14 Teorema da Completitude para o Método Axiomatico:
Mostre que se A é uma tautologia intuicionista, entdao - A. (Dica: se I/ A,

considere v(A) = [A] € A.)

4.3 Modelos de Kripke

Definigao 8 Um modelo de Kripke é uma tripla (G, R,IF), sendo que G
é um conjunto nao vazio (que poderemos chamar de conjunto de estados de
conhecimento); R é uma relagao reflexiva (isto é a R a, o € G) e transitiva
(isto é, se aR B e SR, entdo aR~, «a, 3,7 € G); IF é uma relacdo entre
elementos de G e férmulas proposicionais, tal que:
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1. se A é féormula atomica e o I A, entdao para todo 0 € G, se aR (3,
entao O IF A;

2. sealFAealk B,entao at- AA B;
3.sealk Aoualk B, entao a - AV B;
4. se para todo [ tal que a R 3, B If A, entao a l- —A;

5. se para todo [ tal que a R 3, se B I+ A entao J IF B, entao a IF A — B.

Dizemos que uma féormula A é valida se, para todo modelo de Kripke
(G,R,IF) e todo a € G, temos que « I+ A.

Exercicio 15 Mostre que se a |- A e aR 3, entao § IF A. Observe que,
por definigao, isto vale para A atomica. Prove por indugao na quantidade de
simbolos em A.

Exercicio 16 Vamos mostrar que A — (B — A) é valida. Justifique as
afirmagoes a seguir. Seja a € G. Se a IF (B — A), entdo, pela definigao de
I para a implicagao, o I A — (B — A); se a |- —A, entao a I- (B — A)
e, portanto, a I A — (B — A). Se existir (3, tal que a R 3 e #IF A, entao
B+ B — Aeprotanto a lF A — (B — A).

Exercicio 17 Seja G = {«, 3} (apenas dois elementos), com a R (e, é
claro, a Ra e B R [3), A uma férmula atomica e 3 |- A, mas « | A. Mostre
que a lF (AV —A), ou seja, (A V —A) nao é vélida.

4.4 Correcao e Completitude do Método dos Tableaus

Para o método dos tableaus, é mais conveniente trabalhar com os modelos de
Kripke. Mas veremos a seguir que as duas noc¢oes semanticas sao equivalentes.

Dizemos que um conjunto de férmulas anotadas S = {A; : V,... A, :
V,By: F,...,B, : F} é realizivel se existe um modelo de Kripke (G, R, IF)
ealguma € G, taisque al- A4;, 1 <i <m,ealf B;,1 <j<n. Assim, se A
¢ uma férmula vélida (em qualquer modelo de Kripke), {A : V'} é realizavel,
mas {A : F'} nao o é. Uma configuracio C = {Si,..., Sk} é realizavel se
pelo menos um dos S € C for realizével.
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Exercicio 18 Seja S um conjunto de férmulas anotadas. Suponha que S
seja realizavel. Mostre que:

1. (Vi)se (AAB):V €S, entao SU{A:V,B : V} também ¢ realizdvel;

2. (V) se (AVB):V € S, entao pelo menos um dos conjuntos SU{A : V'}
ou SU{B :V} é realizdvel;

3. (VL) se (mA) : V€S, entao SU{A: F} é realizavel;

4. (V_)se (A — B):V €8S, entao pelo menos um dos conjuntos SU{A :
F} ou SU{B :V} érealizdvel,

5. (Fp)se (AAB) : F € S, entao pelo menos um dos conjuntos SU{A : F'}
ou SU{B : I} é realizavel;

6. (Fv)se (AVB): Fe S, entao SU{A: F,B: F} também é realizivel;
7. (F.) se (mA): F €S, entao Sy U{A: V} érealizivel;

8. (F.)se (A — B): F €S, entao Sy U{A : V,B : F} também ¢
realizavel.

Exercicio 19 Teorema da Correcao para o Método dos Tableaus:
Seja (C1,...,C,) um tableau. Mostre que se C; é realizavel, entdao Cjyq
também é realizavel. Conclua que tal tableau nao pode fechar. Assim, se A
é teorema, entao A é valida em qualquer modelo de Kripke.

Agora passaremos a completitude. A demonstracao descrevera um algo-
ritmo que, dada a férmula A, ou produzird um tableau fechado comecando
com S = {A: F'}, ou um modelo de Kripke (finito) realizando S. Tal modelo
serd construido a partir de conjuntos de férmulas anotadas com a seguinte
propriedade:

Definicao 9 Um colecao de conjuntos de férmulas anotadas G é chamado
de colecao de Hintikka se cada o € G for um conjunto consistente de
férmulas anotadas (ou seja, nenhum tableau comegando com tal conjunto
fecha) e satisfizer as seguintes condigoes:

l.se (AANB):Vea,entao A:VeaeB:V e
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2.se (AANB):Fea,entao A: FeaouB: F € q
3.s¢e (AVB):Vea,entao A:VeEaouB:V Eaq;
4. se (AVB): Fe€a,entao A: Feae B: F €«

5. ¢ (A= B):Vea,entao A: FeaouB:V € q;

6. se (A — B) : F € «, entao para algum (3 € G, temos que ay C 3,
A:VepBeB:Vef

7. se (mA):V €, entao A: F € q;

8. se (mA) : F € a, entdo para algum § € G, temos que ay C [ e
AV ep.

Exercicio 20 Seja G uma colecao de Hintikka. Definimos a relacao R em G
por aR (3 se ay C (. Definimos a relacao I- entre elementos de G e férmulas
por a I A se A é atomica e A : V € a e estendemos de modo que (GR,IF)
forme um modelo de Kripke. Mostre como estender |- de modo a abarcar
todas as féormulas.

Exercicio 21 Teorema da Completitude para o Método dos Table-
aus: Mostre que se A é valida, entao A é um teorema. Para isto, suponhamos
que A nao seja teorema, ou seja, nenhum tableau para {A : F'} fecha. Vamos
obter uma cole¢ao de Hintikka que servirda de modelo (para —A). Aplicando
uma das regras F' obteremos um conjunto de férmulas anotadas Sy; aplica-
mos todas as regras possiveis exceto F_, e F.,, obtendo S7, que tem a seguinte
propriedade:

1.se (AANB):V € Sy, entao A:V,B:V €5
2.s¢e (AVB):VeS,entaoou A:V € Sj,ou B:V € Sy;
3.se (A—=B):VeS,entaoou A: F € Sj,ouB:V €Sy

AANB):Fe S, entatoou A: F e Sy,ouB: FeSy;

(
(
(

4. se (—A):V €S, entdo A: F € Sy
5. se (
(

6. se (AVB): FeS),entao A: F,B: F € 5.
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Depois aplicamos a Sy as regras F_. e F., onde couber, obtendo um ou mais
conjuntos Uy, dots, Uy, resultantes da aplicagao da regra F'_, a cada ocorréncia
de (A — B): F em S; e da regra F., a cada ocorréncia de (—A) : F' em 5.
Assim, por exemplo, se (A — B) : F' € Sy, para algum i, U; = (S;)y U {A:
V,B: F}. Sejam S, ..., Siio 0 resultado de aplicar as outras regras (como
no caso de S7) a cada U;. Depois faca 0 mesmo tratamento com as regras
F_ e F_ com Sy, e assim por diante. Este procedimento termina? Se A
nao for teorema, {A : F'} é consistente. Dai, podemos escolher os S; todos
consistentes. Detalhe os argumentos e verifique que o método esbocado ou
produz um modelo de Kripke para —A, ou produz um tableau fechado para

{A: F}.

4.5 Equivaléncia entre as duas Semanticas

Vamos mostrar aqui que uma férmula A é uma tautologia intuicionista (no
sentido das algebras de Heyting) se, e sé se, A é vélida no sentido dos modelos
de Kripke. Para isto vamos obter um modelo de Kripke a partir de uma
algebra de Heyting e, reciprocamente, obteremos uma algebra de Heyting a
partir de um modelo de Kripke.

4.5.1 Passando do modelo de Kripke para a algebra de Heyting

Comecemos com um modelo de Kripke (G, R,IF) e uma férmula A valida.
Seja A ={X : X CG,etalquese a € X e aR 3, entao § € X} (dizemos
que tais X sao R-fechados). Seja < a ordem parcial em 4 dada pela inclusao
X <Y se, eso6se, X CY. Definimos N e U como a interseccao e a uniao de
conjuntos.

Exercicio 22 Mostre que, assim, A é um reticulado distributivo, com minimo
0=gemiximol =4gG.

Exercicio 23 Sejam X, W € AeY € A taisqueY C (G\ X)UW eY
¢ maximal R-fechado (ou seja, Y é R-fechadoese Z C (G\ X)UW e Z é
R-fechado, entdao Z C Y). (Por que existe um tal Y maximal?) Mostre que
Y=X=1W.

Exercicio 24 Mostre que é uma avaliacdo a func¢éo v : Form — A, v(A) =
{a € G: alk A}, e que se A é uma férmula valida em (G, R,IF), entdao
v(A) =1.
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4.5.2 Passando da algebra de Heyting para o modelo de Kripke

Seja A uma dlgebra de Heyting. Um filtro em A é um subconjunto F' de A,
talque 1 € F,eanbe Fse,esésea,beF.

Exercicio 25 Mostre que se F' é um filtro, a € F e a < b, entao b € F.

Exercicio 26 Mostre que I’ é um filtro se, e s0 se, a,a = b € F implicar
que b € F. (Dica: calcule ana = 10.)

Se F' é um filtro em A e a € A, entao o filtro gerado por F e a é o
menor filtro contendo F'U {a}.

Exercicio 27 Mostre que se F' é filtro e (a = b) € F, entao o filtro gerado
por F' e a nao tem o elemento b.

Exercicio 28 Mostre que se o filtro F' nao possui o elemento —a = (a = 0),
entao o filtro gerado por F' e a também nao possui tal elemento.

Dizemos que o filtro ' é um filtro primo se a Ub € F implicar que ou
a € Foube F. Un filtro FF C A é um filtro maximal se F' # A e se I’ é
um filtro tal que F' C F' #£ A, entdao ' = F'.

Exercicio 29 Mostre que um filtro maximal é um filtro primo.

Exercicio 30 Mostre que dados um filtro F' e a ¢ F', entao existe um filtro
primo P O F tal que a ¢ P. (Dica: use o Lema de Zorn no conjunto de
todos os filtros F’ D F, tais que a € F’, e verifique que o elemento maximal
obtido ¢é realmente um filtro primo.)

Seja G o conjunto de todos os filtros primos F' # A e seja R a relacao de
inclusao C. Seja v : Form — A uma avaliagao. Definimos a relagao I+ assim:
alF A se v(A) € a (lembre-se de que v é um filtro em A).

Exercicio 31 Mostre que (G, R,IF) assim definidos forma um modelo de
Kripke, tal que a férmula A é vélida neste modelo se, e s6 se, v(A) = 1, v
definida acima. Para isto, verifique:
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1. se A é atomica e a I A, entao para todo 8, aR 3, G Ik A,
2. alFAANBse esbése, alk Ae alk B;

3. alF AV Bse, esdse, alkAoual- B;

4. se alF = A, entao para todo (3, se a R (3, entao [ I A;

5. se alF (A — B), entao para todo (3, se a R 3, se fIF A | entao S I+ B.

Exercicio 32 Mostre que A é uma tautologia intuicionista no sentido de
algebras de Heyting se, e sé se, A for valida em todo modelo de Kripke.



