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O Teorema de Harnack

1 Introducao

Este texto nasce de uma série de seminarios visando preparar alunos de pés
graduacao para trabalhar nesse tema.

O texto a seguir nao sofreu nenhuma revisao e, por isso, deve ser lido
com muito cuidado, corrigindo os erros que porventura escaparem.

Assumiremos que, exceto mencgao explicita em contrario, todos os aneis
e corpos sao de caracteristica zero.

2 O Resolvente

Sejam K um corpo e p,q € K[z]| dois polinomios. O problema que queremos
resolver é decidir se ambos tem uma solucdo comum, em alguma extensao
de K. Isto pode ser exprimido como a busca de um fator comum h € K[z],
nao constante, para p e q. Escrevendo p(x) = h(x)p1(x) e q(x) = h(z)q1 (),
podemos recolocar o problema como a procura de polinémios pi, ¢1 € K|[x],
cujos graus sejam menores que os de p e ¢, respectivamente, e tais que

@ (x)p(z) = p1(x)q().
Escrevendo ! p(x) = 3,7 aix?, q(z) = S, biat, pi(x) = S0y wia

1 : . .
e qi(z) = Y7, viaz', o problema reduz-se a determinarmos se existem
UQy -+« + s Up—1,V0, - - -, Um—1 € K, sendo que nem todos sejam nulos, de modo

a obtermos a igualdade ¢ (x)p(z) = p1(x)q(z), ou ¢1(x)p(x) —p1(z)g(x) = 0.

'Renomeando os polinémios, se necessério, podemos supor que n > m.



Para que isso ocorra, os coeficientes de todos os monémios do polinéomio do

lado esquerdo da igualdade devem anular-se:

0

Coeficiente de 1 = z": agvy — byug = 0.

Coeficiente de x: ajvg + agvy — biug — bour =0

Coeficiente de z*: Ef:o ak,ivi—Zfzo bi_iu; = 0, parak < m—1 <n-—1.
Coeficiente de z*: Z?:o ak_wi—Zf:k_m

Coeficiente de z*: Z:’gcl_n iV — Z?;kl_m bp_ju; = 0, paran < k <
m+n—1.

Isto pode ser expresso na forma matricial (pois é um sistema linear nas

bp_iu; =0, param < k <n-—1.

variaveis v, . .., Um—1 € (—ug), ..., (—um—1) (essa troca de sinal é pura con-
veniéncia):
Vo 0
Umn— 0
M| ™t =
—UuQ 0
—Up—1 0

A matriz dos coeficientes do sistema linear é:

ag 0 0 ... 0 O bp 0O 0 ... 0 O
ay ap 0 0 0 b1 bo 0 0 0
a2 a1 Qo 0 0 b2 bl b() 0 0
M = S
o 0 0 ... ap, a1 0 O O ... b, m-—1
0O 0 0 ... 0 apn 0 0 O 0 by

A matriz dos coeficientes desse sistema, linear tem n+m linhas e colunas,
sendo que as primeiras m colunas contem apenas os coeficientes de p(z) e
zeros, enquanto que as n ultimas contem apenas os coeficientes de g(zx) e
ZEros.

Esse sistema admite uma solugao nao trivial se, e somente se, o determi-
nante da matriz dos coeficientes do sistema linear se anular. Esse determi-
nante é chamado de resolvente de p e ¢, e denotado por R(p, q). O resultado
final que desejamos é:



Teorema 2.1 (Resolvente) Dados os polinémios p(z) = Y," a;z’ e g(z) =
il bizt em Kz] (1 < m < n), entdo o resolvente R(p,q) anula-se se, e
somente se, ou a,, = b,, = 0 ou eles admitem um fator comum nao constante.

3 O Teorema de Bézout para curvas

Agora o problema que queremos resolver é determinar o nimero maximo
de pontos de uma interseccao de duas curvas planas, dadas pelo sistema
p(z,y) =0, g(x,y) = 0, com p,q € K|z,y|, desde que essa interseccao seja
finita.

Suponhamos que exista apenas uma quantidade finita de solugbes para

b .
d ) € My(K) for matriz
invertivel, entao a quantidade de solucdes do sistema acima é a mesma que
a do sistema p(ax + by, cx + dy) = q(ax + by, cx + dy) = 0. Como o corpo K
¢ infinito, e a quantidade de solucoes do sistema ¢ finita, entao existe pelo
menos uma matriz como acima tal que, para cada x € K, existe no maximo
um y € K, tal que(z,y) é solugao do novo sistema. Podemos, entao, assumir
que o sistema original possui essa propriedade.

o sistema p(z,y) = ¢(x,y) = 0. Entao se ( Z

Considerando p, ¢ como elementos de K (z)[y] (polinémios em y, com coe-
ficientes em K (x), podemos aplicar o critério do resolvente, obtendo R(p, q),
um polinémio em z, de grau igual ao produto dos graus (totais) de p e ¢
(observe que a diagonal da matriz do resolvente contém m vezes o elemento
ag e n vezes o elemento b,,; como ag € um polindmio em x de grau igual ao
de p(z,y) e by, é de grau zero em z, o grau de R(p, q) é esse mesmo). Assim,
temos o

Teorema 3.1 (Bézout) Suponha que a quantidade de solugoes do sistema
p(z,y) = q(x,y) = 0 seja finita, sendo que p,q € K[z,y]. Entao essa
quantidade nao é maior do que o produto dos graus totais dos polinémios p

eq.

4 Curvas algébricas planas

4.1 Topologica das curvas simples e fechadas no plano pro-
jetivo

O plano projetivo (sobre um corpo K) pode ser definido como o conjunto de
todas as retas de K® passando pela origem (ou seja, todas as solugdes em



K3 de equacoes lineares homogéneas ndo triviais).

No caso em que K tem uma topologia natural (por exemplo, se for um
corpo ordenado, herdando a topologia definida pela ordem), o plano pro-
jetivo admitird uma topologia compativel, herdada de K3: é a topologia
menos fina que torna a projecio 7 : K3 — Po(K) continua.

Podemos visualizar a topologia do plano projetivo (real) da seguinte
forma. Seja K um corpo ordenado. Considere a esfera unitria S? =
{(z,y,2) € K3 : 2%+ 4% + 22 = 1}, com a topologia induzida de K3. Entdo
o plano projetivo pode ser visto como o quociente de S? pela relacio de
equivaléncia p ~ ¢ se p = g ou p = —q (antipoda). A topologia de Py(K) é
gerada pelas projeces dos abertos de S?. Um conjunto de representantes
dessas classes de equivaléncia pode ser o conjunto X = {(x,y,2) € S? : z >
0,ou(z=0ey>0}\{(0,0,—1)}.

Na figura 1, vemos o hemisfério superior da esfera. Af fica facil visualizar
o fato de que o plano projetivo consiste de uma faixa de Mobius colada a
um disco.

Figura 1: Hemisfério supoerior da esfera visto de cima.

Uma curva simples e fechada no plano projetivo real (os casos em que K
for um outro corpo ordenado sera tratado em outra ocasiao) pode ser de dois
tipos: ou é uma pseudo-reta, que é uma deformacao cotinua de uma reta
projetiva, e, portanto, seu complemento é homeomorfo a um plano afim; ou
é uma oval, ou seja, seu complemento no plano projetivo consiste de duas
”componentes”, o interior, que ¢ homeomorfo a um disco, e seu exterior, que



é homeomorfo a uma faixa de Mobius.

Uma curva algébrica nao singular no plano projetivo nao pode ter mais
de uma componente pseudo-reta,pois o complemento de uma pseudo-reta
serd homeomorfo a um plano afim e neste todas as curvas simples e fechadas
sao ovais (dividem o ”plano afim”em duas partes: o interior e o exterior da
curva.

4.2 O Teorema de Harnack

Vamos aplicar o Teorema de Bézout para delimitar o nimero de componentes
conexas de uma curva projetiva plana real.

Vamos tratar aqui do caso em que o corpo K = R, deixando para mais
adiante sua generalizacao para qualquer corpo real fechado.

Uma curva nao singular do plano projetivo é o conjunto solu¢ao (em
coordenadas homogéneas de P3(R)) de um polinémio homogéneo p(zx,y, z) €
R[z,y, z] ndo constante, tal que o vetor (dp/dx,dp/dy, Ip/Dz) nao se anule
em nenhum ponto da curva.

Observemos que uma curva algébrica de grau N no plano projetivo é
definida por um polinémio homogéneo nao trivial de grau N, da forma

pla,y,2) = Y aia'y 2N —i—j),
0<i+j<N

sendo que nem todos os coeficientes a; ; sao nulos. Estes coeficientes per-
fazem um total de (N + 1)(INV + 2)/2 elementos e, portanto, podemos fazer
uma bijecao entre curvas definidas por tais polindmios e elementos do espago
projetivo P(N+1)(N+2)/2 (R)

Se escolhermos pontos & € Pa(R), 1 < k < M, com coordenadas
homogéneas (ou seja, triplas ordenadas em R3\ {(0,0,0)}), "em posicoes
genéricas”, considerando os coeficientes a; ; de p(z,y, z) como varidveis, o
sistema linear p(&) = 0, 1 < k < M terd a matriz dos coeficientes com
posto min{M, (N + 1)(N + 2)/2}. Portanto, se M > (N 4+ 1)(N +2)/2, o
sistema linear admitird somente a solucao nula. Portanto, para garantirmos
a possibilidade de existir uma curva algébrica de grau N passando pelos
pontos dados, M deverd ser no méximo (N + 1)(N +2)/2 — 1.

Teorema 4.1 (Harnack) Uma curva algébrica nao singular do plano pro-
jetivo real, de grau m, possui nao mais que g(n) + 1 componentes conexas,
sendo g(n) = (n—2)(n—1)/2.



Demonstragao: Os casos n = 1 e n = 2 sdo simples. Podemos considerar
0 caso n > 2.

Suponhamos que exista uma curva nao singular de grau n > 2 com pelo
menos L = g(n) + 2 componentes, I'1, ..., I'r. Entdo, no méximo uma
dentre elas pode ser uma pseudo-reta. Digamos que I'y, ..., [';_1 sejam
todas ovais.

Se fizermos N = n — 2, para determinarmos uma curva de grau N,
podemos escolher (N + 1)(N +2)/2 -1 =n(n —1)/2 — 1 pontos no plano
projetivo. Como n > 2, temos que n(n—1)/2—1 > g(n)+1. Se escolhermos
”genericamente” pontos & € Ty, para 1 < k < L —1 = g(n) + 1, e os
restantes § € I'z, g(n)+2 < k <n(n—1)/2—1, temos que, para cada oval,
a interseccao da nova curva com a oval contém pelo menos mais um ponto
(a curva entra e sai da oval) e, portanto teremos pelo menos 2(L—1)+n(n—
1)/2 — g(n) —2 = g(n) + n(n —1)/2 = (n — 1)? pontos de interseccio.

Por outro lado, o Teorema de Bézout diz que nao poderia haver mais do
que n(n — 2) = n? — 2n pontos, uma contradicdo & quantidade n? — 2n + 1
de pontos obtidos. O



