Capitulo 6

Calculo de Predicados

6.1 Introducao

Relembrando que Bertrand Russell desenvolveu sua Teoria de Tipos para
evitar os paradoxos que uma linguagem formal muito expressiva ! apresen-
tava, e que essa teoria dividia os objetos do discurso matematico em niveis,
destacaram-se nos estudos posteriores os dois primeiros niveis: o nivel zero
(ou ordem zero), que consiste no que hoje chamamos de Calculo Proposi-
cional, e no nivel 1 (ou primeira ordem) que seria o que hoje chamamos
de Logica (ou Calculo de Predicados) de Primeira Ordem. Na verdade, sao
0s Unicos niveis em que o fenémeno da completude acontece, ou seja, to-
das as férmulas que puderem ser deduzidas no sistema todo, ja poderiam
sé-lo usando-se apenas axiomas e deducgoes restritos a primeira ordem. Ja
vimos a completude do nivel zero no capitulo anterior e veremos a do nivel
1 neste capitulo. No proximo capitulo veremos que perderemos o aspecto
algoritmico do Teorema da Completude - ou seja, nao existe nem um algo-
ritmo que decida (uniformemente) se uma férmula seria vdlida (o anédlogo de
tautologia).

Veja sobre Frege e o Paradoxo de Russell no Capitulo Histérico.
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6.2 A Teoria da Verdade de Tarski

Alfred Tarski 2 preocupou-se desde cedo com o problema filoséfico de definir o
conceito de verdade para sentencas de uma dada linguagem. Em seu famoso
artigo O Conceito de Verdade nas Linguagens Formalizadas ® atacou pela
primeira vez o problemas. Concluiu que era impossivel definir verdade para
as linguagens naturais *, ficando com o caso das linguagens formalizadas da
matematica.

Essencialmente, dividiu seu contexto em duas linguagens, uma formal-
izada (ou linguagem objeto), para a qual se deseja definitr verdade e, por-
tanto, nao pode conter nenhuma nocao interna de verdade, e uma linguagem
mais expressiva, chamada de metalinguagem, com os seguintes requisitos:

1. ela deve conter a linguagem objeto;
2. deve interpretar os simbolos logicos da linguagem objeto;

3. deve conter um minimo necessario de Teoria dos Conjuntos.

Reduziu o problema de definicao de verdade para a linguagem objeto a
nocao de satisfacdo, que veremos na secao seguinte.

Apesar de ser uma teoria matematicamente util, ndo é completamente
aceita filosoficamente °.

2Seu nome verdadeiro era Alfred Tajtelbaum. Nasceu em Varsévia, na Polonia, em
14 de janeiro de 1901, de familia judia. Em 1923, converteu-se ao catolicismo e mudou o
sobrenome para Tarski - o anti-semitismo era muito forte na época. Foi considerado um
dos maiores logicos do século XX. Faleceu nos EUA, para onde emigrou com o inicio da
Segunda Guerra Mundial, em 27 de outubro de 1983.

3Publicada em russo em 1933 e traduzida para o inglés em 1983. A traducdo em
portugués saiu em [?].

4Devido & sua riqueza de expressdo, que permitiria auto-referéncia e internalizar o
conceito de verdade, ingredientes que produzem facilmente o paradoxo do mentiroso.

5Consulte a obra de Richard L. Kirkham, Theories of Truth. A Critical Intro-
duction, The MIT Press, Cambridge, MA, EUA, 1992, especialmente os capitulos 5 e
6.
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6.3 Estruturas e Linguagens Formais de Pri-
meira Ordem

Estruturas matematicas carregam consigo, em geral, elementos distinguidos
(por exemplo, o zero, como elemento neutro da soma em Z), operagoes (a
soma e o produto em Z) e relagoes (por exemplo, a ordem em um conjunto
ordenado). E pratica comum usarmos os mesmos simbolos (por exemplo,
0, 1, 4+, <, etc.) para indicar elementos distinguidos, operacoes e relagoes
das vérias estruturas dentro de uma classe (por exemplo, espagos vetoriais,
aneis, corpos ordenados, etc.) Esse conjunto de simbolos serd chamado de
assinatura daquela classe de estruturas. Mais especificamente, uma assi-
natura é um conjunto L = C'U F U R, sendo que C', F' e R sao conjuntos
dois a dois disjuntos, F' = J,,»; F™, R =J,~; R" e supomos que possamos
distinguir se um dado elemento estd em C, ou em algum F™ ou em um R"
(por exemplo, os elementos de C' podem ser pares ordenados (0,i), i € I, os
de F™ triplas ordenadas (1,n,7) j € J e os de R triplas ordenadas (2, n, k),
ke K).

Dada uma assinatura L, uma estrutura para L (ou L-estrutura) é uma
quadrupla M = (M,CM FM RM) em que M é um conjunto nio vazio (o
dominio da estrutura), C* é uma aplicagao de C' em M (isto é, a cada
sfmbolo de constante ¢ € C associamos um elemento ¢ € M), FM é uma
associacao dos sfmbolos de fungiao f € F a funcoes fM : M™ — M (sendo
f n-dria) e RM uma associacao dos simbolos de relacio P € R a relagoes
(subconjuntos de M™, sendo P n-ario) PM em M.

Devido a um saudavel ¢ abuso de linguagem, denotaremos a estrutura M
por M, seu conjunto subjacente, quando a estrutura estiver subentendida.

Um morfismo de L-estruturas é uma aplicacao ® : M — N tal quesec €
C,0(cM)=cNT" se f e Fén-dria, ®(fM(xy,...,2,)) = fN(P(11),...,P(z)),
ese P € R én-éria, entao (z1,...,x,) € PM se, esé se, (®(z1),...,P(x,)) €
PYN. Se ® é bijetora, dizemos que é um isomorfismo (de L-estruturas).

Uma linguagem de primeira ordem consiste num alfabeto que contém
os simbolos logicos A, V, =, d e V, e também o da igualdade = sera consider-
ado como simbolo 16gico; um conjunto enumerédvel de simbolos de variaveis

6 Antigamente usava-se o alfabeto gético para denotar a estrutura: 9t = (M, ...).
"Esta condicdo restringe a existéncia de morfismos - por exemplo, a inclusdo do anel
nulo {0}, em que 0 = 1 em outro anel nao nulo nao sera considerado como morfismo.
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Var = {z,, : n € w}; simbolos nao 16gicos sdo os de uma assinatura L; além
disso a linguagem tem regras (gramaticais) de formagao de expressdes bem
fundadas, ou férmulas e sentencas.

Como o que muda de uma linguagem a outra é apenas a assinatura L,

usaremos o simbolo L também para denotar a linguagem de primeira ordem
assim obtida.

Exemplo 6.3.1 A linguagem da teoria dos grupos contém os simbolos e de
constante (para o elemento neutro) e o simbolo de func¢ao bindria, para a
operacao do grupo.

Exemplo 6.3.2 A linguagem da teoria dos anéis contém os simbolos de
constantes 0 e 1, e as operacoes binarias + e -, com as interpretacoes usuais.

Exemplo 6.3.3 A linguagem da teoria dos anéis ordenados contém os sim-
bolos de constantes 0 e 1, e as operacoes bindarias + e -, uma relacao bindria
<, com as interpretagoes usuais. Pode também ser usado o simbolo de fungao
undria — para o oposto de um elemento.

Para descrever as regras gramaticais, comecemos pelos termos de L (ou
L-termos):

Somente serao considerados termos as sequéncias de simbolos s de L para
as quais existe uma sequéncia finita sq, ..., s, tal que s é o ultimo elemento
da sequéncia, s,,, € cada s; deve satisfazer uma das condigoes abaixo:

e s; é uma variavel, ou
e um simbolo de constante, ou

® 5,6 f(siy,...,8;,) sendo que f é um simbolo de fungao n-dria e iy, ...,
in < i (isto é, ja foram obtidos anteriormente).

Com isto também podemos definir a complexidade do termo s, c(s),
como o menor m tal que existe uma sequéncia como acima.

Agora podemos definir férmula de L (ou L-férmula).

Somente serao consideradas féormulas as sequéncias de simbolos ¢ de L
para as quais existe uma sequéncia finita ¢q,..., ¢, tal que ¢ é ¢,, e cada
¢; deve satisfazer uma das condicoes abaixo:
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e ¢; 6 t; =ty (ou mais pedantemente, “= (t1,t3)”), sendo que t; e ty s@o
termos, ou

e R(t1,...,t,), sendo que R é simbolo relacional n-drio e ty,...,t, sdo
termos, ou

® 0; N\ Py, ou @; V ¢, ou 1¢;, em que j, k <1, ou

e Jx¢y or Vagy, sendo que x é uma varidvel e k < 7; neste caso, a férmula

¢ serd chamada de escopo do quantificador Va ou Jdux.

As férmulas do tipo t; = ty e do tipo R(t4,...,t,) sdo chamadas de
formulas atomicas.

Com isto também podemos definir a complexidade da férmula ¢ como
o menor m tal que existe uma sequéncia como acima.

Dada uma férmula ¢, definimos como variaveis livres as variaveis x que
ocorram em @ e que nao estejam no escopo de um quantificador 3z ou V.

Mais especificamente, definimos por indugao na complexidade de ¢ o
conjunto das variaveis livres de ¢, V' L(p) como:

e se p for atomica, V L(y) contém exatamente as varidveis que ocorrem
nor termos de ¢;

e se ¢ for =, entdo VL(p) = VL(Y);
e se p for g1 A g9 ou @1 V ¢ entdo VL(p) = VL(p1) UV L(gs);
e por fim, se ¢ for Jr 1 ou Va1 entdo VL(p) = VL(¢) \ {z}. Neste

caso, z ¢ dita variavel ligada.

Costuma-se escrever ¢(xy,...,x,) quando VL(¢) C {x1,...,z,}.

Uma férmula ¢ é uma sentenca se V L(p) for vazio.

Vamos definir agora a rela¢ao de satisfacao, =, que relaciona estruturas
e férmulas. Vamos definir esta relacao por inducao na complexidade das
formulas. Dadas uma estrutura M, uma atribuigao de valores s : Var —
M e uma férmula ¢, definimos M = ¢[s] por etapas.

Primeiramente, definiremos interpretagao de termos em M dada s,
tM[s] ou apenas s(t), como:
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e se t é a constante ¢, tM[s] = cM;

e se t é uma varidvel z, tM[s] = s(x);
e set édaforma f(ty,...,t,), t"[s] = fM(tM[s], ... t.]s]).

Usaremos apenas a notagao s(t) no lugar de tM[s], reservando esta tltima
quando for necessaria.

Agora definiremos interpretagao das féormulas em M, isto é, a relacao
M = ¢[s] (lela-se M satisfaz ¢ em s, ou que M é modelo de ¢):

e se p é atomica, P(ty,...,t,) (incluindo o caso t; = t3), M = ¢[s] se
(S(tl)v R S<tn)) € PM;

® sep &L Ay, M= gls] se M |= dus] e M |= ¢ofs];
o sepép Vo, M pls|se M= ¢1[s] ou M = ¢os];
e se v é ¢, M = p[s] se nao ocorrer que M = ¢[s] (ou M = ¢[s]);

e se ¢ é dxp, M | s] se existir a € M tal que se s’ : Var — M
satisfaz s'(x) = a e s'(y) = s(y) para todas as outras varidveis, entao

M = ols');

e sc p é Vrp, M = ¢[s] se para cada a € M, se s’ : Var — M satisfaz
§'(x) =ae s (y) = s(y) para todas as outras varidveis, entao M = ¢[¢]

Pelo exercicio 6.6.4, a relagao M = ¢[s] sé depende das varidveis livres de
¢. Neste caso, usando a notagao ¢(z1,...,x,) descrita acima, e sendo a; =
s(z;), podemos escrever a relacao M = ¢[s] na forma M | ¢(aq,. .., a,).
No caso das sentengas, denotaremos M = ¢, omitindo a atribuicao de valores
S.

6.4 Completude e Compacidade

Uma vez que tenhamos dado uma semantica (significado, ou interpretagao
na metalinguagem), vamos estender a nogao de deducao formal do célculo
proposicional para incorporar o tratamento dos novos simbolos introduzidos.
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6.4.1 Deducgao formal

Agora trabalharemos (quase) totalmente em L, descrevendo o que é uma
demonstracao formal em L sem fazer apelo a estruturas. Escolheremos um
conjunto de férmulas para que constituam os axiomas e descreveremos as
regras de inferéncia usadas em demonstragoes formais.

Para isto, precisamos olhar mais de perto as férmulas de L e separar o
que é puramente proposicional de quantificacao.

Dada uma férmula ¢, o conjunto das subférmulas proposicionais de
¢ é o conjunto SFP(y) definido por indugao:

e se p é atomica ou da forma Jz¢p ou Vro, SFP(p) = {p} (neste caso
chamaremos ¢ de férmula proposicional atémica);

o se & Py A g, ou Py Ve, entdo SEP(p) = SFP(¢1) USFP(¢s);
e e é g, SFP(p) = SFP(9) U{~}.

Podemos reconstruir uma férmula ¢ a partir de suas subféormulas proposi-
cionais atomicas usando os conectivos proposicionais A, V e —. Defini-
mos, para simplificar a notacdo, A — B como "AV B e A <~ B como
(A— B)A (B — A). Observe que “A” e “V” podem ser definidos a partir
de “=" e “=” (como exercicio, verifique isto).

Atribuindo-se valores V ou F (verdadeiro ou falso) as suférmulas atomicas
de ¢, fazemos a tabela verdade de ¢ da maneira usual (como exercicio, faca
isto), determinamos se ¢ é ou nao taultologia proposicional. No raciocinio
matematico, as tautologias proposicionais sao usadas em qualquer demon-
stracao.

Por uma questao técnica que ficara clara adiante tomaremos nao as tau-
tologias mas as vérias generalizacoes delas. Uma generalizagao de uma
férmula ¢ é a férmula Va,, ... Vz; ¢, sendo que {z;,,...,z;, } é um conjunto
(possivelmente vazio) de varidveis, podendo haver até repeticoes, ou variaveis
que nem ocorram em (.

Por isto, definimos o primeiro esquema de axiomas:
Axiomas I: Todas as generalizagoes de cada tautologia proposicional.

Passemos agora ao tratamento da quantificacao.
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O primeiro problema que encontramos ocorre quando queremos tomar
um caso particular de uma férmula da forma Vz¢, tirando o quantificador
Vx e trocando x em ¢ por um termo t. Para evitar besteiras do tipo ¢ ¢
Vady(z # y), t é a varidvel y, e a substituicao descuidada ficaria Jy(y # v),
precisamos definir corretamente este processo.

A substituigao livre da varidvel x pelo termo t em ¢, SL¢ ou ¢|,—y, é
definida por indugao na complexidade de ¢:

e se ¢ é atomica, ¢|,—; é obtida de ¢ pela substitui¢ao de toda ocorréncia
de x por t;

o se )¢ P1 A P2, Dot € O1lamt A Paluet;

o se ) é PV o, Olomt € O1lumt V Palu=t;

e se ¢ é Jyy (ou Vy) e nenhuma varidvel em ¢ é y, entao ¢|,—; é Iy(¢|z=¢)
(ou, respectivamente, Yy (1|,—¢));

e se ¢ é Jyy (ou VYyr)), mas y ocorre em t, entao ¢|,—; é a prorpia ¢.
Com isto introduzimos o segundo esquema de axiomas:

Axiomas II: Para cada férmula ¢ e cada termo t, as generalizacoes das
férmulas Voo — (¢|o=t) € (¢|z=t) — Jzo.

Os proximos tratam de como distribuir quantificacao em implicagoes.

Axiomas III: Para cada par de formulas ¢ e v, todas as generalizacoes
de Va(§ — ¥) — (Yo — Vo), (Jod AJzy) — 3z(d A ).

Axiomas IV: Para cada par de férmulas ¢ e 1, e variavel x que nao
seja livre em ¢, todas as generalizagoes de Vz(¢p — ¥) — (¢ — Vaup),

(¢ A Jzgp) — Jz(d A1),

Axiomas V: Para cada féormula ¢ e variavel z, todas as generalizacoes
de Vz¢p — —(Jx—¢) e de =~(Ix—¢) — Vao.

E, por fim, os axiomas da igualdade.

Axiomas VI: As generalizagoes de x =y — y = z, © = x e, para cada
simbolo de relagao n-aria P e termos tq,...,t,, as generalizagoes de

k

i=1
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sendo que t; é obtido de ¢; por zero ou mais substitui¢oes de ocorréncias das
varidveis x; por y;.

Agora podemos definir dedugao formal de uma férmula ¢ a partir de um
conjunto de férmulas I' (as “hipéteses”) tal que VL(I') = | J{V L(y) : v € T'}
seja finito, é uma sequéncia finita de férmulas ¢q,..., ¢, tal que ¢, é ¢ e
cada ¢; satisfaz um dos quesitos abaixo:

¢; é axioma, ou

¢; € T' (cita uma hipdtese), ou

(Modus Ponens ou Destacamento) existem j, k < ¢ tais que ¢, é ¢; —
¢i, ou

(Generalizagdo) existe j < i e variavel x ¢ VL(I') e ¢; é a féormula

Neste caso dizemos que ¢ é dedutivel a partir de I' e escrevemos I' - ¢.
Se I' é vazio, dizemos apenas que ¢ ¢ dedutivel, e escrevemos - .

A regra da generalizacao nada mais é do que o conhecido argumento de
que “como x € arbitrdrio, (uma dada propriedade) vale para todo z”, e, na
verdade, pode ser derivada, ou seja:

Lema 6.4.1 Se x ¢ VL(I') e I' F 9, entao existe dedugao de Vz ¢ a partir
das hipoteses de I' em que nao se usa a regra de generalizagao, mas apenas
a regra do Modus Ponens.

Demonstracao: Sem perda de generalidade (ou por indu¢ao na demon-
stragdo), podemos supor que ¥, ..., ¥, é deducdo de ¥ a partir de [' em
que nao se usa a regra de generalizacao. Vamos obter desta uma deducao de
Vx 1) sem usar a regra de generalizacao, por indugao no tamanho da demon-
stragao. Na verdade, a hipétese de inducao é que I' = Vx v);, para todo j < 1,
1 <1 < n (sendo que o passo inicial a hipétese é vazia).

Dividimos em trés casos:

e se ¢; é axioma, entao Vz ¢; também é axioma e, portanto, I' - Va 1);;

e se Y €', entdao & VL(¢);) e temos a seguinte dedugao:
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1. %; (listamos uma hipdtese de I')

2. Va(1; — ;) (é axioma proposicional)

3. Va(¢; — ;) — (i — Yaa;) (uma forma do axioma IV)

4. (¢Y; — Va1h;) (destacamento de 2 e 3)

5. Yz 1; (destacamento de 1 e 4)

e se 1; foi obtida por destacamento, existem j,k < i, tais que ¥ € a

férmula (¢; — ;) e, por hipdtese de inducdo, temos que I' F V),
e I' F Vz(¢; — 1;); assim, temos a seguinte dedugao, agregada &s
dedugoes da hipotese:

1. Va(¢; — ;) — (Vap; — Vayh;) uma forma do axioma III)

2. (Vap; — Vae);) (destacamento de 1 com Vz(y; — 1)), obtida
anteriormente)

3. Vat; (destacamento de 2 com Vx);, obtida anteriormente).

Com isto terminamos a demonstracao. 0

Uma consequéncia importante e 1til disso é o seguinte resultado.

Teorema 6.4.1 Se o simbolo de constante ¢ nao ocorre em nenhuma férmula
de', 2 € VL) e I' - 9|, entdo ' - Vaih.

Demonstragao: Denotemos 6|.—, a operacao de trocar todas as ocorréncias
de ¢ pela variavel x na formula 6. Observemos que se 6 é um axioma, entao
0|, também é axioma (verifique caso a caso); se 6 € I', entao 0|.—, é a
prépria 0. Observemos também que (0 — n)|.—, é a férmula (0|.—, — 7|c=s-

Assim, se ¢, ..., ¥, é dedugao de ¥|,—c, entao ¥1|e=y, - - -, Vn|e=s € uma
deducao de 9|, e, como x & VL(I"), I' F Vxi. O

O préximo teorema é muito importante, pois diz que a implicagao codifica
de certa maneira a relacao de deducao, . Além disso serda muito 1util em
aplicagoes.

Teorema 6.4.2 (Teorema da Dedugao) I'+ ¢ — 9 se, e s6 se, TU{p}
.
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Demonstracao: Podemos supor que a regra de generalizagao nao foi usada
para mostrar que I' = ¢ — . Assim, basta acrescentar as férmulas ¢
(hip6tese de I' U {¢}) e ¢ (destacamento) a tal dedugao, oara mostrarmos

que ' U{o} F 9.

Para a reciproca, suponha agora que 1,...,1, seja deducao de 9 a
partir de I' e ¢, em que nao se usa a regra de generalizacao. Vamos obter
por indu¢ao na demonstracao que I''=¢ — ;, 1 < 5 <mn:

e se v; é axioma ou elemento de I', a seguinte deducao prova que I' -

¢ — i
1. 1; (axioma ou hipétese de I)
2. Y, — (¢ — ;) (axioma I)
3. (¢ — ;) (destacamento);

e se 1; foi obtida por destacamento de v¥; e ¥y, j, k < i, digamos que 1,
seja a formula (¢); — 1;), por hipétese de inducao, temos que I' - ¢ —
;e ' ¢ — 1y; agregamos e essas deducoes as seguintes férmulas:

L (¢ = (¥; = i) = ((¢ = ;) = (¢ — 1)) (axioma I)

2. (¢ — ;) — (¢ — ;) (destacamento de 1 com (¢ — (¢; — 1)),
obtida anteriormente)

3. (¢ — ;) (destacamento de 2 com (¢ — 1;), também obtida
anteriormente).

Com isso fica provado o teorema. O

Dizemos que o conjunto I' é consistente se nao existir formula ¢ tal que
L'E ¢ Ao

Teorema 6.4.3 I'U {—¢} ¢ consistente se, e s6 se, [' I/ ¢.
Demonstracao: Se I' - ¢ entao 'U{—¢} - ¢ A —¢.

Se I'U {—¢} nao é consistente, seja ¢ tal que [' U {=¢} - 1» A ). Entao
I'F=¢p — ¢ A—1. Como (¢ — p A ) — ¢ é tautologia, I' - ¢. O
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6.4.2 Correcao, Completude e Compacidade

Dizemos que ¢ é consequéncia seméantica do conjunto de férmulas I’
(com VL(I') finito), e denotamos I' |= ¢, se para toda estrutura M e toda
atribuicao de valores s : Var — M, se M = I'[s] (isto é, se M = v[s], para
cada v € I'), entao M = ¢ls].

Teorema 6.4.4 (Teorema da Corregao) Se I' - ¢ entao I' |= ¢.

Demonstragao: Seja ¢4, ..., ¢, uma deducao de ¢ a partir de I', em que
nao foi usada a regra de generalizacao. Vamos mostrar por indu¢ao no com-
primento da deducdo que I' = ¢;. Seja M uma estrutura e s atribuigao de
valores, e suponha que M = I'[s]. Se ¢; é axioma ou pertence a I' entao
trivialmente I' = ¢;. Se foi obtida por modus ponens, de ¢; e ¢ com j, k < i
entdo pela hipétese de induc¢ao vemos que M = ¢;[s], e portanto I' = ¢;. O

A reciproca deste resultado é bem mais trabalhosa e é o chamado Teorema
da Completude.

Teorema 6.4.5 (Teorema da Completude I) Se I' |= ¢ entao I' - ¢.
Para provarmos este teorema, provaremos um resultado equivalente.

Teorema 6.4.6 Sao equivalentes:

1. SeI' = ¢ entao I' - ¢.

2. Se I' é consistente entao existe estrutura M e atribuicao de valores s
tais que M = I'[s]. Neste caso diremos que I' tem modelo ou que
M, s é modelo de T'.

Demonstracao: (1) = (2): Suponha (1) e que I ndo tenha modelo. Entao
para qualquer férmula ¢, a condi¢ao I' = ¢ é vaziamente satisfeita. Por (1),
I' E ¢. Em particular se ¢ é =) A1p. Portanto I ndo é consistente.

(2) = (1): Suponha agora (2) e que I' I/ ¢. Entao I'U {—¢} é consistente
e portanto tem modelo M,s. Mas M [~ ¢[s| e isto implica que " [ ¢. O
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Provemos, entao este enunciado. O método, introduzido por Leon Henkin
em 1949, difere daquele usado originalmente por Kurt Godel e chama-se
o Método das Constantes e mostrou-se bastante 1til para a construcao de
modelos.

Teorema 6.4.7 (Teorema da Completude II) Se I' é consistente entao
existe estrutura M e atribuigao de valores s tais que M = T'[s].

Demonstragao: Provaremos o caso em que a assinatura L ¢é finita ou enu-
meravel e indicaremos nos exercicios como tratar o caso geral (veja o exercicio

6.6.7).

Introduzindo novas constantes, se necessario, podemos supor que I' é um
conjunto de L-sentencas.

Seja D = {d,, : n < w} um conjunto (de novas constantes) disjunto
de L e L(D) = LU D. Enumere o conjunto de todas as L(D)-sentengas,
{¢n : n < w}. Construiremos uma sequéncia I';, de conjuntos consistentes
de L(D)-sentengas (juntando uma quantidade finita de L(D)-sentengas a I'y)
da seguinte forma:

o seja 'y =T
e suponha construido I',;; se I',,U{ ¢, } for inconsistente, entao I';, 11 = I'y;

e suponha construido I',; se I';, U {¢,} for consistente e ¢,, nao for exis-
tencial (isto é, ¢, nao é da forma 3z6), entao I,y = Iy U{on};

e suponha construido I',; se I';, U {¢,,} for consistente e ¢,, for da forma
Jz6, seja j, = min{j < w : d; ndo ocorre em nenhuma férmula de I',,}
e definimos I’y 11 = 'y U {00, 02=q,, }-

Neste tltimo caso (¢, é Jx6), como I';, U {¢,} é consistente, se I';, U
{®n, 02=q;, } fosse inconsistente, I'y, U {¢pn} = —0],—q,, ; como d;, nao ocorre
em I', U{¢,}, temos que I',, U {¢, } F Vzf (pelo Teorema 6.4.1) e, portanto,
[, U{én} F —¢,, contradizendo a conssisténcia de I',, U {¢,, }.

Seja I'so = U,,<,, I'n- Entao I' é consistente e, para toda L(D)-sentenca
Y, se ¥ & 'y, entao = € 'y, pois, se ambas estivessem fora de I'y,, nao
teriam entrado na sua construgao. Suponhamos que ¥ seja ¢, € = seja ¢,,.
Podemos supor que m < n. Isto significa que T, U{¢,,} e T, U{¢p,} seriam
ambos inconsistentes. Dai, decorre que I',, F —¢,, e, portanto I', = —¢,,,
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ou seja, I', F ¢,. Como T',, U {¢,} também seria inconsistente, [';, = =g,
contradicao a consisténcia de I',,.

Definimos a relagdo d ~ d' em D se a férmula (d = d’) estd em I',. Esta
¢ uma relagao de equivaléncia, pois os axiomas da igualdade estao em I'..
Seja [d] a classe de d € D e M o conjunto dessas classes.

Vamos interpretar L(D) no conjunto M:
esede D, d" =|[d

e se c € C é simbolo de constante de L, ¢M = [d], se a férmula (¢ = d)
estd em ['y; como Jz(c = z) estd em I',, pelo menos uma das férmulas
do tipo (¢ = d) estd em I'y;

e se f € L ésimbolo de fungao n-aria, definimos fM([d;,],...,[d;,]) = [d],
se a férmula f(d;,,...,d; ) = d estiver em ['y;

e se P € L for simbolo de relagio n-aria, definimos PM por ([d;,], ...,
[d;,)]) € PM se, e 86 se, a formula P(d,,, . ..,d;,) estiver em T,

Afirmamos que M = I'y,. Pelo fato dos axiomas da igualdade estarem em
' (em alguma forma), as sentencas atomicas de 'y, sdo satisfeitas em M.
Por inducao na complexidade das férmulas de I'y,, obtemos que M | T'
(veja o exercicio 6.6.6). O

Como corolario deste teorema, temos talvez o resultado mais importante
da Teoria dos Modelos.

Teorema 6.4.8 (Compacidade) Se I" é um conjunto de sentencas e cada
[V C T finito tem modelo, entao I" tem modelo. O

Este resultado tem este nome, pois admite uma interpretagao topologica
(veja o exercicio 6.6.8).
6.4.3 Comentarios sobre o Aspecto Computacional

Na Teoria dos Conjuntos, podemos desenvolver a Teoria das Funcgoes Recur-
sivas 8, considerada como o contexto natural dos problemas computacionais

8Veja o préximo capitulo.
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(ou construtivos), usando todos os axiomas, com a excegao do Axioma da
Escolha. O conjunto de tais axiomas (sem o da escolha) é conhecido pela
sigla ® ZF.

Seja T'C' o enunciado do Teorema da Compacidade (que pode ser for-
malizado na linguagem de ZF). Leon Henkin demonstrou '° que, supondo
ZF, TC é equivalente ao chamado TIP (Teorema do Ideal Primo) ', um
resultado que afirma a existéncia de um determinado conjunto em certas
situacoes. Posteriormente, A. R. D. Mathias demonstrou ' que o T'I P nao é
demonstravel e nem refutavel, assumindo ZF' e que esta teoria é consistente.
Assim sendo, nao é possivel demonstrar o Teorema da Compacidade, em
toda sua generalidade, de modo algoritmico. Na verdade, Alonzo Church
demonstrou que o problema geral de decidir algoritmicamente se uma dada
férmula A é dedutivel de um conjunto de hipoteses I' é insoltvel, ou seja, nao
temos como decidir se uma férmula A é valida, por exemplo. No entanto,
para alguns conjuntos I, esse problema ¢ solivel, como, por exemplo, se I
for a Teoria dos Corpos Algebricamente Fechado 4

6.5 Omissao de Tipos

O método das constantes permite provar um teorema 1til na classificacao de
alguns modelos, que é o Teorema da Omissao de Tipos.

Um n-tipo (ou simplesmente tipo) ¢é um conjunto maximal consistente
['=T(zy,...,x,) de L-férmulas, cujas varidveis livres (se houver) estao con-

9Tirada das iniciais dos sobrenomes de Ernst Zermelo e de Abraham A. Fraenkel, que
desenvolveram tal teoria - muito embora a forma usada hoje em dia é a de Thoralf Skolem.
Consultem a obra From Frege to Gédel, de Jan van Heijenoort, [?], pdginas 290 a 301.

OEm Mathematical Theorems Equivalent to the Prime Ideal Theorem for Boolean Al-
gebras, Bulletin of the American Mathematical Society, 60 (1954), p. 388.

1Veja este e outros resultados conexos no livrto de Thomas J. Jech, The Azioma of
Choice, (Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, vol. 75), North-Holland
Publishing Company, Amsterda, 1973, principalmentesecoes 2.3 e 7.2.

12Em The order extension principle. Axiomatic Set Theory (Proc. Sympos. Pure
Math., Vol. XIII, Part II, Univ. California, Los Angeles, Calif., 1967), pp. 179-183. Amer.
Math. Soc., Providence, R.I., 1974.

13Em A Note on the Entscheidungsproblem, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 1, No.
1, pp. 40-41.

MDemonstrado por Alfred Tarski, em A Decision Method for Elementary Algebra
and Geometry. RAND Corporation, Santa Monica, Calif., 1948.
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tidas no conjunto {z1,...,z,}, paran > 0 (no caso n = 0, ndo ha férmulas
com variaveis livres, mas apenas sentencgas). Sejam S, (L) os conjuntos do
todos os n-tipos de L-formulas, n > 0. Se a assinatura for conhecida no con-
texto em que usamos S, (L), poderemos omiti-la da notagao, escrevendo ape-
nas S, . Se T' € Sy(L) é dada, denotaremos S, (T) ={I" € S, (L) : T CT}.

Sejam T' € So(L) e M |=T. Dizemos que M realiza o tipo I' € S,(T) se
existe a € M™, tal que M = ¢(a), para toda ¢ € I'. Caso contrério, dizemos
que M omite I'.

Lema 6.5.1 Dados M =T el € S,(T), entaocada I' € S,,(T) é finitamente
satisfativel em M, ou seja, para cada parte finita I'y C I', existe a € M", tal
que M = Ty(a).

Demonstracao: Como I' é consistente e contém T', dado I'y C T' finito,
definindo ¢ = A I’y (a conjungao das férmulas de I'y), T'U {¢} é consistente
e, portanto, T"U {3z, ... 3z, ¢} também é consistente. Como M =T e T
é maximal consistente, M | Jzy...3x,¢. Seja, entdao, a € M", tal que

M | p(a). O

Lema 6.5.2 Dados T e I' € S,,(T), existe M = T que realiza I". E mais
ainda, existe M = T que realiza todos os n-tipos de S, (T), para todo n > 1.

Demonstragao: Para cadan > 1 e cada T € S,(T) seja Cr = {c],...,ck

rn
um novo conjunto de simbolos de constantes e sejam I'* os conjuntos de
férmulas obtidos de I' pela substituicao de cada varidvel livre x; pelo stmbolo
¢k, 1< j <n. Entao J,s, Ures, (I ¢ um conjunto consistente de sen-
tengas na linguagem extendida pelas novas constantes (por compacidade) e,
portanto tem modelo. As interpretacoes das novas constantes realizarao os

diversos tipos. ([l

Dados T € Sy e I' € S,(T), dizemos que a férmula ¢ isola I', ou que T" é
isolado por ¢, se T'F ¢ — 1. Dizemos que I' é tipo nao isolado.

Lema 6.5.3 Se I' € S,,(T") é isolado (por ¢), entdao todo M |= T realiza .
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Demonstragao: Exercicio. U

Para tipos nao isolados, temos o seguinte teorema (que pode ser general-
izado: veja o exercicio 6.6.9 adiante).

Teorema 6.5.1 (Omissao de Tipos) Suponha que a assinatura L ¢é finita
ou (infinita) enumeravel. Dada T e dado I' € S,,(T'), um tipo nao isolado,
existe M = T que omite T'.

Demonstracao: Seja D = {d; : j € N} um conjunto de novas constantes e
L(D) = LUD a assinatura L estendida com D. Enumere as L(D)-sentengas
{4; : j € N} e enumere as n-uplas de D, D" = {d; : j € N}.

Construiremos um conjunto maximal consistente I',, como no caso do
Teorema da Completude, mas imporemos mais uma clausula para garantir
que o modelo construido nao realize o tipo I'.

Inicialmente facamos I'y = T'. Por indugao em n construiremos um con-
junto de L(D)-férmulas I',, ;1 contendo I',,, que seja consistente e satisfazendo
0S quesitos:

e se I', U{¢,} for inconsistente, I}, = T'y;

e se I', U {1} for consistente e ¢, nao for da forma Jx1), entdo I', | =

Lp U {Yn};

e se [,U{v,} for consistente e ¢, for da forma Jz6, seja d € D a primeira
constante na enumeracao dada que nao ocorre em nenhuma féormula de
[, U{}, e fagamos I, = T, U{tp, 0],—q}. Este conjunto é consistente,
pois sendo I';, U{¢y,} F =9, e, portanto, ', U {¢,,} F Vz(=0) o que
implica que I';, U {¢,} seria inconsistente, uma contradigao.

e Uma vez obtido I'), temos que impor a nao realizagao do tipo I', ou
seja, imporemos que a n-upla d,, ndo realize o tipo. Como o tipo é nao
isolado, existe o € T, tal que I, U {=c(d,)} é consistente, pois sendo
I'" F 6(d,), para toda § € T, e, neste caso, se ¢ for a conjuncao de
todas as férmulas de I'" \ T, retirando as constantes novas e colocando
as variaveis livres correspondentes, (ou se for uma férmula de T' se
[\ T = @), entao, pelo teorema da deducao, T+ ¢ — 6, para toda

0 € T', ou seja, ¢ isolaria I', uma contradi¢ao. Assim, definimos I',, ;1 =

I, U{o(dn)}-
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Fazendo I's, = |J,, I'», e construindo o modelo M pelo método das con-
stantes, ele omitira I', devido as condi¢oes que impoem que nenhuma n-upla
de D realizaria I'. ]

Vamos fazer algumas aplicagoes desse resultado importante. Na verdade,
usaremos sua versao generalizada, que permite omitir uma sequéncia I';,
J € N, de n;-tipos (veja o exercicio 6.6.9).

Primeiramente, chamamos uma teoria T' € Sy(L) de w-categérica se T
tem modelos enumeraveis e todos esses modelos sao isomorfos entre si.

Lema 6.5.4 Suponha que a assinatura L é finita ou enumeravel e que ex-
istam infinitos tipos distintos em S,(7"). Entao existe um tipo I'ninS, (7))
nao isolado.

Demonstragao: Suponha que todos os tipos de S, (T) sejam isolados. Como
L é finita ou enumerdvel, existem no maximo uma quantidade enumeradvel
de tipos em S, (7T'), I';, j € N. Suponha que g;(z1,...,z,) isole o tipo I';,
ou seja, T'U {¢} é consistente e T' = ¢; — 1, para toda ¢ € I';, Em
particular, como I'; ¢ maximal consistente, ¢; € I';. Podemos ainda afirmar
que se k # j, entao ¢, nao é consistente com I'y, pois existe ¢ € I';, tal que
-1 € I'y. Seja A = {—p,; : j € N}. Entdo A é consistente com T, pois,
sendo, T'U {—y, ..., @y} seria inconsistente, para algum N € N, N > 0,
por compacidade, ou seja, TU{ A ;\io —p; } seria inconsistente, o que implicaria
que T —|/\;i0 —pj, ou seja, T+ /\j:() Ng;. Isso implica, em particular,
que /\j:0 Nyj; € I'nyr e, portanto, ¢ € I'yyg, para algum K, 0 < k < N
pois o conjunto ['y,; é maximal consistente e contém 7. Mas isto contradiz
o fato observado acima, que se k # j, entao ¢; nao é consistente com I'.
Ou seja, qualquer lista enumeravel de tipos isolados nao pode esgotar todo
Sn(T') e, portanto, existe um tipo nao isolado em S, (7). O

Na verdade, a hipotese de que L seja finita ou enumeravel nao é essencial
nesse lema. Basta que S, (7T") seja infinito para que contenha um tipo nao
isolado (faga isso como exercicio).

Lema 6.5.5 Se S, (7T") for finito, entao todos os seus n-tipos sao isolados.

Demonstragao: Se houver um tnico tipo I' € S, (T"), entdao T F 1, para
toda ¢ € T' e, portanto T = A,_n(z; = z;) — ¢, para toda ¢ € T
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Se houver mais de um n-tipo, digamos S, (T) = {Iy,..., 'y}, para algum
N > 0, existiriam férmulas ¢; € I'; \ U, <<y - Tais formulas isolam
seus tipos. ]

Teorema 6.5.2 Seja L finita ou enumerdvel e T € Sp(L) uma teoria que
tem modelos infinitos. Entao 7' é w-categdrica se, e somente se, S, (1) é
finito, para cada n > 0.

Demonstracao: Se algum S, (7) fosse infinito, terfamos pelo menos dois
modelos enumeraveis de T', M; e M, e um tipo nao isolado I' € S,,(T") omi-
tido em M e realizado em M. Tais modelos nao podem ser isomorfos, pois
se fossem, a (pré-)imagem de n-upla que realizasse o tipo em M, necessaria-
mente teria que realiza-lo em M;.

Por outro lado, se todos os S, (7) fossem finitos, todos os tipos seriam
isolados e, se M; e Ms sao dois modelos enumeraveis de T', ambos teriam
que realizar todos os tipos sobre T. Enumerando-os, M; = {a; : j € N} e
M,y = {b; : j € N}, construimos um isomorfismo entre os dois modelos pelos
método de vai-e-vem:

e seja jo = min{j € N : b; realiza tp™*(ag)}, sendo que tp**(a) é o tipo
de a em My, ou seja, o conjunto de férmulas 1 (x1), tais que My = 1(a);
definimos f(ag) = bjy;

e seja, agora, j; = min(N \ {jo}) e seja i = min{i € N : q; realiza
tp™2(b;,,b5,) }, e definimos f(a;,) = bj;;

Jo»

e suponha que ja tenhamos definido f : {ag, a;,, ..., a; } — {bj ..., b5},
para k impar; seja ix1 = min(N\ {0,41,...,ix}) e seja jri1 = min{j €
N : b; realiza tp (ag, i, ..., a;,,,)}, e defina f(a;,,,) = bj,.,; seja

Jrv2 = min(N\ {Jo, 1, ..., Jk+1}) € seja ixyo = min{i € N : q; realiza

tle (bjm bju cee 7bjk+2)}7 e defina f(aik+2) = bjk+2'

Com isto construimos um isomorfismo f : M; — M, provando que todos
os modelos enumeraveis de T' sao isomorfos. 0
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6.6 Exercicios

Exercicio 6.6.1 Uma medida de complexidade de um termo ¢, ¢/(t), pode
ser definida por recursdo, assim: se ¢ é uma varidvel ou constante, ¢(t) = 1
eseté f(si,...,si,), entdo ¢(t) = 1 + max {c(t1),...,c(t,)}. Mostre que
c(t) e ¢ (t) sao compativeis, isto é, que c(t1) < c(ts) se, e 86 se, ¢ (t1) < (t2).
(Portanto sera usada no texto a medida mais conveniente conforme o caso,
sem mengao explicita.)

Exercicio 6.6.2 Outra medida de complexidade de um termo é contar o
niumero de simbolos de constates, de varidveis e de fungoes usados em sua
construgao. Por recursao em construgoes de termos, definimos c(t) para o
termo t da seguinte forma:

1. se t for uma variavel ou um simbolo de constante, entdo cs(t) = 1;

2. se ja foram definidos ¢s(t1), ..., cs(tn), e se f € F, for sibolo de fun¢ao
n-dria, entao definimos cs(f(t1,...,tn)) =14 >0, cs(t).

Mostre que c4(t) conincide com a quantidade de simbolos de constantes,
variaveis e fungoes presentes no termo t. Mostre que ¢ e ¢, sao compativeis
(veja o exercicio anterior).

Exercicio 6.6.3 O mesmo que o exercicio anterior mas para férmulas.

Exercicio 6.6.4 Mostre que a relagdo M = ¢[s| s6 depende das varidveis
livres de ¢, isto é, se s'(y) = s(y), y € VL(p), entdao M = ¢[s].

Exercicio 6.6.5 Mostre que se & : M — N ¢é morfismo, entao se ¢ for
atdomica ou negagao de atomica, entao M = p[s] se, e sé se, N = ¢[® o s].

Exercicio 6.6.6 Preencha os detalhes da demonstracao de que a estrutura
M é modelo de I'y, no Teorema da Completude.

Exercicio 6.6.7 Mostre que se I' é consistente, entao tem modelo, no caso
em que a assinatura L seja ndo enumeravel. [Sugestao: seja k > w o cardinal
de L; seja D = {d,, : @ < k} um conjunto de x novas constantes; enumere as
L(D)-sentengas por {¢, : a < k} e construa I'y =T, 'y = J,,_, [a, se A for
ordinal limite, e I'541 como no caso enumeravel.|

a<\
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Exercicio 6.6.8 Para cada n > 0 e cada ¢, com VL(¢) C {z1,...,2,},
sejam Uy = {I' € S, (L) : ¢ € I'. Estes conjuntos formam uma base de uma
topologia de S, (L) totalmente desconexa e compacta, ou seja, mostre que:

1. o conjunto de tais U, € fechado por unioes e intersecoes finitas e também
por complementos; como o complemento de um aberto é fechado, tais
conjuntos sao, ao mesmo tempo, abertos e fechados;

2. os conjuntos abertos de S, (L) s@o as unides arbitrarias desses conjun-
tos; a topologia de S, (L) é o conjunto 7 de todos os conjuntos abertos;

3. essa topologia é Hausdorff, ou seja, dados T';,Ty € S,(L) distintos,
existem U,V € 7 disjuntos, tais que I'y e U e I'y € V;

4. essa topologia é compacta, ou seja, se F;, ¢ € I, for uma familia
de conjuntos fechados (complementos de abertos) em S, (L), tal que
Nie; Fi = 9, entdo existe Iy C [ finito, tal que ﬂielo F,=0.

Exercicio 6.6.9 O objetivo deste exercicio é provar esta versao mais geral

do

Teorema da Omissao de Tipos: Suponha que a assinatura L
é finita ou (infinita) enumeravel. Dado conjunto consistente de
sentengas (nao necessariamente maximal) 7" e dados I'; € S, (T)
tipos nao isolados j € N, existe M = T que omite todos esses
tipos.

Para isto, resolva os itens a seguir. No que se segue, D = UnEN D, e
D,, = {amn : m € N}, conjunto de novas constantes a serem juntadas a
assinatura L, obtendo-se a assinatura L(D) = LUD (com DN L = &). Uma
enumeragao de Henkin (de L(D)-sentengas) é um conjunto maximal con-
sistente de L(D)-sentengas X, tal que se ¢ € X é uma L(Dy)-férmula tendo
x como unica varidvel livre, entao existe a € Dy, tal que ¢|,—, € X. Seja
H(T) o conjunto de todas as enumeragoes de Henkin (contendo 7'), como
descritas acima.

1. Mostre que H(T) é subconjunto fechado e nao vazio de SOL(D) (T) (o
conjunto de todas as I' € Sp(L(D)) maximais consistentes).
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2. (2,0 pontos) Mostre que se I' € SL(T') ¢ um tipo ndo isolado, entao
F(T') = H(T) N (yer Us ¢ um fechado de H(T') de interior vazio (ou
seja, nao existe nenhuma L(D)-sentenga v, tal que U, C F).

3. Usando o fato de que todo espaco compacto tem a propriedade de Baire
(ou seja, uniao enumeravel de fechados com interior vazio tem interior
vazio), mostre que dados tipos I'; € Sﬁj (T), j € N, nao isolados, entao

existe A € H(T) \ jen Nyer, Us

4. Mostre que o modelo obtido pelo método das constantes correspondente
a A omite cada tipo I';, 7 € N.

Exercicio 6.6.10 Dado conjunto maximal consistente 7" de L-sentencgas, L
finita ou enumeravel e seja S(T") = |,y Sn(T) (observe que Sy(T) = {T'}).

1. Mostre que S(T') é enumeravel se, e s6 se, os tipos isolados de cada
Sy (T) sao densos em S,,(T), n > 1, ou seja, para cada ¢ existe um tipo
isolado em Uy. [Observe-se que, por serem espacos compactos, cada
Sp(T') s6 pode ter no maximo uma quantidade enumeravel de tipos
isolados. Mostre que se os tipos isolados nao sao densos em algum
S,(T), entao existem 2™ tipos nao isolados: para isto, construa uma
arvore bindria de abertos Uy, indexando as ¢ com sequéncias bindrias
finitas, comegando co uma ¢g, tal que Uy, nao contenha nenhum tipo
isolado e mostre que existe ¢ tal que, se ¢y for a férmula =g,
entdo & # Uy C Uz e @ # Uy, C Ug, etc.]

2. Mostre que se S(T') é enumerdvel e M = T é modelos enumeravel,
entdo dado A C M, SE(Ty4)(M)) também ¢é enumerdvel, sendo
que Tpa) (M) é a L(A)-teoria de M, ou seja, o conjunto de todas as
L(A)-sentengas verdadeiras em M.



