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Entregar até o dia 2 de dezembro de 2009.

1 Introducao

O objetivo desta lista é o estudo das funcgoes recursivas calculadas em seqiién-
cias bindrias, algo mais préximo da realidade dos computadores.

Seja S o conjunto de todas as seqiiéncias finitas de zeros e uns. Denotamos
a seqiiéncia vazia por &, as seqiiéncias undarias por 0 e 1, as seqiiéncias
bindrias por 00, 01, 10 e 11, etc. Definimos a relacao z C y se x for uma
subseqiiéncia inicial de y, por exemplo, 01100 C 01100101011.

Referéncia: Fernando Ferreira, Polynomial Time Computable Arith-
metic, Contemporary Mathematics, vol. 106 (1990), 137-156.

2 Funcoes Recursivas

Definimos as fungoes basicas como sendo as fungoes:

o 7:S— S, Z(x) = & constante;

o Cy,C1:S—S, Cy(z) = 20 (colocar 0 a direita da seqiiéncia), Cy(x) =
x1 (colocar 1 a direita da seqiiéncia);

e Q:S*—=S,Q(r,y) =1sexCy,eQ(x,y) =0, caso contrario;
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e as projegoes IL,,; : S* — S, IL,, ;(z1,...,2,) =25, 1 <i<nen>1;

e o elemento @ € S serd considerado também uma fungao de zero varia-
veis, @ : S” — S, para facilitar as aplicacoes que temos em mente.

A Regra da Composigao diz: dadas as fungées h : S™ — Seg; : S" —
S, 1 <i < m, definimos f : S" — S, pela composicao

floy, oo xn) =h(gi(zr, .. 2n), oy gm(T1, .oy T0)).

A Regra da Recursao Primitiva diz: dadas as fungoes g : S* — S e
ho, hy : S"*? — S, definimos a funcao f : S"*' — S, por

f(xlw"?x’ru@) = g(l‘lw"vxn)
flzr, .o 20, Co(Tni1)) = ho(xo, ..., Tni1, f(Toy .oy Tng1))
f($1,...,$n,cl<l'n+1)) = h1<£[)0,...,$n+1,f($0,...,$n+1))

Dizemos que uma fungao f : S” — S é uma fungao primitiva recursiva
se for obtida das fungoes basicas por uma quantidade finita de aplicacoes das
regras de composicao e de recursao primitiva.

Exemplo 1 A fungao identidade I(z) = z é uma funcao bésica: I(z) =
Hl’l(l').

Exemplo 2 A fungao de concatenagao z My (que coloca a seqiiéncia y a
direita de x) é primitiva recursiva, pois M@ = x = I(z), MNCy(y) = Co(zMNy)
exMNCi(y) =Ci(xMNy).

Exemplo 3 A fungao de repetigao, 1®y: 2 = &, xRCy(y) = zRC4(y) =
(x ® y) Ma (cria uma seqiiéncia repetindo x tantas vezes quanto o tamanho
de y).

Exercicio 1 (1,0 ponto) Seja U o conjunto das seqiiéncias de uns apenas,
além da seqiiéncia vazia. Mostre que (U,@,Cy,M,®,C) é um modelo da
aritmética (interpretando o zero como @, o sucessor como C, a soma como
M, o produto como ® e a ordem como L), isomorfo aos naturais, (N, 0,5, +,
x, <). Seja ® : S — N a fungao que calcula o tamanho de seqiiéncias:
() =0, ®(Co(x)) = 2(Cy(z)) = ®(x) + 1. Mostre que P restrita a U é o
isomorfismo procurado.
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Exercicio 2 (1,0 ponto) Usando a fungao ® : S — N restrita a U, mostre
que se f: U™ — U é funcao primitiva recursiva restrita a U, e que a imagem
de U™ sob f estd contida em U, entao ® o fo (®7!,... &) : N* - N ¢
primitiva recursiva no sentido dos naturais. Mostre também a reciproca: se
g : N* — N ¢ primitiva recursiva no sentido dos naturais, entao existe uma
funcao primitiva recursiva no sentido das seqiiéncias f : S" — S, tal que
®logo(®P,...,P), restrita a U, coincide com f restrita a U. (Observe que
“o”significa composigao de fungoes.) Tal f é unica?

Exercicio 3 (1,0 ponto) Seja ¥ : S — S, a fungao dada por: ¥(2) = &,
W (Cy(z)) = ¥(Ci(x)) = C1(¥(x)). Mostre que a imagem de ¥ é U e que ¥
restrita a U é a funcao identidade. Mostre que ¥(z) =1 ® x.

Exercicio 4 (2,0 pontos) Seja ©® : S — S, a func¢ao dada por: O(2) = &,
O(Co(z)) = ((11) @ O(x))M1e O(Ci(x)) = ((11) ® O(x)) M1 (11). Mostre
que ® é uma funcao primitiva recursiva que d4 uma bijecao de S sobre U.
Obtenha uma expressao para ® o ©(z), em fungao de ®(x).

Atencao: a partir deste ponto do texto, usaremos as fungoes ®, ¥ e O,
sem fazer refrénciaas suas definicoes. Refira-se a estes exercicios para estas.

Exercicio 5 (1,0 ponto) Defina a ordem lexicografica em S por: se z # &,
entdo @ < x; se v £ y e ®(r) < ®(y), entdo z < y; se v # y e existe z,
tal que © = Cy(z) e y = C1(2), entdo x < y. Denotamos x <y se z = y ou
x < y. Mostre que = < y se, e somente se, O(z) C O(y).

Exercicio 6 (2,0 pontos) Seja R(z,y) = 1se z = y e R(x,y) = 0, caso
contrario. Mostre que a funcao R : S? — S é primitiva recursiva.

Definimos agora a Regra da Minimalizacao: dadas as fungoes g, h :
S*tt — S, definimos f : S — S,

flzy, .o xn) =min{a, g g(z1, ..o, Tpgr) = h(xy, .o Tng1) )y

sendo que o minimo se refere a ordem lexicografica definida acima.

Exercicio 7 (2,0 pontos) Mostre que as funcoes obtidas das Fungoes Bé-
sicas, aplicando as regras da Composicao, da Recursao Primitiva e da Mini-
malizacao, coincidem com as fungoes recursivas em N, usando as aplicacoes

®cd.



