MAT-359: Logica - 3* Lista de Exercicios

Ricardo Bianconi

Entregar até dia 28/10/2009 na aula.

O objetivo desta lista é demonstrar o Teorema da Completude no caso
em que a assinatura L nao seja enumeravel.

Lembramos que um conjunto X, munido de uma ordem linear <, diz-se
um conjunto bem ordenado se para todo Y C X, Y # @& implica que
existe yo € Y, tal que, para todo z € Y, yp < z (ou seja z = yp ou yp < 2)
- isto é, todo subconjunto nao vazio de X tem um minimo. Um conjunto
X é chamado de conjunto transitivo se, para todo x € X, vale que todo
y € x também pertence a X (ou seja, se x € X, entdo z C X ). Um ordinal
é um conjunto transitivo bem ordenado pela relagao de pertinéncia (aqui é
necessario fazer uso do axioma da regularidade para que esta afirmacao seja
correta). Exemplos: 0 =@, 1 ={@}, n+1=nU{n}, w=N. Ordinais que
se prezem sdo representados por letras gregas mintsculas'. Um ordinal da
forma a U {a}, denotado por o + 1, é chamado de ordinal sucessor; um
ordinal a # 0 que nao for sucessor serd chamado de ordinal limite - por
exemplo, w é o primeiro ordinal limite. O axioma da escolha diz que todo
conjunto pode ser bem ordenado. Um cardinal é um ordinal «, tal que nao
existe funcado injetora f : o — (3, para nenhum [ < a (usamos o simbolo <
no lugar de € para enfatizar que o que nos interessa é a relagao de ordem).
Observe que um cardinal infinito é sempre um ordinal limite.

Exercicio 1 (2,0 pontos): Demonstre o seguinte Principio de In-
dugao Transfinita: seja (X, <) um conjunto bem ordenado. Suponha que
Y C X étalque xg =min X € Y, e para caday € X, se todo z € X, tal que
x <y, estiverem Y (z € Y), entdo y € Y. Mostre que, neste caso, ¥ = X.
Mostre também que se P(x) for uma propriedade de ordinais 5 < k, tal que
valha:

1. (Base da inducao) P(0)

!Eis uma boa motivacéo para aprender o alfabeto grego.



2. (Caso de sucessores) para todo 8 < k, P(3) implica P(5+ 1)

3. (Caso dos limites) se A < k for ordinal limite e para todo 3 < A valer
P(f3), entao também valerda P(\)

entao valerd P(3) para todo ( < k.

Exercicio 2 (3,0 pontos): Demonstre o Teorema da Completude
para o caso de assinaturas nao enumeraveis. [Neste caso, seja £ o cardi-
nal da assinatura L; seja I’y um conjunto consistente de L-sentengas; seja
C = {csg : B < Kk} um conjunto de novos simbolos de constantes; seja
{¢p : B < Kk} uma enumeracao de todas as (L UC)-sentencas; construa uma
sequéncia I'g, B < k, de conjuntos consistentes de modo andlogo ao caso
enumeravel, etc. Aqui o principio da inducdo transfinita toma o lugar da
indugao finita.

Os préximos exercicios destinam-se & apresentagao de um outro tipo de
construcao de modelos, a partir de modelos ja conhecidos.

Dado um conjunto nao vazio I, um filtro F sobre I é um conjunto nao
vazio de subconjuntos de [ tal que @ € F; se A,B € F, entdao AN B € F,
sceAcFeACBCI]Tentao B € F. Umn ultrafiltro é um filtro maximal
com respeito a inclusao, isto é, se U é ultrafiltro e F' é filtro tais que U C F'
entao U = F.

Um conjunto nao vazio A de subconjuntos de I tem a pif (propriedade
da intersecgao finita) se, para cada parte finita Ay C A4, (Ao # . Sao
dadas as seguintes afirmagoes: o conjunto F' = {B C I: existe parte finita
Ay C A, tal que (Ao € B} é um filtro; existe um ultrafiltro contendo A; se
U for um ultrafiltro sobre I, entao, para todo A C I, ou A € U, ou, senao,
I'\ A € U; existem dois tipos de ultrafiltros: os principais (contendo algum
conjunto unitério) e os nao principais (s6 contém conjuntos infinitos).

Dada uma familia de L-estruturas {M; : i € '}, indexada num conjunto
nao vazio I, e dado um filtro F' em I, definimos o produto reduzido (que
também chamamos de ultraproduto, no caso em que F’ for ultrafiltro) desta
familia como a estrutura M = [[;,.; M;/F cujo dominio é o conjunto das
classes de equvaléncia de [[;; M; pelarelacao f ~p gse {i € I : f(i) = g(i)}
estd em F'. Denotaremos a classe de f € [[,.; M; por [f]r ou simplesmente
[f] quando F for subentendido. Sobre este conjunto interpretamos L assim:

e se ¢ é constante, c™ é a classe de {cMi :i € I} € [[;c; M;;

e se f é fungdo n-dria, fM([z1], ..., [zn]) = [fMi(z1(d), ..., 2,(3))];



e se P é relacdo n-dria, ([z1],...,[zn]) € PM se, e sé se, {i € I :
(21(3),...,2,(7)) € PMi} estiver em F.

Exercicio 3 (3,0 pontos) - O Teorema de Lo$: Dada uma familia de
L-estruturas {M; : i € I}, atribuigbes de valores s; : Var — M;, férmula ¢, e
ultrafiltro U em I, mostre que (por inducao na complexidade das férmulas)

HMi/U Folsl < {i: M; | olsil} € U,
i€l
sendo que s é a atribuigao de valores s(x) = [s;(z) : 7 € I] (classe dos s;(z)).

Exercicio 4 (2,0 pontos) - O Teorema da Compacidade Revisi-
tado: Seja I' um conjunto de L-sentencas, tal que, para cada parte finita e
nao vazia A C T, existe modelo Ma = A. Seja I = {A : A C T é finito e
nao vazio}. Para cada tal A, seja Ja = {A’ € I : A C A’}. Pede-se:

1. (0,5 pontos) Mostre que o conjunto A = {Ja : A € I} tem a pif.

2. (1,5 pontos) Seja U um ultrafiltro contendo A. Use o exercicio anterior
para mostrar que [[oc; Ma/U T



