Capitulo 7

Auto-Referéncia e Teoremas de
Incompletude

7.1 Introducao

Vamos agora abordar o sistema dedutivo do Célculo de Predicados sob o
ponto de vista algoritmico.

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar os dois Teoremas de
Incompletude de Godel *

Seu primeiro teorema produz uma proposicao aritmética verdadeira em
N, mas nao dedutivel de um sistema natural de axiomas da aritmética de
primeira ordem. Mediante uma codificacdo engenhosa de conceitos meta-
matematicos (nogoes de férmula, de dedugao formal, de dedutivel), mostrou
que fungoes definidas recursivamente (o que hoje chamamos de fungdes re-
cursivas primitivas - veja mais adiante) podem ser representadas na ar-
itmética e, devido ao aspecto recursivo das definicoes daqueles conceitos
metamatemadticos, foi possivel produzir uma férmula que (do ponto de vista
metamatemadtico - ou da metalinguagem) afirmava sua prépria indemonstra-
bilidade (algo como “¢ é o cddigo de uma formula para a qual nao eriste
uma dedugao formal”) e que seria verdadeira em N. Seu segundo teorema

Kurt Godel, Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia mathematica und ver-
wandter Systeme I, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 38 (1931), pp. 173-198.
Traduzido para o inglés, com o titulo On Formally Undecidable Propositions, em Jan van
Heijenoort, From Frege to Gdadel, [?], pp. 596-616.
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de incompletude afirma que se a aritmética (ou qualquer sistema expressivo
o suficiente) for consistente, entdo dela nao se pode deduzir sua prépria con-
sisténcia (que pode ser expressa por uma férmula dizendo que, por exemplo,
“a igualdade 0 = 1 ndo € deditivel”).

Godel demonstrou seus teoremas sob a hipotese de que seu sistema de
axiomas fosse w-consistente, ou, trocando em miudos, que fosse verdadeira
em N. John Barkley Rosser 2 modificou a demonstracao para que somente
fosse necessaria a hipdtese de que os sistema de axiomas da teoria fosse
consistente. Ficara claro, na exposicao a seguir, que é preciso um minimo
de aritmética na teoria em questao para que se possa expressar os conceitos
metamatematicos pertinentes.

7.2 Fenomenos de Auto-Referéncia em Lin-
guagens Formais

Relembremos que a ideia principal envolvida na demonstragao dos Teoremas
de Incompletude de Godel foi criar uma férmula na linguagem objeto (da
aritmética) que, do ponto de vista da metalinguagem, traduz a nocao de
deducao formal (da forma “€ € o cddigo de uma dedugdo da férmula 7).
Com esta formula e um resultado de diagonalizacao, é possivel obter uma
formula que, novamente do ponto de vista da metalinguagem, expressa a
ideia que “C € o cddigo desta formula (que vocé estd lendo agora), a qual nao
¢ dedutivel”. Convém notar que esta auto-referéncia s6 pode ser percebida
no nivel da metalinguagem, pois na linguagem objeto teremos apenas uma
férmulas relatando certas igualdades, desigualdades e congruéncias.

Em 1969, o légico F. William Lawvere ® propos um enfoque unificado
para todos esses resultados de diagonalizacao, usando a chamada Teoria das
Categorias *. Esse trabalho foi simplificado por Noson Yanofsky ®, mostrando
o seguinte resultado:

2No artigo Extensions of Some Theorems of Gédel and Church, The Journal of Symbolic
Logic, vol. 1 (1936), pp. 87-91.

3Nascido em 9 de fevereiro de 1937, em Muncie, Indiana, EUA, e ainda hoje - setembro
de 2009 - ativo, estd na Universidade de Buffalo, N. Y., EUA.

4Reimpresso como F. William Lawvere, Diagonal Arguments and Cartesian Closed
Categories, Reprints in Theory and Applications of Categories, No. 15, 2006, pp. 1-13.

SEm seu artigo A Universal Approach to Self-Referential Paradozes, Incompleteness
and Fized Points, The Bulletin of Symbolic Logic, Volume 9, Number 3, Sept. 2003.
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Teorema 7.2.1 (Teorema da Diagonalizacao de Lawvere-Yanofsky)
Suponha que Y seja um conjunto munido de uma funcao o : Y — Y sem
pontos fixos (isto é, para todo y € Y, a(y) # y). Entdo, para todos os
conjuntos (nao vazios) T e todas as fungoes f : T x T — Y, existe uma
funcao g : T — Y nao representada por f, ou seja, ndo existe t' € T, tal que

g9() = [ 1)

Demonstracao: Seja g : T — Y definida por g(t) = ao f(t,t) = a(f(t,1)).
Sejat’ € T. Entao g(t') = a(f(t',t") # f(t',t'), pois & ndo tem pontos fixos.
Isto significa que nao existe nenhum elemento ¢ € T, tal que g(-) = f(-,t),
pois, se calcularmos g neste elemento ', temos a desigualdade desejada.

Este diagrama ilustra esta demonstracao,

TxT L {01}

al lo

T % {01}

sendo que A(t) = (t,t) é a inclusdao de T na diagonal de T' x T'. O

Este resultado foi baseado no seguinte teorema, devido a Georg Can-
tor ¢, em que demonstra nao existir uma funcao sobrejetora do conjunto dos
nimeros naturais N sobre 2, o conjunto de todas as sequéncias bindrias (que
¢ identificado também com o conjunto de todos os subconjuntos de N, por
meio de suas fungoes caracteristicas):

Teorema 7.2.2 (Teorema da Diagonalizagao de Cantor) Nao existe
uma funcao sobrejetora f: N — 2N,

Demonstracao: O conjunto de todas as funcoes f : N — 2% pode ser
identificado com o conjunto de todas as funcgoes f : N x N — {0,1} pela
apliacacdo f — f definida por f(m, f(m)(n)) (observemos que f(m) é uma
fun¢ao da N a valores em {0, 1} e, por isso, o valor da fungao f(m) calculada
em n € N é escrito como f(m)(n)). Assim, reduzimos o problema ao teorema
anterior, pois a func¢ao a : {0,1} — {0, 1}, dada por a(0) =1 e a(1) = 0 néo

6Georg Ferdinand Ludwig Phillip Cantor (1845-1918) foi o matemético que deu inicio
a Teoria dos Conjuntos.
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tem pontos fixos e, portanto, existe g : N — {0,1} nao representada pela
funcao f, o que implica que a funcao f nao pode ser sobrejetora. O

A demonstragao classica deste teorema consiste na listagem das sequéncias
f(m) = f(m, f(m)(-)) e alterar a diagonal da tabela 7.1 (usando a fungao
a:x€{0,1} —1—z€{0,1}).

[n]  fOm] fO®] f@OW][...] fmmn]..]
0] 1-£(0)(0) F(0) F(2)(0) F(m)(0)
1 FOO [1-fM)(1) F2)@) Fm) (@)
2 F0)(2) FOHER) [1-f2)2) Fm)(2)

Tabela 7.1: Diagrama para a demonstracao do Teorema Diagonal de Cantor.

Uma forma bastante 1util desses resultados é o seguinte enunciado, que
pode ser considerado como uma contrapositiva do teorema da diagonalizacao.

Teorema 7.2.3 (Teorema do Ponto Fixo) Suponha que sao dados os
conjuntos (nao vazios) T e Y, e as funcgoes f : T'XxT - Y, a:Y - Y ea
func@o de inclusao na diagonal A : ¢t € T+ (t,t) € T x T. Suponha que a
funcéo g : T'— Y, dada por ¢(t) = ao foA(t), seja representada por t, € T,
ou seja, que g(t) = f(t,t,), para todo t € T. Entao existe y, € Y tal que
a(y,) = yg, ou seja, a funcdo a admite um ponto fixo.

Demonstracao: Observe- que g(t,) = f(t,,t,) = a(f(ty,t,)), ou seja, o
elemento y, = f(t,,t,) ¢ um ponto fixo da funcao a. O

Para o tratamento dos teoremas de incompletude, primeiramente estu-
daremos um pouco da teoria das func¢oes recursivas, que sao as fungoes com-
putdveis por qualquer nocao de computacio 7. Em seguida, falaremos sobre a

"Esta é a chamada Tese de Church, proposta pelo 16gico matemético americano Alonzo
Church (1903-1995) em 1936 - no artigo An Unsolvable Problem of Elementary Number
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aritmetizacao da linguagem objeto (o que ocorre no nivel da metalinguagem )
como meio de codifica-la e podermos referir a ela na prépria linguagem ob-
jeto 8. Por fim, demonstraremos os teoremas de incompletude, em que fare-
mos uso do Teorema do Ponto Fixo, demonstrado para o caso particular que
nos interessa, que é da funcao f que associa ao par de férmulas (A(x), B(x))
a formula A("B(x)"), sendo que "B(z)" é a codificacdo da férmula B(x).
Teremos que demonstrar a partir de um copnjunto de hipdteses (axiomas
de aritmética) vérias propriedades dessa diagonalizagdo para que possamos
demonstrar os teoremas de incompletude.

Em relagao ao segundo teorema da incompletude, que afirma que a ar-
itmética, se for consistente, nao podera demonstrar sua prépria consisténcia,
devemos chamar a atencao ao fato de que sera possivel expressar por uma
férmula da aritmética a nocao de que ela é consistente, para que o dito teo-
rema tenha alguma significancia.

7.3 Funcoes recursivas

A Teoria da Recursao é uma formalizacao da noc¢ao intuitiva de “computavel”
(e de “algoritmo”). Faremos uma breve introdugao ao assunto, ressaltando

apenas o necessario para os assuntos tratados neste texto.

Uma funcao f : N* — N é uma funcao primitiva recursiva ¥ se existir

uma sequéncia finita de fungoes f; : N — N, 1 < ¢ < m, tal que f,, é f e
cada f; satisfaz uma das condigoes abaixo:

e fungoes basicas: f; é Z(x) = 0 (constante igual a zero) ou uma
projeao Pj'(zy, ..., ¥,) = x;, ou o sucessor S(x) = x + 1, ou
e composigao: existem ji,...,Jk1 < ¢ tais que f; é a composicao

fjk+1(fj17 S 7fjk)7 ou

Theory, American Journal of Mathhematics, vol. 58 (1936), no. 2, 345-363 - depois
de serem demonstradas que todas as propostas do que seria uma fungao computavel coin-
cidiam com as fungoes recursivas. Leia mais sobre esse assunto na obra de W. Carnielli e R.
Epstein, Computabilidade, funcdes computdveis, logica e os fundamentos da matemdtica,
[6].

8Leiam esta frase com as reservas que serdo apresentadas em momento oportuno.

9Essa nocao surgiu com Richard Dedekind em 1888 como generalizacido natural das
definigoes recursivas da soma e do produto. Consulte sua obra FEssays on the theory of
numbers , Dover Editions, Nova Iorque, 1963.




R. Biancont - Locica 76

e recursao primitiva: existem j, k < i e fi(z1,...,2,,) é definida por
recursao primitiva por f;(0,xa,...,x,,) = fj(xe,...,x,,) € para cada
r >0, filr+1, 20, ..., xn,) = fi(r, filr+1, 20, ..., Zp,), Toy oy Tp,).

Uma fungao f : A € N® — N é uma fungao recursiva se existir uma
sequéncia de fungoes f; como acima, satisfazendo também a clausula

e minimizagao: existem j, k < ¢ tais que

filzr, oo xn,) = pfi(z,20, o xn) = fi(z, 20,0 20,)],

sendo que o lado direito da igualdade significa que o valor de f;(zq, ...,
Tp,) € o menor numero z € N tal que vale a igualdade f;(z, z1, ...,
Tp,) = fi(z, 1, ... ,x,,) € que existem os valores de fj(w,x1, ..., Ty,)
e fr(w,xy, ..., x,,) para todo w < z.

Uma relacao R C N™ é respectivamente primitiva recursiva, ou recursiva,
se sua funcado caracteristica xg(z) = 1 se z € Re xg(z) =0sez ¢ R
for respectivamente primitiva recursiva ou recursiva. Uma relacao recursiva
também é chamada de decidivel.

Exemplo 7.3.1 Exemplos importantes de fungoes primitivas recursivas (pre-
encha os detalhes e justifique as afirmagoes ndo ébvias, como exercicio):

1. f(a,b) = a+b: podemos obté-la pela sequéncia de construgao f(a,0) =
a, f(a,b+1) = S(f(a,b));

2. fla,b) =a-b: f(a,0)=0, f(a,b+1) = fa,b) + a:
3. f(a,b) = a* construcio f(a,0) =1, f(a,b+1) =a- f(a,b);

4. f(a) = a! (fatorial): construgao f(0) =1, f(a+1)=(a+1)- f(a);
5. fla) = a~1=max{a—1,0}: f(0)=0, fla+1) = a;

6. f(a,b) = a—b=max{a —b,0}: f(a,0) =a, fa,b+1) = f(a,b)~1;
7. f(a,b) = |a — b| (valor absoluto): f(a,b) = (a=b) + (b—a);

8. f(a,b) = max{a,b}: f(a,b) = (a=b) + b;

9. f(a,b) = min{a,b}: f(a,b) = (a+b) — max{a,b};
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10.

11.

12.

fla) = sg(a) = xso(a) (a fungdo caracteristica dos nimeros estrita-
mente positivos): f(0) =0, f(a+1) =1 = 5(0);

f<a7 b) = X<(a7 b) f(a7 b) = Sg<b;a);
f(avb) = XS(av b) f(a7b> = X<(6L, S(b))

Exemplo 7.3.2 Vamos usar as fungoes do exemplo anterior para fazer con-
strugoes mais complexas.

1.

Seja g(i, b) primitiva recursiva, b = by, .. ., by,; entdo as funcdes f(a,b) =
>oio9(ib) e hia,b) = [Ti_, g(i,b) sao prlmltlvas recursivas: f(0,b) =
h(0,b) = g(0,b); f(a+1,b) = f(a,b) + g(a,b) e h(a + 1,b) = h(a,b) -
g(a+1,b);

No caso em que a soma ou o produto sao contados a partir de ¢ = 1,
definimos os casos iniciais como f(0,b) =0 e h(0,b) = 1.

fla,b) =a-=1b:
f(a,b) = sg(b ng<H 1)- (j+1)‘b)>-
7=0
f(a,b) = amod b (resto da divisao de a por b): f(a,b) = a—(a =+ b) - b;

. f(a,b) = (}) (ndmeros de combinagdes de a, b a b, sem repeticoes):

() = x<(b,a) - ((a!) + (b! - (a=b)")).

div (a,b) = 1—sg(amod b) é a funcio caracteristica da relacio b divide

D(a) =3, div(a,i) conta o niumero de divisores de a;

Xprimos(@) = 1—sg(|D(a)—2|) é a funcdo caracteristica do conjunto dor
nimeros primos;

o m(a) =% o Xprimos(?) diz 0 nimero de primos até a;

. f(n) = p, (0 n-ésimo nimero primo em ordem crescente): para verificar

que esta funcao é primitiva recursiva, precisamos da desigualdade p,, <
n ’ Yo z
F, = 2% +1; F, é chamado do n-ésimo ntimero de Fermat; observe
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10.

11.

12.

que se m divide F,, e Fy,1x, k > 0, como F), divide F},; — 2 (verifique),
m divide 2; portanto m = 1, pois F,, é impar; portanto Fy, ..., F, sao
primos entre si; portanto existem pelo menos n primos impares (que
dividem of F}) até F),; finalmente,

F, k
F) == S s <H|n+1—w<j>|>;
k=0 =0

fla,n) = b, sendo que b é o maior expoente do primo p, tal que p°
divide a, se a # 0, e f(0,n) =0: f(a,n) =sg(a)- > i, div(a,p);

f(a) = [\/a] (a parte inteira da raiz quadrada de a): temos f(a) =
Z?:l X< (227 (l);

a funcao (evidentemente primitiva recursiva)

(m+n)(m+n+1)

f(m’n): 9

+ n;

define uma bije¢ao de N2 sobre N (verifique); sejam 1 (a) = m e ma(a) =
n as fungoes tais que m(f(m,n)) = m e m(f(m,n)) = n; entdo m e
T sa0 primitivas recursivas; por exemplo, 71(0) =0 e

m(a+1) = (m(a)=1) - sg(m(a)) + (a+1) - (1 - sg(m(a)));

para mg, m2(0) =0 e my(a + 1) = (ma(a) + 1) - sg(mi(a)).

Exercicio 7.3.1 Mostre que as funcoes descritas abaixo sao todas recursivas
primitivas.

1.

a fungao caracteristica da ordem lexicografica de N" (isto é, (a4, ...,
a,) < (b, ..., b,) se existir k < n tal que a; < by, e a; = b;, para todo
i < k) é primitiva recursiva;

. defina uma relacao primitiva recursiva < em N2, que represente a ordem

lexicografica em todas as sequéncias finitas de nimeros (por exemplo,
usando expoentes de primos em fatoragoes de nimeros);
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3. f(m) = m & 1, o menor elemento n, tal que m < n (e m # n) é
primitiva recursiva.

Teorema 7.3.1 (Outra Construgao das Fungoes Primitivas Recursi-
vas) Todas as fungoes primitivas recursivas de uma varidvel podem ser obti-
das a partir de Z(z) =0, S(z) =z +1, Q(z) = z—1, m(z) e m(z) (que cal-
culam a primeira e a segunda coordenadas de uma dupla ordenada codificada
por um nimero z), aplicando as regras f(x) = g(x)+h(x), f(x) = g(z)-h(x),
f(z) = g(h(x))e f(x) = g"(0), sendo que g(z) e h(z) ja tenham sido definidas
e g”(0) é definida por ¢"(0) = 0, g***(0) = g(¢*(0)).

Demonstragao: Mostraremos como reduzir uma sequéncia de funcoes prim-
itivas recursivas f; : N* — N, 1 < ¢ < m, tal que n,, = 1, que constfoi a
fungao f,,(z) numa outra que também constréi f(z), mas apenas com fungoes
de uma variavel. Isto é feito codificando-se n-uplas de varidveis numa tnica
varidavel. As fungoes sg(z) e sg(z) = 1 — sg(x) sdo definidas pela regra de
recursao do enunciado, usando-se a funcao constante 1 e a funciao x—1.

Observe que a partir das funcoes m; e my, podemos definir, para cada n > 2
e 1 < p < n, fungdes IT?(x) por II] = 71, I3 = 73, e, supondo definidas II7,
para todo p, 1 < p < n, e n > 2, definimos H;‘“, 1 <qg<n+1, como
M =m e Il =2 om, 1 < ¢ < n. Ou seja, olhamos um niimero x
como codificando um par ordenado, cuja segunda coordenada codifica uma
n — 1 upla. Observe que as fungoes II)(z) sdo obtidas de 7 e 7, usando
apenas composicoes. Para definir cada HZ(:);), precisamos de uma sequéncia
de n composigoes.

Usando composigoes, somas e produtos, para cada par de fungoes u(x) e
v(x), podemos construir a fungao
(u(z) +v(x)) - (u(z) +v(z) +1)

w(z) = W(u(z), v(z)) = : + ()

Sem perda de generalidade, assumiremos que isto define uma regra basica
de construgao deste teorema. e denotaremos W (u,v) = (u,v), e (indutiva-
mente) denotamos (uy, ..., u,) = (uy, (Us, ..., uy,)), e observamos que sua
construcao pode ser feita em n — 1 passos, a partir das fungoes u; e a regra

W.
Sejam fi, ..., f, funcoes primitivas recursivas, tais que descrevem a con-
strucao de uma funcao f, unaria. Vamos construir uma sequéncia de fungoes
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unarias ¢i, ..., gm, respeitando as regras do enunciado do teorema e tal que
9m = fn

Suponha que ja tenhamos tratado de f;, i < j < n, e tenhamos obtido a
sequéncia g, k < [.

Se fj for Z(x) ou S(x), definimos g; = f;, chamamos g; = f;, e passamos
a tratar o caso j + 1.

Se fj for PJ{(x1,...,2,) = 2p, comn > 2 e 1 < p < n, sejam g, ...,
Ji+n-1 & sequéncia de composigoes definindo g1 = I} = f7, e passamos
a tratar o caso j + 1.

Se existem a,b < j, tal que f; é a composicao f,(fy), entdo g, = fi(f7),
e passamos a tratar o caso j + 1.

Se existem ji, ..., jot1 < J, a > 1, tais que f; é a composi¢ao f;, ., (f;,

ooy Jia)ssejam g = (f5 oy, 1) g = (50 91)y -+ Giva1 = (Fiys Gira—2)
€ giva = [7(gira—1), € passamos a tratar o caso j + 1.

Se existem a,b < j e f;i(1,...,2,) é definida por recursdo primitiva por
(0,29, ..., xy) = folzo, ..., x,) e para cadar >0, f;(r+1,29,...,2,) =
fo(r, fi(riza, ... xy), 22, ..., x,), entdo definimos as funcodes, Go(r) =

sg(I17 " () - fa (U5 (2), . T () +sg(x) - fy (I (2) =1, T3 (),
L IR (), Ble) = (M (2 + 1), Gol), T (@), ..., (), e o(x)
definida por ¢(0) =0 ¢ p(n+1) = 37(0), ¢, por fim, f7(z) = 5+ (p(z—1

Exemplos de fungoes recursivas que nao sao primitivas recursivas.

Exemplo 7.3.3 (A fungao de Ackermann) O légico e matemético alemao
Wilhelm Ackermann publicou um artigo em 1928 1% exibindo um exemplo de
uma fungao que tinha uma construcao recursiva e que nao é primitiva recur-
siva. Na verdade, para defini-la, é necessaria uma dupla recursao nao cap-
turada pela recursdao primitiva simples. Esta é a sua fungao: f(0,y) =y+1,
flz+1,0) = f(z,1), f(x+ 1L,y+1) = f(z, f(x + 1,y)). Para mostrarmos
que é recursiva, sejam

fo(z,y, z,v) = div (v, poe.gu.52),

f1<l’,y,Z,U) = (1 - sg(x)) ’ (1 - Sg(|y +1- Z|) ’ fO(O’ya'Z?U) +

0Veja a traducio de seu artigo em Jan van Heijenoort, From Frege to Gddel, [?], pp.
493-507.
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+ Sg(ﬁ) : (1 - Sg(y)) : fO(m - 1,y,z,v) : fO(IvyVZ’U) +

+ sg(x) - sg(y) - sg <Z folz,y — 1,u,v) - folx — 1,u,z,v)> :

u=0

fQ(x7y7U) =Sg (Z fl(.I,y,Z,U))
z=0

(que vale 1 se existir z < v, tal que fi(z,y,2,v) =1, e 0, caso contrario),

fg(lf,y) = “v(f2(x7yvv) = 1)

e, finalmente,
f<x7y) = uz(fl(x,y,z,fg(:c,y)) = 1)

Agora veremos que f(z,y) nao é primitiva recursiva. Observe que f(x,y) >

y, f(r,y+1) > f(z,y), fle+1,y) > flz,y) e flx+1,y+1) > f(z,y+2),
para todo x e y (verifique).

Teorema 7.3.2 A funcao de Ackermann nao é primitiva recursiva.

Demonstracao: Se f(z,y) é a funcao de Ackermann, mostraremos que
para toda fungao primitiva recursiva g(z) de uma varidvel, existe y tal que
g(x) < f(y,z), para todo z. Com isto, se f(y,x) fosse primitiva recursiva,
h(xz) = f(z,z) também o seria, donde existiria y, tal que h(z) < f(y,z); em
particular, f(y,y) = h(y) < f(y,y), absurdo.

Observe que f(0,n) =n+1, f(1,n) =n+3, f(2,n) =3n+3, f(3,n) =
6 - 3"+ 3. Entdo y = 3 garante que se g(x) 4 uma das fungoes béasicas Z(x),
S(z), Q(x), m(x), m(x) é majorada por f(3,x).

As regras de soma e produto de funcgoes sao facilmente majoradas. Por
exemplo, se g(x) < f(y,x) e h(zx) < f(z,x), como f é crescente nas duas
variaveis, tomando o maximo entre y e z, podemos supor que y = z. Dali,
g(x) - h(x) < fly,2)? < f(3, f(y,2)) < f(y +3,2).

Se g(z) é definida por ¢(0) =0, g(z + 1) = 5%(0) e B(z) < f(y,x), entdo
g(x +1) = B(g(z)) < f(y,g(x)); vamos mostrar que g(z) < f(y + 1,z),
por indugao em z; para x = 0, temos que para todo z, g(0) = 0 < f(z,0);
portanto g(0) < f(y+1,0). suponha que g(z) < f(y+1,x). Entao g(z+1) <
fly,9(z)) < fly, fly+1,2)) = f(y + 1,2+ 1). Com isto, demonstramos o
teorema. U
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Exercicio 7.3.2 Mostre que a fungdo de Ackermann também majoriza as
fungdes primitivas recursivas de vérias varidveis. Ou seja, mostre que se g(z1,
..., x,) é primitiva recursiva, entao existe y, tal que

g(x1, ..., z) < fy,max(xq,...,2,)).

Exemplo 7.3.4 Uma enumeragao recursiva das fungoes primitivas
recursivas. Vamos definir uma funcao recursiva F'(m, n) que enumera todas
as fungdes primitivas recursivas de uma varidvel (com infinitas repetigoes), ou
seja, F'(m,n) = f,,(n) é primitiva recursiva, e se g(n) for primitiva recursiva,
existe pelo menos um nimero m € N, tal que F(m,n) = g(n). Para mostrar
que F' nao pode ser primitiva recursiva, suponha que seja. Entao F(n,n) +
1 = g(n) é primitiva recursiva e, portanto, existe m, tal que F(m,n) = g(n).
Calculando em m, temos F'(m,m) + 1 = g(m) = F(m,m), o que é absurdo.
(Este método de listar os valores F(m,m) = f,,(m) e alterar o valor para
obter nova fun¢ao g(m) = F(m,m) + 1 é chamado de diagonalizacao, e
esta no centro dos argumentos de incompletude e de indecidibilidade.
Eis a funcgao:

(0 se m=9a, a e N
S(n) se m=9a+1, aeN
n—1 se m=9a+2, aeN
m1(n) se m=9a+3, a €N
mo(n) se m=9a+4, ac€N

Fm.n) =9 P(ry(a,n) + F(ma(a)) se m=29a+5 aeN
n))

- F(m(a)) se m=9a+6, aeN

) se m=9a+7, a€N
g"(0 se m=9a+8, a €N,
e g(z) = F(a,x)

\

Exercicio 7.3.3 Mostre que F(m,n) é recursiva. (Imite a demonstracao
feita para a funcao de Ackermann.)

Lema 7.3.1 A fungdo F(m,n) enumera todas as fungoes primitivas recur-
sivas de uma varidvel.

Demonstracao: Vimos que as funcoes primitivas recursivas de uma variavel
sdo obtidas a partir das fungoes Z(z), S(x), Q(z) = z—1, m(x), m(z),
usando as regras f(z) +g(z), f(z) - g(z), f(g(2)) e f(z) = 57(0).
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Obviamente, as funges Z(z), S(x), Q(x) = x—1, m(x), m(x) sdo enu-
meradas. Suponha, por inducao, que f(n) = f,.(n) e g(n) = f,(n). Entdo
f(n)+g(n) = F9-(m,p)+5,n), f(n)-g(n) = F(9-(m,p)+6,n), f(g(n)) =
F(9-(m,p) +7,n), e h(n) = f"(0) = F(9-m+38,n). [

Exercicio 7.3.4 Mostre que se G(m,n) é recursiva e ¢,,(n) = G(m,n) é uma
sequéncia de fungoes “enumeradas” por GG, entao existe uma funcao recursiva
h(n) que ndo é enumerada por G. (Use o método de diagonalizagao.) Conclua
que nao existe enumeracao recursiva de todas as fungoes recursivas f: N —

N.

Para perceber o que esta dito no exercicio acima, estendemos a nogao
de funcao recursiva para f : A — N é recursiva parcial, A C N¥, se ¢
obtida pelas funcgoes iniciais e regras de recursao primitiva e de minimizacao,
flz,y) = palg(z,y,2) = h(x,y, z)], s6 que agora sem restringirmos a mini-
mizacao a existéncia de solucao em z de g(z,vy,2) = h(z,y, z), para todo x
e y. Com isto, podem existir x e y, tais que g(z,y,2) # h(x,y, z) sempre.
Neste caso, A = {(z,y) : existe z, tal que g(x,y, z) = h(z,y,2)} é o dominio
de f.

Exercicio 7.3.5 Mostre que existe uma fungao recursiva H(m,n), definida
para todo m € N, mas nem todos n € N, tal que enumera todas as funcoes
recursivas parciais de uma variavel.

Exercicio 7.3.6 O problema da parada. Este problema pergunta se
podemos decidir se, dado m € N, a fungao f,,(n) = H(m,n) esta definida
para todo n € N. Isto é mais sensivel na regra de minimizacao, em que, dados
x,y € N, precisarfamos decidir se existe z € N, tal que f(x,y, 2) = g(x,y, 2),
para f e g recursivas. Essencialmente, parguntamos se a busca por tal z,
partindo de zy = 0 e testando para cada z,,1 = S(z,) até que encontremos
o numero z que resolva a equacao, para. Usando a funcao H acima, mostre
que o conjunto R = {m € N: para todo n € N, H(m,n) estd definida} nao
é recursivo.

Um conjunto A C N é recursivamente enumeravel se existe uma
fungao recursiva f : N — N, tal que A é a imagem de f. Um conjunto A C
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NF ¢ recursivamente enumerdvel se existem funcoes recursivas f; : N — N,
i=1,...,k tal que A = {(ay,...,a;) € N* : a1 = fi(n),...,ar = fr(n),
para algum n € N}.

Exercicio 7.3.7 Mostre que se A é recursivo, entao é recursivamente enu-
meravel

Exercicio 7.3.8 Seja A C N? o grafico de uma funcao recursiva f : N — N.
Mostre que A é um conjunto primitivo recursivo. (Faga isto por indugao na
construcao de f.

Exercicio 7.3.9 Mostre que um conjunto R C N é recursivamente enu-
meravel se, e s6 se, for o dominio de uma fungao recursiva (total ou parcial).

7.4 Aritmetizacao da linguagem

A grande ideia que Kurt Goédel teve para demonstrar seus teoremas de in-
completude foi poder codificar na linguagem objeto da aritmética de primeira
ordem algumas noc¢oes metamatematicas, como a de férmula e deducao for-
mal. Na verdade, somente na metalinguagem ¢é que se pode dizer que tais
fungoes e formulas realmente codificam esses conceitos. Assim, a linguagem
objeto reflete algo da metamatemadtica e, a menos que os pressupostos (ax-
iomas) metamateméticos sejam inconsistentes, demonstraremos que no nivel
da linguagem objeto nao se pode definir o conceito metamatematico de wver-
dade. Intuitivamente ! falando, a percepcao de que existe tal codificacao de
conceitos metamatematicos na linguagem objeto somente ocorre para quem
vive na metalinguagem e nao para os que vivem na linguagem objeto.

Numa situacao genérica, a linguagem objeto terd sua assinatura um sub-
conjunto de mathscrL = CUFUR, com C={¢, :n e N}, F=J ., F, =
Upsi{fmn :m € N} e R =, Ry = Uyoy {tin : m € N}

Na metamatematica, definimos uma funcao €00 : L — N, que associa
& € Cr—c, €N, fpun € Fp = fron € Nervy, € R, — 7, €N,
enumerados como se segue. Definimos as funcoes v,c: N — N, r, f : N2 — N,
denotando v(n) = vy, ¢(n) = ¢,, r(m,n) =rym, e f(m,n) = fum, por

((n+m)(712+m+1) +m> L5

Up =8n+25, ¢, =8n+3, rpm =38

11E, portanto, uma visao falsa se levada as tltimas consequéncias.
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fom =8 ((n+m)(n+m+1)

5 +m)—|—7.

Exercicio 7.4.1 Mostre que estas fungoes sao primitivas recursivas e que
suas imagens sao disjuntas.

A intengao desta definigao é enumerar “cédigos” para variaveis, simbolos
de constantes, simbolos de relacoes e de fungoes n-arias, respectivamente.
Mais precisamente, dada uma linguagem (cuja assinatura seja finita ou in-
finita enumerédvel) L, uma aritmetizagao de L ¢é uma tripla de fungoes
injetoras (P, Pr, Pr), tal que P (respectivamente, Pr e $r) associa a
cada simbolo de constante (respectivamente, relagao, funcao n + 1-dria) um
nimero da forma ¢, (respectivamente, 7y, m, fr.m)-

Seja pn, n € N a enumeragao (primitiva recursiva) de todos os nimeros
primos em ordem crescente, com py = 2.

Definimos as fungoes = : a € N+ —a = 2' -3 € N, —: (a,b) € N? —
a—b=2"-3".5 €N eV: (a,b) € N2 — Vab = 2'7.3%. 5" Dados
a,bo,...,by €N, afby,...,b,] denota o ntimero pg - pi° - ... -lel.

Seja K C N um conjunto finito, contendo r; o e apenas nimeros da forma
Cns Tnom, OU fnm. Tal K representa a assinatura de alguma linguagem L.

Definimos o conjunto Trg (dos termos de L) por: se ¢, € K, ¢, € Tr;
v, € TryneN;se by, ...,b, €Tre fom € K, fumlbo,...,0n] €T

Definimos o conjunto Aty (das férmulas atémicas) como o conjunto dos
nimeros da forma 7, ,,[to, ..., t,] € para todo 7, € K e tg, ..., t, € Trg.

Definimos o conjunto Flag (das férmulas) como o menor conjunto con-
tendo Atk e fechado por a — b, —a e Vab.

Exercicio 7.4.2 Mostre que os conjuntos Trg, Atg e Flagx sao primitivos
recursivos. Exiba uma enumeracao recursiva de cada um destes conjuntos.

Uma teoria numa linguagem de assinatura L (ou L-teoria) é um conjunto
consistente T' de sentencas de L. A teoria T' é uma teoria completa se para
cada sentenca ¢, ou T'F ¢ ou T F —¢ (mas ndo ambas, devido a condigao de
ser consistente).

Exemplo 7.4.1 Dada uma estrutura M, a teoria T(M) = {¢ : ¢ € uma
L-sentenca e M |= ¢} é uma teoria completa.
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Uma teoria T' é (recursivamente) axiomatizavel se existir um conjunto de
sentencas 3 finito ou infinito mas recursivo (os axiomas ou postulados de T'),
tal que X ¢ se, e s6 se, T' - ¢.

Agora vamos fixar uma linguagem L = {0,+,-,5(-), <} e a L-estrutura
N dos ntimeros naturais com a interpretacao usual dos simbolos de L e as
teorias Q e PA descritas a seguir. Usando a aritmetizagao acima, “0” é
co=3, 4" ¢ fio=15-¢f11=39,5¢ foo=7,“="¢érpg=13¢e “<" ¢
1= 29.

Exemplo 7.4.2 A Teoria () de R. M. Robinson '?: Esta teoria, que
¢ um fragmento bem fraco, mas suficientemente expressivo, de sentencas
verdadeiras em N, é axiomatizada pelo conjunto das oito sentencas:

(Q1) Vz (S(z) #0)
VaeVy (S(x) = S(y) — x =v)

Exemplo 7.4.3 A Aritmética de Peano. também chamada pela sigla

PA, ¢ a teoria contendo as sentengas (Q1) a (Q8) da aritmética de Robinson

e o esquema de axiomas de inducao para férmulas ¢ com variaveis livres x,
coy Tp

(Ind()) Va1 ... Vi, [p(0) — (Vao(p(ze) — ©(S(20))) — Vo p(20))].

Uma férmula ¢ é dita limitada se todas as quantificagoes que aparecem
nela sdo da forma Vz(r < t — 0) ou dzx(x < t A ), sendo que t é um
termo em que a varidvel x nao ocorre. O conjunto das férmulas limitadas

12Raphael Mitchel Robinson (1911-1995) expos esta teoria no Congresso Internacional
de Matematica de 1950, publicado como An Essentially Undecidable Azxiom System,
Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Cambridge, MA, 1950
(Graves et al, editors), American Mathematical Society, Providence, RI, pp. 729-730.
Publicou-o também na obra Undecidable Theories, North-Holland, Amsterdam, (com
A. Mostowski and A. Tarski)
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é denotado por Aq (e, as vezes por Ily ou Xy). Definimos os conjuntos de
férmulas %, 11, e A, por ¢ € 3,41 (respectivamente, I1,,,1) se existir uma
férmula ¢ € I1,, (respectivamente, 3,,), tal que ¢ é logicamente equivalente
a Jxy ... 3z, ¥ ((respectivamente, Yy ...Vz, ). Definimos A,, = %, N 1L,.

Exemplo 7.4.4 Fragmentos da Aritmética de Peano. Restringindo
o esquema de indugao a certos conjuntos de férmulas, obtemos fragmentos
importantes de PA:

(I0) Inducao aberta: ¢ em (Ind(y)) nao tem quantificadores.

(IAp) Inducao limitada (também chamado de Aritmética Primitiva Re-
cursiva): ¢ € Ay em (Ind(y))

(IX,) ¢ € X, em (Ind(y)).
(II1,)) ¢ € 11, em (Ind(yp)).

Exercicio 7.4.3 Seja I' um destes conjuntos de axiomas para fragmentos
da aritmética, ja codificados como conjunto de ntmeros. Mostre que I' é
primitivo recursivo.

Dada uma teoria T'C T(N), e uma funcao f : A C N* — N, dizemos que
f é representavel em T se existe uma férmula ¢¢(z1,...,z,,y), tal que as
varidveis z1, ..., , e y ocorrem livres em ¢y, e para cada a € N" e b € N,
f(@) = bse, e s6se, T+ ¢p(a,b) (sendo 7 o termo (14 (14 ...+ 1)...))
em que 1 aparece n vezes, para cadan € N), e T'F 3lyg,(a,y). Uma relagao
P C N" é expressivel em T se existir uma férmula ¢p(7) tal que para todo
aeN' seae P, TH ¢pla)esea g P, TF —¢p(a). Uma relagao P C N
¢ fracamente expressivel em T se existir uma férmula ¢p(Z) tal que para
todoa € N*, sea € P, T+ ¢p(a) ese a & P, Tt/ ¢p(a). Uma relagao
P C N" é definivel em N se existir uma férmula ¢p(Z) tal que para todo
aeN' ae P se esose N op(a).

Para cada n € N, definimos o termo 7 como 0 =0, n + 1 = S(n).

Lema 7.4.1 A partir da teoria () podemos deduzir as seguintes férmulas:
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10. m#n,sem#n, myneN
<

1. z<n < (x=0Vx=1V...Vz=n)

12. e <nvn<zx

Demonstragao: Vamos mostrar os itens (1), (5) a (8), (10) e (11), deixando
os outros como exercicio.

(1) Se y # 0, por (Q3), Y = S(z), para algum z; por (Q4) e (Q1),
r+y=x+S5(z)=S(x+2z2) #0.

(5) Usando (3), (Q8) e (Q5), temos z + S(z) = n + 1, entdo S(z + x) =
S(n), donde, por (Q2), x + z = n.

(6) Vamos demonsmostra-lo por indugao em n. Paran = 0, por Q4 e (3),
S(x)+0 = S(x) = x+1. Supnha que de Q se deduz que S(x)+7n = x+n + 1.
Entdo S(z) +n+1 = S(x) + S(n) = S((S(x) +7n) = S(x+n+1) =
r+Sn+1)=x+n+2.

(7) Suponha que n < z, mas que z # n. Seja z, tal que z +n = z.
Entao z # 0, pois 0 +n = f (verifique). Portanto z = S(y), donde, por (6),
z+n=y+n+1=uz donde segue que n +1 < x.

(8) Vamos mostré-lo por indugao em n. Paran = 0, por (Q3), m+0 = m.
Suponha que @ mostre que m + fi = m + n. Entdo, por (Q5), m+n+1=
m+S(A)=S(m+n)=Sm+n)=m+n+ 1L

(10) Suponha que n < m. Sen =0em =1, por (Q1), 1 = s(0) # 0.
Suponha que () mostree que n # m, para todo n < m. Entao sejan < m+1.
Se n = 0, novamente (Q1) resolve. Se n = ny + 1, por hipdtese de indugao,

Q + g # m, logo, por (Q2), S(g) =71 # S(m) =m + 1.
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(11) Se x = k, para algum k& = 0,...,n, entdo n — k + = = 7, donde
segue por (Q8) que x < n. A reciproca demonstramos por induc¢do em n.
Sen =0, se z+x <0, por (1), segue que z = 0. Suponha que @ mostre
r<n < (r=0Vz=1V...Voz=n). Sex <n+1,sex=0,entao
vale a conclusao (z = 0Vaz =1V...Vz =n+1). Sez # 0, por (Q3),
existe y, tal que z = S(y). Entdo a hipétese x < n + 1 pode ser escrita como
S(y) < S(n), ou seja, existe z, tal que z + S(y) = S(z +y) = S(n), donde
segue que y < 7i. Por hipétese de indugao, temos (y = 0Vy = 1V...Vy = 7).
Dal, substituindo x = S(y), temos o desejado. O

Exercicio 7.4.4 A funcao beta de Godel. Seja [(z,y,z) = rm(x,1 +
z(y + 1)), o resto da divisao de = por 1 + zy. Mostre que esta fungao é
primitiva recursiva e que é representavel em @ (e, portanto em PA), por
uma féormula A;.

Exercicio 7.4.5 O algoritmo de Euclides. Sejam a,b € N nao nulos.
Para calcularmos o maximo divisor comum (mdc) de a e b, usamos o algo-
ritmo de Euclides (que é demonstrado no livro VII dos Elementos.) Pode-
mos supor que 0 < a < b. Divida b por a, obtendo quociente ¢q e resto rg,
0 < r < a. Se o resto nao for zero, divida a por ry, obtendo quociente ¢
e resto ;. O préximo passo consiste em dividir o divisor da conta anterior
pelo seu resto. Continue o processo, obtendo quocientes rp = qx rg—1 + Trr1,
até que r, = 0, para algum n. Se r,_1 # 0 e r,, = 0, entdo r,_; é o maximo
divisor comum de a e b. (Demonstre isto.) Conclua também que existem
c,d € Z,taisquec-a+d-béomdecdeaeb.

O Teorema Chinés dos Restos, que veremos a seguir, indica a possibili-
dade de resolvermos um sistema de congruéncias, e sera usado para mostrar-
mos que podemos codificar e decodificar (mediante a fungao beta de Godel)
sequencias finitas de niimeros naturais.

Teorema 7.4.1 (Teorema Chinés dos Restos) Sejam ky,...,k, € N
nimeros dois a dois primos entre si, mq,...,m, € N, tais que, para cada
1=1,...,n, m; e k; sdo primos entre si, e ay,...,a, € N quaisquer. Entao
existe a € N, tal que, para todoi=1,...,n, m; -a = a;mod k;.
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Demonstracao: Demonstraremos por inducao em n. Para evitar triviali-
dades, podemos supor que k; > 1,1 =1,...,n.

Para n = 1, temos que resolver a congruéncia m; - ¢ = a;mod k;. Como
my e ky sao primos entre si, existem c¢,d € Z, tais que ¢-mq +d - k; = 1.
Somando-se um multiplo positivo de ki a ¢, se ¢ < 0, podemos supor que
¢ > 0, donde segue que c¢-m; = lmod k;. Dai, se x = ¢ - ay, temos que
my - c-a; = agmod k. E mais, todas as solugoes da congruéncia sao da
formax =c-ay+t-ky,t €N.

Suponha que todo sistema de n — 1 congruéncias tenha solucao e consid-
eremos o sistema m; - x = a;mod k;, i = 1,...,n, satisfazendo as hipoteses.
Seja x = ¢ - a; + tk; uma solugao da primeira congruéncia, com o nimero t
a ser determinado. Substituindo nas outras congruéncias, temos (m; - ki)t =
a;mod k;, i = 2,...,n, sendo que a; = —c - aymod k; é um nimero posi-
tivo (explique como obté-lo). Pelas hipdteses sobre os coeficientes m; e k;,
i=1,...,n,0mdc entre k; e (m; - k1) é 1, portanto, por hipdtese de indugao
existe solu¢do @’ para este novo sistema (na varidvel ¢), o que nos dd uma
solugao a para o sistema original. ([

O préximo teorema foi uma ideia interessante que Godel teve para codi-
ficar e decodificar sequéncias finitas de niimeros naturais, usando sua funcao
beta e aplicando o Teorema Chinés dos Restos.

Teorema 7.4.2 Seja B(x,y,z) = rm(x,14+z(y+1)) a fungao beta de Godel.
Entao, dados n > 0 e ao,...,a,-1 € N, existem b, ¢ € N, tais que ((b,0,¢) =
nefbj+1lc)=a;,0<j<n.

Demonstragao: Seja N = max{n + 1,aq,...,a,-1}, e c = N!. Entao, se
0<j<i<n,14+j5-cel+i-csao primos entre si, pois se r > 0 divide ambos,
entdo divide a diferenga de ambos, (i—j)-N!. Pela escolha de N, (i—j) < N,
donde segue que r divide N!. Portanto r divide (14 j-N!)—j-N! = 1. Pelo
teorema chinés dos restos, seja b uma solucao do sistema

r = n mod 1+ N!
T = a mod 1+2-N!
r = ap—1 mod 1+n-N!
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Com isto, demonstramos o teorema. O

Nos exemplos e exercicios a seguir, 77 C T'(N) é uma teoria recursiva-
mente axiomatizavel e contendo (), numa linguagem contendo uma quanti-
dade finita de simbolos nao 1égicos. (Lembre-se que os simbolos, termos e
férmular da linguagem sdo nimeros inteiros.)

Exemplo 7.4.5 Lembre-se de que uma deducao de ¢ a partir de 7' é uma
sequéncia de férmulas ¢, ..., ¢,, tais que, ¢, é ¢, e para cada ¢ < n, ou
¢; € T, ou ¢; é um axioma logico, ou existem j,k < i, tais que ¢ é a
férmulas ¢; — ¢; (regra do destacamento, ou Modus Ponens), ou existe j < i
e varidavel z, tais que ¢; é a férmula Vz ¢; (regra da generalizagdo). Descreva
uma fun¢ao primitiva recursiva A(x), tal que A(z) = 1sez = (n, ¢o, . .., On),
sendo que ¢y, . . ., ¢, é uma deducao a partir de 7', (ao, . . ., ax) é definido por
(ap,a1) = (ap + a1) - (ag + a1 + 1)/2 4+ a; (a fun¢do primitiva recursiva que
define uma bijegao de N? sobre N), (ay, ..., ax) = {(ag, {(ay,...,az)), se k > 1,
e A(z) = 0, caso contrério.

Lema 7.4.2 Se f ¢ uma funcao recursiva, entao ela é representavel em T’
por uma férmula ¢y € A;.

Demonstracao: Verificaremos este lema por indugao na construgao de f.
Consideremos os casos iniciais. Se f(z) =0, ¢s(z,y) é v =2 Ay = 0; se
f(x) = S(x), ¢f(z,y) é y = S(x), que sao férmulas A;.
Agora vejamos a regra de composigao. Se g(z1,...,x,) é representdvel
por ¢g e h;(x1,. .., x;) sdo representaveis por (féormulas A1) ¢p,, 7 = 1,...,n,
entao a funcao

f(wla-“axk) :g(hd(xla-"?xk)a"'7hn(x17"'7xk))

é representavel pela férmula
n
21, .., 3z (21, - ooy 20, Y) A /\ Gn; (21, ..., T, 25)],
j=1

que é uma férmula 31, e também por

n

Vz, ... ,Vzn[/\ On; (@1, Tk, 25) = Pp(21, -, 20, Y)),

Jj=1
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que é uma férmula II;.

Agora, a regra da recursdo primitiva. Se f(zo, Z), T = (v1, ..., Tpn),
¢ definida por f(0, ) = go(z), e f(m+ 1, &) = ¢1(m, z, f(n, T)), g; é
representada por (férmulas A1) ¢y, ¢ = 0,1, e a fungao B(z1, z2, x3) de Godel
¢ representada por (uma férmula Ay) ¢g(z1, 9, 3, y), entdo f ¢é representada
por Jzy,...,3z5Pp(21 , 0, 22, 23) A ¢y (T, 23) A Vg < 2o(Pp(21, 26, 22, 24) A
op(z1, S(26), 22, 25) N g, (26, Ty 24, 25)) NPg(21, To, 22, Y)], € também por Vzy,
ceey VZ5, [gbﬁ(zl , 0, 22, 2’3) VAN ¢90(j7 2’3) /\VZG < ZEO¢5(21, 26, 22, 24) N ¢5(2’1,
S(26), 22, 25) N\ g, (26, T, 24, 25)) — dp(21, To, 22, Y)].

Finalmente, para o caso da minimizacao, o tratamento é analogo ao da
recursao primitiva, e fica como exercicio para as(os) leitoras(es). O

Exercicio 7.4.6 Mostre que f é representavel em T se, e sé se, f é recur-
siva. (Use a fungao beta para codificar a recursao primitiva e a fungdo A do
exemplo 7.4.5 para buscar dedugoes a partir de 7'.)

Conclua que uma relagado P serd (fracamente) expressivel em T se, e s6
se, P for recursiva (respectivamente, recursivamente enumerével).

O préximo teorema mostra que a teoria () é expressiva o suficiente para
dela deduzirmos todas as sentencas > satisfeitas em N.

Teorema 7.4.3 Seja ¢ uma sentenga >; na linguagem da teoria @), tal que

N E ¢. Entao Q F ¢.

Demonstracao: Basta mostrar que se ¢(z1, ..., z,) for uma férmula Aj e
se existirem ki, ..., k, € N, tais que N |= ¢(ky, ..., k,), entdo Q F ¢(k1, ...,
k). Seja F(xy, ...,r,) a funcdo caracteristica do conjunto {(ki,...,k,) €
N*: N | ¢(ki,...,k,)}. Entdo F é primitiva recursiva, portanto repre-
sentavel em Q). O

Seja ™7 : N — N a funcdo definida por 07 = 3, "Tn + 17 = 27.3™",
(Lembre-se de que 3 é o numero associado ao simbolo de constante 0, 7 é
o numero associado ao simbolo da funcao S, sucessor, e de como definimos
termos em Trg.) Esta fungao calcula o nimero do termo S™(0) (verifique).
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Exercicio 7.4.7 Seja v (o nimero de) uma variavel e ¢t € Trg. Definimos
a fungao Sb! : N — N, por Sti(n) = 0sen & Try; Sbi(v) =t, Sbi(c;) = ¢;,
SO (fea(to, - te—1)) = fei(SB: (L), ..., SbE(tk—1)). Mostre que esta fungao
¢é primitiva recursiva.

Exercicio 7.4.8 Seja v (o nimero de) uma variavel e t € Trg. Definimos a
fungdo S! : N — N, por S!(n) = 0sen & Flag; sen = ri,lto, - .., tr—1] € Atg,
St(n) = rr SO (to), ..., S (tr—1)]; se n = —a € Flag, Si(n) = —=(Si(a)); se
n=a— b€ Flak, Si(n) = (Si(a)) — (SL(b)); se n =Vab € Flak, e a # v,
entdao Si(n) = Va SL(b); se n = Vab € Flag, e a = v, entdo Si(n) = n.
Mostre que a funcao S% é primitiva recursiva. Ela calcula a férmula obtida
de ¢, substituindo as ocorréncias livres de v pelo termo t.

Denotamos ¢(v) (o nimero de) uma férmula em que a varidvel v pode
ser livre e por ¢(t) = Sk(¢).

7.5 Teoremas de incompletude

Agora ja possuimos todas as ferramentas matemaéticas necessarias para demon-
strarmos os teoremas de incompletude.

Exercicio 7.5.1 Mostre que a relagio DEDy = {(s,"¢™") : T F ¢, e s é o
c6digo (n, ¢1, ..., ¢n), de uma dedugao de ¢ a partir de T'} é representavel em
T (por uma férmula limitada DED(x,y)). Portanto DEMp = {"¢™7: T'F ¢} é
fracamente expressivel em T', pela férmula DEM7(y) dada por 3z DED (2, y).

Lema 7.5.1 Seja B(z) a férmula DEM7(z). Entdo vale cada uma das as-
sercoes a seguir.

1.SeQCTeTk¢entao THB("¢T).
2.5eIX, CTeTHEB("¢g—¢7) — (B("¢") — B("¢7T)).
3. Se I¥X C T e Se ¢ é formula, entdo T H B("¢") — B("B("¢™)7).

Demonstracao: Mostraremos os itens 1 e 2, deixando o item 3 como
exercicio (que decorre de um argumento parecido com o de 2).

1. Seja ¢1,...,¢, uma dedugao de ¢. Entdao T F DED(s,"¢"), sendo
s={n, ¢1, ..., ¢n). Portanto T'+ JxDED(x,"¢"), ouseja T+ B("¢ ).
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2. Se x é o codigo de uma demonstracao de ¢ — 1 e z é o cédigo de
uma demonstragao de ¢, entao (m(z)+m(z)+1, C(z,y, 7)) é o codigo de
uma demonstragao de v, sendo que C(z,y, z) é a funcao primitiva recursiva
que calcula o cédigo (I3* (2), ..., I™(2), II*W(y), ..., T (y), 2).

™1 () m1(y)
Precisamos de I3, aqui para podermos demonstrar que

T+ Vavz[Fw (DED(x, ¢ — 17) A DED(2,7¢7)) —

(DED(w, ") Aw = C(x,y, 7))

(observe que a férmula entre colchetes é 3). 0J

Lema 7.5.2 (Lema da diagonalizagao) Seja ¢(z,y) uma férmula cujas
variaveis livres sao x e § = y1,...,¥Yn, € 1T uma teoria recursivamente axiom-
atizavel, contendo a teoria (). Entao existe uma férmula 1(g), cujas varidveis
livres sao ¥, tal que

THY(@) = o("v(x,9),9)

Demonstracao: Seja ¢(z,y) dada, e seja F'(n) a fungao definida por F'(n) =
("0, y), se n =0(x,y) e x, y ocorrem livres na férmula d, e F(n) =0, se n
nao é desta forma. Entao F' é primitiva recursiva (verifique), e representavel
por uma férmula Ay, a(z,v). Seja x(x,7y) a férmula Jv(a(z, v) A (v, 7)) e
¥ =F(x)=x("x(z,9)",9).

Temos que a partir de @) (contida em T") podemos deduzir as equivaléncias

b = Fo(a("x(z,9)"0) Ad(v,9))

= J(w=Fx(y)" Ao y) <
= Jo(v="VTAY(x,7)) = o("¢7, 7).

Exercicio 7.5.2 Versao do lema da diagonalizagao para N. Seja ¢(z,y)
uma férmula cujas varidveis livres sdo x e § = yi1,...,Yn, € seja F(n) a
funcao definida por F(n) = 0("07,9), se n = d(z,y) e z, y ocorrem livres na
férmula §, e F(n) = 0, se n nao é desta forma. Seja a(z,v) uma férmula



R. Biancont - Locica 95

Ay definindo o grafico de F. Seja x(z,y) a formula Jv(a(z, v) A ¢(v, §)) e
U= F(x) = x("x(z,9)",y). Mostre que

NEVIU() < o(Tv(x,5)7, 7).

Teorema 7.5.1 (Primeiro Teorema de Incompletude de Godel) Se
T O @ é uma teoria consistente e recursivamente axiomatizavel, tal que de T’
nao se deduz nenhuma sentenga Y falsa em N, entao existe v tal que T I ¢

eT .

Demonstracao: Seja 1) uma sentenca dada por diagonalizacao da férmula
—DEMp(z), ou seja, T+ ¢ <= —=DEMp("¢7).

Se T'F 1, como a férmula DEM7("97) é ¥y, codificando a deducao de
¥, obtemos N = DEMy("97), donde segue que 7'+ DEMy ("9 7). Por outro
lado, de '+ ¢ <= —DEMp("9™), obtemos que 7'+ =DEM7("97), ou seja,
T ¢é inconsistente.

Se Tk =, deTkF ¢ < —-DEMp("¢7), T = DEMp("YT), que é uma
sentenca ;. Da hipdtese de que a partir de T' nao se deduzem sentencas >y
falsas em N, temos que N = DEMy ("¢ ™). Portanto existe um nimero a € N
que codifica uma deducao de 1) a partir de T', donde segue que T' F =), ou
seja T' é inconsistente.

Portanto, sendo T' consistente, T't/ ¢ e T t/ —). 0

A hipétese de que a partir de T nao se deduz nenhuma sentenca ¥; falsa
em N é muito forte, e pode ser eliminada, como veremos a seguir.

Teorema 7.5.2 (Teorema de Incompletude de Gdodel e Rosser) Se
T O () é uma teoria consistente e recursivamente axiomatizavel, entao existe

¥ tal que T H e T H —p.

Demonstragao: Seja Rf(x,y) a formula A; definindo a relagao recursiva
“r é o cddigo de uma dedugao da negagao da formula y”. Seja d(y) a férmula
dx Rfp(z,y) AVz < 2=DEDr(z,y), que é uma férmula ;. Seja v obtida por
diagonalizagao de d(y).

Suponha que T+ . Entao T + DEDr(a,"¢7), para algum a € N.
Sendo T' consistente, 7" I/ —), donde segue que, para todo b € N, N =
—=Rfr(b,"97) e, como a férmula é Xy, T F —=Rf(b,"¢7), para todo b € N.
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Por outro lado, da diagonalizagao, segue que 7' F 6("¢7), ou seja, T F
Jx Rfp(z,"¢7) AVz < 2=DED7(z,"¢7). Seja b € N, tal que b > a. Entao
T Vo Rfr(z,"y7) — (b < z), donde segue que T - ¥z < b—~DEDy(z, ¢7),
ou seja, T+ =DEDz(a,"9™), o que implica que T' é inconsistente.

Agora suponha que T'F —) e seja a € N, tal que N = Rfy(a,"¢7). Da
diagonalizagao, T' F Va(Rfr(z,")") — 3z < 2 DEDy(z,7¢™)), donde segue
que T+ (Rfr(a,"¢") — 3z < aDEDy(2,"¢")). Como @ C T, temos que
existe b € N, b < a, tal que T - DEDy (b, "¢7). Dai, segue que b é o cédigo
de uma demonstracao de ¢ a partir de T'; isto é, T'F 1), o que implica que T’
¢ inconsistente.

Portanto T't/ ¢ e Tt —). OJ

Exercicio 7.5.3 Seja T recursivamente axiomatizavel e contendo Q).
(1) Mostre que os conjuntos P ={oc : Tk o} e B={o:THF -0} sao
recursivamente enumeraveis, mas nao sao recursivos.

J
Seja C' C Flag, talque AC CeCNB=g. SejaC' ={5...50: 0 nao
k

é da forma —f, j é impar e, ou ~o € C, ouo ¢ C} U {’ﬂ_./.ﬁa: o nao é da
forma —0, k é par e, ou 0 € C, ou =0 & C}.

(2) Mostre que se C' fosse recursivo, ¢’ também seria recursivo.

(3) Mostre que se D C Flag é recursivo, A C D e, para toda o € Flag,
se 0 € D entao —o ¢ D, entao existe o € Flag, tal que o,—o & D.

(4) Mostre que, para todo o € Flag, se 0 € C’ entdo —o ¢ C’ e, ou
o€ ' ou-o¢(C'. Conclua que C' nao pode ser recursivo.

Dois conjuntos A e B como no exercicio sao ditos recursivamente in-
separaveis.

Teorema 7.5.3 O Teorema de Lob. Sejam T teoria recursivamente ax-
iomatizdvel, contendo I3, e B(z) a férmula DEMy(x). Se T+ B("¢7) — ¢
entao T'F ¢

Demonstracao: Seja 1) uma sentenga, tal que 7'+ ¢ <—= (B("¢7) — ¢),
dada pelo lema da diagonalizac¢ao para a férmula B(x) — ¢.



R. Biancont - Locica 97

Como T F ¢ — (B(T47) — ¢), entio T F B( — (B(Y7) — @),
donde segue que 7'+ B("¢7") — B("(B("¢") — ¢)7), e portanto T I
B(r¢") — (BCB(9")) — B("¢7). Como T+ B(T47) — B(TB(47)7),
temos que T'F B("¢") — B("¢™"). Por hipdtese, T + B("¢7) — ¢, donde
segue que T'F B("¢Y7) — ¢. Como T+ ¢ < (B("¢Y") — ¢), temos que
T+ . Portanto T'+ B("¢™), donde segue que T'F ¢. O

Um modo de expressar a consisténcia de T' (axiomatizavel) é a sentenga
Consy dada por =B("70 = S(0)7).

Teorema 7.5.4 (Segundo Teorema de Incompletude de Godel) Se
T O I¥; é uma teoria consistente e recursivamente axiomatizavel entao T t/
CoNsy.

Demonstracao: Se 7'+ CONSy, ou seja, T+ =B("0 = S(0)"), entao T I
B("0=5(0)") — 0 =5(0). Portanto, pelo Teorema de Loéb, T'F 0 = S(0).
Como T+ 0 # S(0), T ¢ inconsistente. O

Dizemos que uma teoria T, numa linguagem contendo simbolos em K, C
N, intepreta uma teoria 77, numa linguagem contendo simbolos em K; C N,
se existe uma K féormula x(x) e uma correspondéncia ¢ — ®,hi, de férmulas
da linguagem de 73 para férmulas na linguagem de Ty, tal que ¢ e &4 tenham
as mesmas variaveis livres, @, é =Py, $y .y € Py — Py € P34 é Fx X () A Dy,
tal que se T = ¢, entao Ty = .

Exercicio 7.5.4 Redemonstre os dois teoremas de incompletude, com a
hipétese de que T seja recursivamente axiomatizavel e que T apenas in-
terpreta @ ou 13;.

7.6 Indefinibilidade da Verdade

O préximo teorema, devido a Alfred Tarski, mostra que a nocao de ver-
dade para a linguagem-objeto da aritmética nao pode ser definida por uma
formula dessa linguagem. No entanto, se impusermos restri¢oes na quanti-
dade de alternancia de quantificadores nas féormulas, entao podemos definir
(parcialmente) a nocao de verdade.
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Teorema 7.6.1 (Teorema da Indefinibilidade da Verdade de Tarski)
O conjunto V(N) = {"¢" : N |= ¢} nado é definivel na linguagem de 7', ou
seja, nao existe nehuma férmula ©(x) tal que V(N) = {n: N = O(n)}.

Demonstragao: Suponha que exista tal O(z) e seja ¢ a sentenga dada pelo
lema da diagonalizagao (para N) para a férmula =O(x), ou seja, N = ¢ <—
—O(TY7).
Se N =9, entdo N = =0("¢"), donde segue que N F~ 1), contradicao.
Se N | =), entao N | ©("¢7), donde segue que N = 9, outra con-
tradicao.

Portanto, nao pode existir tal formula. ([l

Relembramos que uma féormula ¢ é dita limitada se todas as quantificagoes
que aparecem nela sao da forma Va(x <t — 6) ou Jz(z < tAF), sendo que t é
um termo em que a variavel x nao ocorre. O conjunto das férmulas limitadas
é denotado por Aq (e, as vezes por Ily ou Xy). Definimos os conjuntos de
formulas ¥, I1,, e A, por ¢ € ¥,,41 (respectivamente, I1,,,1) se existir uma
férmula ¢ € I1,, (respectivamente, 3,,), tal que ¢ é légicamente equivalente
a Jxy ... 3z, Y ((respectivamente, Yy ...Vz, ). Definimos A,, = ¥, N1L,.

Para terminarmos este texto, vamos mostrar que existem defini¢coes par-
ciais de verdade para a aritmética, ou seja, para cada n € N, existe uma
férmula SATy, (z), tal que, se m for o termo correspondente ao numeral
m € N, N |= SATy, (m) se, e somente se, existir uma sentenga ¢ € ¥, tal
que m="¢"eN [ ¢.

Comecemos analisando o caso das férmulas limitadas (ou ¥y, ou também,
Ap).

Exercicio 7.6.1 Dada uma férmula ¢ € Aq, cujas variaveis livres estejam
dentre as variaveis xg,...,xy, para algum N € N, e dada uma atribuicao
de valores s : x; € {zg,...,xn} — a; € N, mostre que é possivel verificar,
efetuando uma quantidade finita de operagoes, se é verdade que N |= ¢[s].
Descreva informalmente um algoritmo que decida este problema.

Deste modo, a fungao Sata, (z,y) : N> — N que vale 1 se z for substituida
pelo nimero de Godel de uma férmula ¢ € Ay e y pelo codigo de uma
sequéncia finita s de nimeros naturais, de comprimento pelo menos N =
max{j € N : VL(¢) C {xo,...,x;}}, e N = ¢[s]. Portanto, existe uma
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formula Sata,(zo,r1) € A; 2, representando a relacio Sata,(z,y) = 1.
Tendo esta formula em maos, podemos escrever uma férmula SATA,(zo) €
A1, que define o conjunto dos nimeros de Gddel das sentencas Ay que sao
verdadeiras (ou satisfeitas) em N.

Exercicio 7.6.2 Descreva explicitamente a férmula SAT,,.

Exercicio 7.6.3 Mostre que, para uma sentenga ¢ € Ay, N = ¢ se, e so-
mente se, N |= SATA,(T¢7).

Dizemos que a féormula SATA, é uma definicao parcial de verdade para
sentengas Ay.

Recursivamente, definimos Saty, = Saty, = Sata, e, assumindo que ja
tenhamos definido as férmulas Saty, e Saty,, entao definimos as féormulas

Sats,,  , (zo,21): “zg € 0 nimero de Gédel de uma formula do tipo
Jxgp, com ¢ € 11, x1 € atribuicao de valores as varidveis livres
de ¢ e existe uma atribuicao de valores s’ que coincide com x4
nas varidveis livres de ¢ e Saty, (xo, s)”,

Saty,,,, (%o, T1): “xo € 0 numero de Gédel de uma formula do tipo
Vrop, com ¢ € 1, x1 € atribuicao de valores as varidveis livres
de ¢ e para toda atribuicao de valores s’ que coincide com x1 nas
varidqveis livres de ¢ e Saty, (xo,s)”.

Estas formulas Saty,, e Saty, sao chamadas de defini¢cao parcial de ver-
dade para formulas X, e II,,, respectivamente.

Exercicio 7.6.4 Mostre que, para uma férmula ¢ € Y, e uma atribuicao s,
N E ¢[s] se, e somente se, N |= Sata, ("¢, cod (s)), sendo que cod (s) é o
numeral que representa o cédigo da sequéncia s.

Exercicio 7.6.5 Mostre que, para uma férmula ¢ € II,, e uma atribuicao s,
N = ¢[s| se, e somente se, N = Sata, ("¢, cod (s)), sendo que cod (s) é o
numeral que representa o cédigo da sequéncia s.

13E necessario assumir o fragmento I, para demonstrar que esta férmula é realmente
Aj.



