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Resumo

Resolvemos a equacao de Schroedinger para o oscilador harmoénico
e para o atomo de hidrogénio.
CUIDADO:Esse texto ainda nao foi corrigido.

1 Introducao: Equacoes a derivadas parcias

Boa parte dos problemas fisicos envolvendo campos de forcas que nao variam
com o tempo podem ser descritos por equagoes diferenciais parciais de se-
gunda ordem, ou seja, a solucao procurada, como funcao do espaco e do
tempo, u(z,t) ou u(z,y, z,t), satisfaz uma equagao da forma

2 2 2
an(:c,t)@u—l—alg(x,t)a atu+a22($ t)at u +
0 0
by(x, t)%u + by (z, t)gu + c(z, t)u = 0.

Achar uma solucao dessa equacao em geral (dadas condigbes iniciais)
é um problema matematico dificil, objeto de pesquisas, mas alguns casos
importantes e 1teis tém solucao viavel, por separagao de variaveis. Esse é o
caso em que ajp, azo, by e ¢ s6 dependam da varidvel x (ou de x, y e z em
problemas tridimensionais), as € by 86 de t e ajp = 0.

Neste caso, podemos escrever u(z,t) = f(x)g(t), substituir na equagao,
supor que a solucao seja nao nula e isolar de um lado tudo o que depende de
x e do outro o que dependa de ¢, ficando com
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Como o lado esquerdo dessa equacao s6 depende da variavel z e o direito
s6 de t, ambos os lados da equacao devem ser fungoes constantes K

aiq (CL’) 62
f0x?

b1 (ZL‘)
f

Assim, reduzimos o problema a solucao de duas equagoes

an(t) 0? ba(t) O

g 02! g a¥

f+ %f+c(m):K:

an(x)f" +bi(x)f +clx)f =Kf

axn(t)g" +ba(t)g' + Kg = 0.

Consideremos a primeira equagao (a segunda tem tratamento andlogo).
Seja D a tranformacao linear que leva a fungao (derivavel) f em sua derivada
Df = f', e denotamos D?f = D(Df). Entao a primeira equagao pode ser
escrita da forma

[a11(x)D?* 4 by (z)D + ¢(x)]f = K f,

ou seja, uma transformacao linear aplicada a f resultando em um multiplo
dessa f, um problema de autovalores e autovetores. KEssa foi a percepgao
de Erwin Schroedinger, publicada em artigos em 1926, de que os problemas
de Mecanica Quantica reduzem-se a problemas de autovalores de operadores
lineares atuando em espacos vetoriais de funcoes.

2 Resolvendo a equacao de Schroedinger

A equagao de Schroedinger envolve fungoes a valores complexos, ¥ (z,t) (uma
dimensao espacial) ou ¥(z,y, z,t) (trés dimensoes espaciais). Trataremos
apenas o caso de uma dimensao espacial neste texto.

Uma particula de massa m sujeita a um campo de forcas, cuja energia
potencial seja V' (z), tem seu movimento descrito (em termos da amplitudes
de probabilidade 1 (x,t)) pela equagao
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que, como vimos acima, pode ser resolvida pelo método de separacao de
variaveis, escrevendo ¥ (z,t) = f(x)g(t), obtendo os problemas de autovalores

sendo que escrevemos os autovalores com a letra E, pois no caso representam
uma energia.

A constante i = h/2m = é a constante de Planck, sendo que h = 6,624 X
10727 erg-segundos.

A segunda equagao é simples de se resolver': g¢(t) = Aexp(—iEt/h),
t>0.

Para resolver a primeira, faremos f(z) = )~ ¢,2", substituiremos na
equacao, obtendo a resposta. Entretanto, para que a solucao dessas equagoes
tenham algum significado fisico, precisamos estabelecer em qual espaco ve-
torial de fungoes as resolveremos. O espago que consideraremos sera o das
fungdes f € C*°(R), tais que fjozo |f|? dz sejam finitas (nao é o caso mais
geral possivel, mas funciona bem).

Resolveremos somente dois casos simples, mas importantes: o oscilador
harmonico (relacionado a radiagao do corpo negro) e o modelos do atomo de
hidrogénio.

3 O oscilador harmonico

A equacao do oscilador harmonico unidimensional é, com a separacao de
variaveis,

Para simplificar a apresentacao, faremos a seguinte mudanga de variaveis:

mik\ /4 2F
Yy = ﬁ X e )\:a,

'Para resolver g = ag, escreva g(t) = > oo cut™, obtendo ¢, = coa™ /nl.
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sendo w = /k/m. Seja

com a definicao acima. Entao
d mk\ (kT
d—yU(y)Z (ﬁ) f <(ﬁ) vl
& mk\ Y (mk\ Y
=) () )

0 que, na equagao acima torna-se u” + (A — y*)u = 0.
Vamos usar um método de fatorizacao de operadores, devido ao préprio
Schroedinger, para obtermos solucoes para diversos valores de A. Observe-se

o (g ()

que

Calculemos primeiramente o caso A = 1 = 2 x 0 + 1 (correspondendo a
E = hw/2): v"+(1—y*)u = 0, ou, denotando D = d/dy, (D—y)(D+y)u = 0.
Se obtivermos u, tal que (D + y)u = 0, resolvemos (em parte) a equagao:
(D + y)u = v/ + yu = 0 implica v//u = —y, ou seja u = exp(—y?/2) é
uma solugao; observe-se que (d — Y)exp(y?/2) = 0, ou seja, se acharmos
uma fungao v, tal que (D + y)v = exp(y?/2), teremos outra solugao. Se
multiplicarmos ambos os lados desta equagao pela funcao exp(y?/2), teremos
v'exp(y?/2) + vyexp(y?/2) = exp(y?); mas o lado esquerdo desta equacgio
é a derivada da funcao vexp(y?/2) e, daf, v = exp(—y?/2) [ exp(y?)dy seria
outra solucao.

Como queremos solucgoes, cujas integrais fj;o |u|? dy sejam finitas, dever-
emos descartar a solugao v(y) obtida acima (pois tende a +00, se y — +00),
ficando apenas com a solucao u(y) = Cexp(—y?/2). Normalizando, para
termos f_Jr;o |u|*dy = 1, denotemos a solugao

woly) = % exp(—4/2),

2Confira as contas, como exercicio.
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correspondente ao autovalor —\ = —1 (ou £ = hw/2).
Agora, para resolvermos o problema de autovalores u” + (A — y*)u = 0
(ou seja, u” — y?u = —Au), basta resolvermos o problema (D — y)(D +

y)u = —(A — 1)u, denotando D = d/dy. Denotaremos por uy(y) o autovetor
correspondente ao autovalor —\ na equagao original.

Temos (D + y)ug = 0 e (D — y)ug = —2yuy. Como (D + y)(D —y) =
D?*—y*—1= (D —y)(D +vy) — 2, temos que

(D —=y)(D+y)|(D—y)uo = (D —y)[(D—y)(D+y) —2ug = —2(D — y)uo,

obtemos que u; = (D —y)uy = —(2y/+/7) exp(—y?/2) é autovetor correspon-
dendoad=3=2x1+10ouFE = (2n+1)hw/2 = (1+1/2)hw.
Fazendo isso novamente, com wuq, temos

(D =y)(D+y)|(D—y)us = (D —y)[(D—y)(D+y) —2Juy = —4(D — y)us,

ou seja, us = (D — y)u; é autovetor correspondente a A =5 =2 x 24 1 ou
Ey = (24 1/2)hw).

Por indugao podemos verificar® que u,, = (D — y)"ug é autovetor corre-
spondente a A = 2xn+1ou E, = (n+1/2)hw. Tais u, ndo estao normaliza-
dos, mas multiplicando-os por C,, = 1/4/2"n!\/7, obtemos fj;o |Crun|* dy =
1 (ndo é dificil de fazer a conta).

3.1 Polindmios de Hermite

Podemos escrever férmulas explicitas para u,. Primeiro dividimos por exp(—2/2),
obtendo fungoes polinomiais h,, = u, exp(y?/2). A equagao diferencial satis-
feita pelos h,, (correspondente a A =2n + 1) é

h!" — 2yh,, + 2nh,, = 0.
Resolvendo h, = ay + a1y + ... + any”, obtemos a férmula recursiva
27 —2n
Uiyg = —————Q;,
GG+

o que implica que devemos impor a; = 0, se n for par, e ap = 0, se n for
impar, e teremos N = n.

3Faca as contas.
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Os Polinomios de Hermite sao as seguintes solugoes padronizadas
(obtidas da série Y " hn(y)t"/(n!) = exp(—t* 4 2ty), ou escolhendo co, ¢,
de modo que h,(y) = 2"y" + ...): ho(y) = 1, hi(y) = 2y, ha(y) = 4y* — 2,
ha(y) = 8y — 12y, ha(y) = 16y* — 48y* + 12, hs(y) = 32y° — 160y> 4 120y,
ete.

3.2 Porque )\ tem que ser nimero inteiro impar e pos-
itivo
Suponhamos que A nao seja ntmero inteiro impar e positivo. Resolvendo a

equagao para h(y) = u(y)exp(—y?/2) com séries, teremos h(y) = >_ c,z",

com
2n+1-— X\

n+2)(n+1

Fazendo ¢y = 1 e ¢; = 0, obteremos uma série que converge em todo R
(use o teste da razao), sendo que ¢, > 0, se 2n + 1 > .

Vemos que, para n grande e par, ¢, ~ 1/(n/2)! e a série teria um compor-
tamento (assint6tico) da ordem de exp(y?), que multiplicada por exp(—y?/2),
teria comportamento (assintético) da ordem de exp(y*/2), o que estd descar-
tado.

Cn+2 = ( )Cn.

4 O atomo de hidrogénio

Indicaremos apenas as contas a serem feitas aqui, pois sdo muito similares
ao caso do oscilador harmonico.

A equagao de movimento do elétron na érbita do niicleo (um préton)
envolve além da forga elétrica radial, o momento angular. Escrevendo a
equacao em coordenadas esféricas, usando o método de separacao de variaveis
e reduzindo a um problema de autovalores, chegamos a equacao:

2 1 2 2
h? d*u (Z(H—l)h —e—)u:Eu.

C2mdr? 2mr? r

Para simplificar, facamos a mudanca de variaveis

_\/8m|E]| . N [ e?
P="% “\2E



RICARDO BIANCONI - EQUAGAO DE SCHROEDINGER 7

Com isto, a equacao torna-se

du U1+ 1) A1 B
e (o)
sendo que [ € N e a variavel p s6 assume valores p > 0.
Se I = A =0, temos as solugoes u = exp(£p/2) e, que pelos mesmos mo-
tivos que o oscilador harmonico, devemos descartar a solugao u = exp(p/2).
No caso geral, fazemos F' = uexp(p/2), obtendo a equacao

d*’F  dF A l(T+1)
R A

Substituindondo F = Y77, Axp* na equagao, obtemos as relagoes (I +
DA =0, A=1)A1+[2—1(14+1)]A2 = 0 e [k(k+1)—=1(I+1)] A1+ (A—k) A =
0, k> 2.

Se nenhum dos Ay é nulo, terfamos uma solucao assintética da ordem
de exp(p), que multiplicada por exp(—p/2) daria uma fungao u tendendo a
o0 se p — 00, ou seja, fora do espaco vetorial em que queremos resolver a
equacao.

Dai, os A, devem anular-se a partir de certo ky. Para isto, A = n > [
deve ser inteiro.

As solugoes sao A, = 0,1 <k <lek>n= X\, eosoutros valores sao
obtidos das relagoes acima.

Teremos, entao, autovetores

- 1
Upp = ( Z Akpk> eXp(—ép), n > lu

k=l+1

|70

e os autovetores correspondentes (independentes de 1)
2 _ mc? e2\? 1
" 2 he) n?
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