MAT 2456 - Calculo Diferencial e Integral IV para Engenharia
2° semestre de 2007

Lista de Exercicios 3
Equacgoes Diferenciais de 1¢ Ordem

1) a) Os gréficos de duas solucdes de 3 = 2 + y? podem se cruzar num ponto (zg,yo)?

b) Os graficos de duas solucoes de y' = = + 32 podem ser tangentes num ponto (g, 0)?

2) Dé as solugoes das equagoes diferenciais de 14 ordem abaixo, com seus dominios (maximos):

a) y = y? b) zy' =y
c)yy == d)y =01-y)2-y)
e) (z+3y) —z3 =0 f) v =2y +e”

3) Dé as solugoes das equagoes com condigoes iniciais dadas:
a)y =xz+y, y(0)=1 b) (cos t)a’ — (sen t)x =1, z(27) =
o)y =z(l+y), y(0)=-1

4) Dé duas solugoes para cada uma das equag()es com a condicao inicial dada:

a) y = 5y*°, y(0)=0 )y =3¢/y2(322 + 1), y(0) =0
5) Resolva as equagoes:

a)y =e* "% b) x dey =1+ 22

c) y'sen x+y cos x =1 d)y—x3 2xy

e) <3:L‘2tg Yy — 2;’;) + <x35602y + 493 + %) % =0

£) (1—ay) + (zy —2?) % =0 g) xy' =y+ /22 +¢?
h) (L+82)y +ty+ (1 +12)52=0 i) & = sec?d sec’r

j) 3t%a" = 2z(x — 3) k) gg =Y 4 cos <y>

)
) (1-=zy)y =y° m) zy’ = /22 +y?, >0

6) Resolva as equagoes:

a) (x+y)der+xdy=0 b) (ze¥ +y — 23 dy = (2zy — €Y — x)dx
¢) cos x dy = (1 —y — sen x)dx d) y(2® + y?)dx + z(32% — 5y?)dy = 0

e) e¥sen ydx + e*cos y dy = y sen(zy)dr + x sen(xy)dy
)

f) ache as solugoes dos exercicios a) b) d) que passam pelo ponto (1,1)

7) Mostre que a substituigdo z = ax + by + ¢ transforma a equagdo y' = f(ax + by + ¢) numa
equacao de varidveis separaveis e resolva as equagoes abaixo.
a) y' = (v +y)* b) y' = sen?(z —y +1)

c) (x4 2y —1)de + 3(x +2y)dy =0

8) Uma Equacao de Bernoulli é uma equagao da forma
(B) v +plx)y = q(z)y".
sendo n € IR. Se mn =1, essa equagao é linear. Se n # 1, pode-se reescrever (B) como
(B1) v~y +p(x)y "t = q().
(B1) se transforma na equagao linear
(B2) 2+ (L—n)p(z)z = (1 —n)q(x).
Use esse método para resolver:

a) y(6z%y? —x + 1) + 22y’ = 0 b) o =y + e 3Ty

Fazendo z =y~ "1,



c) 223y = y(y? + 322) (que também é homogénea!)

d) 2%y = 2y(y + 32?)
9) a) Determine todas as fungoes [ que tornam exata a equagao diferencial
(y?sen x)dz + yf(z)dy = 0.
equacao g(z)dy + (y + x)der =0 tem h(x) = x como fator integrante. Determine todas

b) A a d d 0t h fator i Determi d
as possiveis fungoes g.

¢) A equagdo e"sec y — tg y +y = 0 tem um fator integrante da forma
f(z,y) = e*cos y. Determine a e resolva a equagao.

d) Ache um fator integrante da forma h(z,y) = a"y™ para a equagdo
y(y? + 1)dz + 2(y? — 1) Inzdy = 0 e resolva-a.

e) Achar um fator integrante da forma u = p(r + y?) para a EDO
(3z + 2y + y?)dx + (z + 4xy + 5y%)dy = 0.

f) Ache um fator integrante da forma p = p(2? + y?) para a EDO
xdzr + ydy + z(xdy — ydz) =0

10) Determine uma funcao y = f(z) definida em um intervalo I, cujo gréfico passe pelo ponto (0,5/4)
e tal que para todo t > 0, t € I, o comprimento do grafico de
y = f(z), 0 <z <t,sejaigual a drea do conjunto 0 <y < f(z), 0 <z <t.

11) Determine uma funcao y = f(x) cujo grafico passe pelo ponto (1,1) e tal que para todo p em seu
dominio, a drea do tridngulo com vértices (p,0), (p, f(p)) e M seja 1, onde M é a intersecgao da
reta tangente ao grafico em (p, f(p)) com o eixo x.

12) Um partcula Q com certa massa é arrastada ao longo de um plano dspero por meio de uma
corta QP mantida tensa, e com a extremidade P no eixo Oz, deslocando-se a partir da origem
no sentido positivo.

a) Determine a equacao diferencial satisfeita pelos pontos da curva.

b) Determine a soucao geral e a solugao particular tal que y(0) = a. Essa curva é denominada
tractriz.

13) Ache as trajetérias ortogonais as familias de curvas:

a) 2 +y>=c b)222+3y°=c
c) y = ca? d) y =ce®

Equagoes Diferenciais de 2¢ Ordem

1) Use o método de reducao de ordem na resolucao dos problemas abaixo:

CASO 1: Varidvel Dependente Ausente:

(1) zy” — ¢ = 3a? 2) =y =y + (v)?
(3) a2y = 20y’ + (/)2 () a%y + oy’ = 1
CASO 2: Varidvel Independente Ausente:
a) (1) y" +4y=0 (2)y" =9y =0
3)yy" + () =0 4) vy = v*y' + (¢)?

b) (1) (2* +2y)y" +2xy' = 0; y'(1) =0; y(1)=1.
O que acontece com as condigoes iniciais y'(0) = 0,y(0) = 17

2) yy" =v* + (v')% y(0) = —%; y'(0) = 1.

2) Um cabo flexivel e inextensivel, suspenso entre dois pontos A e B e sujeito a seu préprio peso
assume a forma de uma curva denomidade catendria.

Em um plano cartesiano com origem no ponto mais baixo da curva e eixo x coincidindo com a
horizontal a equagao diferencial de curva é dada por ¢y’ = ¢/1 + (y/)2.



3)

a) Deduza a equagao lembrando que flexivel significa que a tenso no cabo é sempre no sentido
da tangente.
Sug.: As forcas de tensdo nos pontos O e P devem equilibrar a fora peso no trecho OP.

b) Resolva a equagao com condigao inicial y(0) =0

Determine outra solucao yo das equacoes abaixo, a partir de y; dada, de forma que o conjunto
{y1(z),y2(x)} seja linearmente independente. Mostre que esse conjunto é linearmente indepen-
dente:

1) 22y +xy —4y =0, y =22

2)( 22y + 22y —2y=0, y1=2x
x 1

3 ! =0 —
) $—1y+l‘—1y y Y1 X
4) 2%y + 22y —2y =0, y1 =
5) 2y +3y =0, y1 =1

1
6)x2y”+xy+<x —4>y—0 ylf:cz
)

Nay' —Re+1)y+(x+1)y=0, y =€
Determine a solucao geral das equagoes:

1) y" —af(z)y' + f(x)y =0

2)y" = f@)y' + (f(x) =y =0

Determine todas as solugoes das equagoes:

1) ”+2y’+y=0 2)y”—4y’+4y—0
NY" —y'+y —y=0 4) 2y — 4y +8y =0
5)y" =9y +20y =0 6)2y”+2y +3y=0
7 3y +3y —y=0 8 =0
)?;5 yd: ydy )d$4

Y Yy Y
9 2— + —=0
)dac5+ d:c5+dx

Uma equacdo linear da forma x2y” + azxy’ + By = 0, onde «, 3 € IR sdo constantes, é chamada

EQUACAO DE EULER de segunda ordem. A mudanca de varidvel z = e* se 2 > 0 (ex=e"
se x < 0) transforma a equagao de Euler em uma equagao linear de coeficientes constantes.

Aplique esta técnica para determinar a solucao das equagoes:
1) 2%y +ay' +y =0

2) x%y" —3xy' +4y =0

3) 22 ”+3a:y/+10y:0

4) 22%y" +10xy’ + 3y =0

5) 2%y" + 22y — 12y =0

Se y1(z) € ys(x) sio solugdes de y" + P(2)y' + Q(z)y = Fa(z) e ¢+ P(x)y +Q(x)y = Ra(2)

respectivamente, mostre que y(x) = y1(x) + y2(x) é solucdo de y’ + P(z)y + Q(z)y = Ri(x) +
Ry (z). (Principio de Superposigao) Use isto para resolver:

)y +3y +2y=e®+e2* (2)y' +y — 6y = sen x + xe**
Ny +2y =1+22+e 2 L) y'+y —2y=6e"+4
5) y" +y = cosx + 82
Resolva.
a) 2y —y' = 32
b) 2%y’ +ay —y = 2?

c)y" +y =secx



9) Determine a solucao geral das seguintes equagoes:

Dy"+2y +y=e"Inzx 2) y" — 2y — 3y = 64ze™ "
3) vy’ + 2y + 5y =e Tsec2x 4) y" -2y =122 — 10
5)y"+y=2cosz 6) (22 — 1)y — 22y + 2y = (22 — 1)?

7) (2 +z)y + (2—a2?)y— 2+ 2)y = x(x+ 1)

8) y + 4y =3 sen x 9) vy + 10y’ + 25y = 14e™5®
10) o — 4y = 2> 1)y +y —2y=8sen z
d'y Py Py 3
12) y" — 3y =z + cosx 13)@—2@—1—@:3:
14) y" —y =23 -1 15) y" — 2y = 2¢*(cosx — sen x)

10) Ache a solugao geral da equacao diferencial dada, em série de poténcias centradas em 0.
Dy —ay —y=0 (2) y" —a*y=0
3y +2xy +4y=0
11) (i) Uma equacao diferencial da forma 22y +xy/+(z2—p?)y = 0, p € R, é chamada EQUACAO
DE BESSEL de ordem p.
o= (_1)71 2n
L, et

(-1 <

Y2 —ylln:n—i- E m

a) Se p =0, mostre que y; =

2

x? xt 8

5291 T 949131 ~ 2621314]

(ii) A equacdo diferencial (1 — z2)y” — 2z’ + (v + 1)y = 0, o € R é chamada EQUACAO
DE LEGENDRE. Mostre que

yn=1+ mi(—l)"o‘(o‘ —(a=4)..(a=2m +(22ﬂ)1()0; th(@+3).(at2m—1) ,,

o = + mil(_l)m (a—1)(a—=3)...(a — 21(7;7:}3(1?!—1— 2)(a+4)...(a+2m) L2mtL

sao solugoes independentes da equagao de Legendre, no intervalo |z| < 1.

1
1+-+...+ ) 22" sdo solucdes LI da equacgio de Bessel.
n

b) Se p =1 mostre que y = 33<1 — + > ¢é solucgao.

12) Discutir o comportamento das solugoes das equagoes seguintes, e sua interpretagao fisica:

a) Equacdo homogénea de mola: z” 4 2uz’ +o?x =0, (u >0).
b) Equacdo da mola com segundo membro periédico, sem atrito: z” 4+ a?x = Bsenwt.

¢) Equagao da mola com segundo membro periédico, com atrito:
2"+ 2uz’ + o?x = Bsenwt (> 0).



LISTA 3 -

RESPOSTAS

Equagoes Diferenciais de 1¢ Ordem

Em qualquer exercicioa € IR.

2)a)y=0, zeR; y= r<a e x>

b)y=azx, z€R

y=vVeitk e y=—Va2+tk, 22>
se k=0.

az’

a

—k se k<0, z€R se k>0 e <0 ou z>0

dy=1,2cR, y=2, s€R; y=%=2 s cR se k<0 e x<—-Ink ou o> —Ink se

ke®

k> 0.

y:aa:3—%, z € R.

e)
f) y =ae®® —e®, x € R

1>

3a)y=2"—2—-1 b)a=LT ¢)y=-1
4)a)y=0 e y=2a° b)y=0 e y= (23 + )3

5) a)y=3ln(2e”+C), C€R

b)y={/3=2=C 0 ecR

¢)y=C CeR dy=3@2-1)+Ce®, CeR

e) 23tg y +y* +;%=C’,C€IR f)y? —2zy+in2?>=0C, CcR
g)y+m:0m2 para x>0 e y—y/22+y?>=-C para <0, C>0€R
h)yzmg_—\/%_?’ﬁ,(}’eﬂ% i) 3sen r — sendr = 3tgd + C, C € R
j)l‘EO,xE?)e(L':ﬁ,CE]R

k) tg(i) =Inlz|+C, CeR

) zy —Inly|=C, C € R

m) CHVERE g R o o e R

6) a)

sec +tg x’

sen y + cos(xy) =C, C € R

e:ﬂ

2’ +22y=C, C€R b) 2?2 +y?+2xe¥ —22%2y=C, C € R
Y= ety CER Q)P —y) =

Cz, C <R

7) a)y =tg(z+C)—x, C € R b)tg(zx—y+1) =2+C, C € R c)y—Injz+2y+2[+5=C, C € R

oo
~—
&
~—
Q@

=0 e 3y’ = er,CGIR b) y

6x+Cx
c)y=0 e yQZC”_x, CelR d)y=

flx)=C—2cos x, C € R

a=—-1; x+e"seny=C, C€R
n=-1; m=-2; (y>+1)ln z = Cy,
plo %) = 2+

p= (2 +y?) 82

— e’
e Y= 35 CelR

2728 CeR

0 e y= 1 25

b) g(z) =%+<, CeR

CeR e y=0



11) y = ou y=

2 2
3—x

4+ 1

a2 — 2
12) Solucao gerala—lnu—k\/cﬂ—y?:—x—kc.
Y

)

/a2 92
Solugao particular = = z(y) = —v/a? —y?> + —aln S e
Yy

Equagoes Diferenciais de 2¢ Ordem
Em qualquer exercicio C1,Cs,C3,Cy,C5 € IR

a) 1) y(z) = 2° + %Clch + Cy

1
2) y(x) = —a\/ 1 — C%22 + Cy

2

3) y(z) = —% — Ciz — C?In|z — C1| + Co
1 2
4) y(x) = n2|$’ +Ci1ln |z| + Cs
b) 1) y(x) = C1 sen 2x + Cy cos 2x
2) y(z) = C1e3* + Coe™3
3) y? = Cix + Cy
4) y = Co(CL+y)e”
y(z) = %(cosh(kx) -1)
1) yo = C12? + Coz ™2 3) yo = Chz + Coe”
5) yo = C + Cox~2 7) y? = Cre® + Cye®x?
1) y(z) = Crz 4 Cox — [ 2e) # f(@)dz gy
2) y(z) = Cre* + Coe” [ e~ 20t ] f(@)dz gy
1) y(x) = Cre™™ + Coze™™ (2) y(z) = Coe®® + Cywe®®
3) y(x) = Cre* + Cy sen x 4+ C3cosx 4) y(x) = Cre* sen v/3x + Coe” cos v/ 3z
5) y(z) = C1€7 + Coet® 6) y(x) = Che® " sen \ggfc + Che ¥ cos g
7) y(z) = C1e* + Coze® + C3x2e”
2 2 - 2 2
8) y(x) = % (C1 cos \2[1‘ + Cssen \2[33) + e (Cs cos \2[33 + Cysen \2[30)
9) y(z) = C1 + Cacosx + Cysen = + Cyxcos =+ Csxrsen x
1) y(z) = Cy cos(Inz) + Co sen(ln x)
2) y(x) = C12% + Cox’Inz
3) y(x) = 2711 cos(In ) + Co sen(In 23)]
4) y(x) = C1x72+\/1720 + CQ$727\/%
5) y(x) = 01333 + CQZL‘_4
1) y(z) = % + % + Cre ™ + Coe™ 2
2) y(x) = —% cos T — % sen x + e2x<110x2 - %ﬁ - 2—15:1: + é + C’1> + Che™3®

3 3 1 1 3
3) y(z) = —Zx—l— % +€2x(02 - 296) — ZxQ ~3 +



10)

4) y(z) = =37 — 2+ C1e® + Coe™2®

1
5) y(x) = sen a:<:L‘ + C’1> + Cycosz + 8z% — 16

2
a) A+ Ba? +x
2
B
b)yzx——i-Aa:—i-f
3 x

c)y=A+ Bsenx + Ccoszx + In|secx + tg x| + senz In | cos z| — x cos

1 3
= 5:6 e Tlnx — 1$2€7I + Cre ™ + Coxe™™

= —e ¥(8x% + 4z + 1) + Cre™% + e’

) y(x)
) y()
3) y(x) = %xe*’” sen 2z + ieﬂ" cos 2z + C1e” cos 2x + Cye” sen 2z
) y(z) = =322 + 20 + 1 + Oy + Cre®®

) y(x)

4) y(x
5) y(x) = xzsenx + Cysen x + Cycosx
zt 2?
6) y(x) = Ciz + Co(z? + 1) + )
22
7) y(z) = C1e* + Cox™! — oz — 13
8) y(z) = Ci cos2x + Co sen 2z + sen x

9) y(z) = e 2% (T2? + Crx + Co)

10) y(=

~—

1 1 1 1
_ x| 3_7 o —2x
=e <12x 6% +32 128+C1>+Cge

4 12
11) y(z) = Cre® + Cre™ 2% — 5 COST — - senz

12) y(z) = C1 + C; 63‘7”—i(cosav—ﬁ%sen:):)—:1:—2—E
ylr) =01 2 10 6 9

1 1
13) y(x) = C1 + Cow + 1222 + 323 + §$4 + 2—0:):5 + (C3 + Cyx)e”

14) y(x) = Cre® + ez ? (Cg cos \ggx + C3sen ?m) — 23 -5

15) y(x) = C’le"’“"\/5 + Che™V2 1 e sen

o0
_ L2

Dy-GY o 12 R
n=1
o an pint1

T

2 = C

v 0;4n(n1)(4n4)(4n 12 (4n + 1)(4n)..5.4
o0 (_2)711.271 > (_1)nx2n+l

3) y:CO; (2n—1)(2n - 3)..5.3 O

n=1



