MAT-2456 - Calculo IV - 2008
Lista 2: Séries de Poténcias e Séries de Fourier

Justifique todas as afirmacoes

1. Usando derivacao e integragao termo a termo, calcular as somas das séries.

z?2 2 " 2 23 "
a) T+ —+ - +..+—+.. b) o——=+=——. .+ (D" —+..
23 Mon—1 23 Mon—1
) T4+ SR d z— "+ — +(—1)"‘1$n +
3 ettt —7t- 3 E 57t
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22 2 2t 2P
i) 144z + 922 4 162° 4 ... i) x4 2% 4 3 4 4%t
A g8 g2
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2. Mediante o uso das somas das séries obtidas no exercicio 1, calcule:
0o oo n? oo -nH"
a) n=1 # b) n=1 on C) n=1 %

3. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xy = 0 das seguintes funcgoes e os
valores de = para os quais essas expansoes sao validas:

1 1
- b) —
YTy )Ty
1 2 3 1
¢) Mostre que >_7° (n+ )(ng Jn+ )x” = o
4. Verifique que
1+ W . gt
a) ln( — $> =2 "0 5 T lz| <1 b) arctg x = >0 ,(—1) 1’ lz| < 1.

5. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xo = 0 das seguintes funcoes e os
valores de x para os quais essas expansoes sao validas:

1 1 2z
- b - v
A g ) % o) A
d) In(1+a2) e) In <1+3x2> f) ﬁ (fatore o denominador)
6. Verifique que
n $2n+1
a) e*=3>2, R cR b) sen z = ffo(—l)”w, relR
- " 1+ I e
) o = (1) g # € R d) 1n<1_x> — 25— el <1
p2ntl
e) arctg x=737°,(—1)" ;x| < 1.

2n +1



7. Utilizando as séries desenvolvidas no exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de

10.

11.

12.

13.

14.

. Utilizando série de Taylor calcule

(a) e, com erro inferior a 107°.

(b) sen 1, com erro inferior a 107° e a 1077,

(¢) In2 e In3, com erro inferior a 107°.

(d) arctg(1/2) e arctg(1/3), com erro inferior a 107°.

(e) /4, com erro inferior a 107°, usando que 7/4 = arctg(1/2) + arctg(1/3), (esta igualdade

tg(z+y)=tg(z)+tg(y)
1-tg(z)tg(y)

d320

segue da identidade

arctg d®?t arctg

d320 (0) ¢ dr321 ( )

Pode-se também tratar de séries para niimeros complexos de modo analogo ao caso real. E entao,
o n

z , .
para todo z € €' define-se e* = Z — - Mostre que €* = cosx + 1 sen .
n!
n=0

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes fungoes, indicando os intervalos de convergéncia

a) r2e” b) cos+/x c) sen z? d) cos® x

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes funcoes, indicando os intervalos de con-
vergéncia, e calcule f(1) com erro inferior a 107°:

A S = [ ar b) f() = [
¢ fla) = /Oxm(lt”)dt Q) f) = [ sen(s?) de

Estimar com ¢ < 1073, Justifique.
*© 1 e 1

(@) > — b) > 7

3
n=1 n n=1

Utilizando a expansao em série de poténcias das fungoes envolvidas, calcule os seguintes limites

. senx . 1—cosz . T —senx
(a) lim b) lim ———— (¢) lim ————
z—0 z—0 _172 z—0 _j[,'3
2 4 3 5
cos r—(1—2% + % sen r — (r — % + %
. 2 41 . 31 51
(d) lim (e) lim
2—0+ T z—0t e

Séries de Fourier

Ache a série de Fourier das fungoes abaixo, determine sua soma e faca os graficos:

a, —-T<xr<0 ar, —m<x <0
a) flz) = {b O<z<m b) f(x)_{bx,0<x§7r
c) flz)=lz|, -r<z<m d) flx)=e", —t<z<m a#0
e) f(z)=sen ar, - t<x<m a¢Z f) fx)=ax+b, —7m<z<m
g) flz)=lcosz|, —-m<zx<m



15. Ache a série de Fourier de senos e de cossenos das fungoes abaixo, determine sua soma e faga os

graficos:
a) f(r)=azx, 0<z<m b) f(x)=2* 0<z<m
¢c) f(x)=ar+b 0<z<m d) f(z)=sen :EOS <
e) f(x)=lcos z|, 0<z<m
16. Mostre que
a) 1=2(sen x+ sen 3z +tsen Sz +..), 0 <z <m;
)7r—m—2(sen T+ gsen 2+ isen 3x+..), 0 <z <T;
c)x ——1—4( cos x4 95 eIy ) r<r<w
d) z(r —x) = 7Tg—(cos2x—|—w+CO?’,)#%—...),O<x<7r
e) a(mr—x) = S(sen x+2BFL p S L ) <z <
17. Verifique as seguintes igualdades, usando o exercicio anterior
a) I=1-l4+l-l4 +(-)p+.. DT =1l+s+L+..+L+.
n _1\n—1
0 5= 5 G N

&) W =V24+1+3V2-3V2— 5 - IV2+3V2+t+ 5V2 - 5V2— .
18. Calcule a soma das séries

o0 —1)n—1
?) X @ee b) X

2
1 n

M08

19. Determine cy, co, c3 de modo que as integrais abaixo assumam o menor valor possivel:

a) [T [r—cisen ¥ —cysen 2x — cysen 3x]*dr b)) [T [2? — ¢1]*dx
c) [T [|cos x| —ci —cysen x — c3cos z)*dr

20. Ache a série de Fourier da fungao f(x) periddica de perfodo 1 e que satisfaz f(z) = 22se 0 < z < 1.
Qual a soma de série quando = = 999/27 E quando x = 9997

21. a) Ache a série de Fourier da fungao impar f(z), periddica de periodo 4, e que satisfaz f(x) =z
se0<z<lef2—2)=f(r)se0<z<]1.

b) Encontre by, by, bs, ... tais que i b, sen ((2n—21)mc> =zrsel<z<l f(2—z)=f(x);0<
r <1 i
c) Encontre ¢y, ¢y, c3, ... tais que icnsen <(2n—21)7m> =l—-zsel0<z<1l f2—2) =
fl);0<z<1 "~

d) Quanto vale a soma de série do item ¢) quando z = 2007 E quando x = 2017

22. Ache constantes a e b tais que a série de senos de f(z) = 23 + ax em [0, 7] seja da forma

bZ

,sin(n x)




23. Usando a féormula de Parseval prove que

4 > 1 > 1
(8) 55 = 2 945 2 b
24. Calcule
e 1 o 1
- b -
a>nz::1(2n—l)4 )72(4”2_1)2

25. (Questao de prova)

(a) Dé férmulas para as constantes a,, n >0, b,, n > 1, tais que

50 Z_: ap cOSNT + b, sinnz) = 2?.e*, —T <z <T
117
(b) Determine a soma da série para z = —~ epara T= 117,
26. (Questao de prova) Encontre constantes ag, ay, . .., a, que minimizem a expressao
s a n 2
/ [x — (0 + Z ay, Cos kl‘>‘| dx.
0 2
Respostas
1. .
1
a) —In(l —z) b)In(1l+2) ¢) In 1+91:
—x
1 T
d t f) —
) arctg x e) 1= 1) )(1_I>2
x L 1+
x + 4z + 3 4 — 3z
j ) 2t In(1 — 2*
J) (1_1,)4 ) (1_1‘)2 ) 4 Il( (L’)
2. In2; 3 58 glnf — %

(=1D)"(n+2)(n + Uggn —l<z<l1
5 :

3.a) Yy (=1)"(n+1)2", —-l<z<l1 b) >0,

a) X (=) (n+1)2", —1<zx<1l (b “:Mx”,—l<x<l
n=0 n=0 2

(€) 2(T2 (~1)at 1) —1<z <1 (d) ¥, S g cp<

n=1 n

o -3)" n — o0 —(=1)"2" n _
() Tpo E a, A<a< & (F) X, (EE2 ), S <w <y

8. 0 e (320).



10. .

11. .

12.

13.

14. .

15. .

— 5

e} 1‘"+2 %) —1)gn

n=0"nl 4955 R (b) 200 %, f 02

o S reR (@) 1+, SR r e R
1.2n+1 ( 1)n 2n—+1

;:O:O(—l)nm, T e R (b) ?),o:O W, xr &€ ]].:{

o0 n—1zx™ 00 n4n+3
n:l(_l) lnj, —1<ZL’§1 (d) nzom’ relR
a)k>23  b)k>20
(b)% (c)é (d)—é,sea:6;0,sea<6;oo,sea>6

sea="70,sea<7;00,sea>"7T

2n—1
soma: a, se (2k — 1)m < x < 2km; b, se 2kw < x < (2k + 1)m; “TH’, sex=km, ke Z

b 2a— b) X SRR — (- b) 3 (1)

soma: az, se (2k — 1)w < x < 2km; bx, se 2kr <z < (2k+ 1) B, sex = (2k+ )7, k€ Z.

T 4 KX cos((2n—1)z)
T _ 2 Z W

a X sin((2n—1)z
gt 2(p—a) £ )

2 ™=

soma: |z|, se —m <z < 7 e sua extensao periddica para x € IR.

sinb(ar) , 2sinh(ar) Z G (acos(nz) — nsin(na)).

soma: e, se —m < x < m; cosh(ar) se z =+, e a sua extensao periddica para x € R

251n(a7r 21( 1)" ! " sin(nx)

soma: sin(ax), para —m < x < 7; 0 para © = £7 e a sua extensao periddica para x € IR.
o .

b+ 2a > (—1)”_175”1(””").
n=1

n

soma: az 4 b, para —m < x < 7; b, para x = +7m , e sua extensao periddica, para x € IR.
o0

2142 5 (1)
n—=

soma : |cosz|, para z € IR

2% § (_1)n—1 sin(nx)
n=1

n
soma : ax para —m < x < m; 0 para x = +m, e sua extensao periddica para x € IR.

a 4a cos((2n—1)z)
9 Z (2n— 1)2 )

soma : a]a:| para —m < 51: < 7 e sua extensao peridédica para x € IR.
[e.°]
1sm nx) 8 sin((2n—1)x)
m 55 (L tshies) 8 55 e
soma : x? para O <z <m —a? para — < x < 0; 0 para x = £7 e sua extensao
periddica para x € R
w2 4 X 1 n cos(nz)
EEEPNCIE

n

soma : 2%, para —m < x < 7 e sua extensao periédica para z € IR



(© 3 20— (am+b)(-

1)™) sin(nx).

soma : axr — b, para —m < x < 0; ar + b, para 0 < x < m, 0, para x = +m, 0 e sua extensao

periédica para z € R.
4a Z

cos((2n—1)x)
2n 1)2

soma : a|$| + b para —m < x < 7 e sua extensao periédica de a|x| + b para z € RR.

sin x,
soma :

( _9 Z ci);lwm))7

soma :
[e.°]
e 2n—1+(-1)"
(e) Esin x+ E (D)
soma :

sin:c para z € IR;

\sm:c\ para x € R

sin((2n — 1)x),

e G

soma : | cos x|

17. .

18.

(a) usar 12a) em zq = /2
(c) usar 12e) em xy = /2
(e) usar 13b) em xy = /4

[

19. .

20.

21. .

22.

23.

24.

(a) & b) 13
(a) cl = 2 Co —1 XT3
(C) C1 s CQ—O, 03—0
s
n=1
8 X (=DF . (2k+D)mz
(a) = kZ::O (2k+1)2 sin(“=3
4 —-1)"8
(€) en = Gapys + (2(n—1))27r2’
Q=-7%b=12
(a) Use f(z) = 23

, para z € IR

(b) usar 12c) em zg = 7
(d) usar 13e) em xy = 7/4

= (1/2).

_1)(n—=1)
) (b) b, = £

(d) S(200) =

paran > 1.

paran > 1.

(b) Use exercicio 22.

S(0) = 0; S(201) =

—\Cosx| para x < 0e |cosz| parax >0, x # km e O parax =km, k€ Z.

S(1) =0



