APLICACOES DE CONTINUIDADE e DERIVABILIDADE EM INTERVALOS

I. CONTINUIDADE EM INTERVALOS

1. TEOREMA DO ANULAMENTO: Seja f : [4,b] — IR uma fun¢do continua. Suponha que
f(a) - f(b) <0 (istoé, f(a) e f(b) tenham sinais contrérios).

Entdo existe pelo menos um & €]a, b[ tal que que f(«) = 0.

2. Observagdes: a. Observar que a hipétese de continuidade no teorema é essencial. Pensar em um
contra-exemplo.

b. O Teorema do Anulamento é muito ttil para a localizacdo de raizes de equagdes/
funcoes em geral, e em particular dos polindmios. Além disso, ele é essencial
para a demonstracdo de que todo polindmio, com coeficientes reais, de grau
impar admite pelo menos uma raiz real.

3. TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO: Sejam f : [2,b] — R uma fungio continua e § um
numero real qualquer entre f(a) e f(b).

Entdo existe pelo menos um nimero « €]a, b[ tal que f(«) = B.

4. Oservagdes: a. Observar que a hipdtese de continuidade no teorema é essencial. Pensar em um
contra-exemplo.

b. O Teorema do valor intermedidrio permite provar que: Seja f uma func¢do continua
em um intervalo I e injetora. Entdo f é estritamente crescente ou estritamente decrescente. (As
hipéteses de continuidade em um intervalo sdo essenciais para validade de tal resultado).

5. TEOREMA DE WEIERSTRASS: Seja f uma fung¢do continua em um intervalo [4, b].
Entdo existem x1 e xp nointervalo [a, b] tais que f(x1) < f(x) < f(x2), paratodo x € [a,b].
O Teorema de Weierstrass, em resumo, afirma que toda fun¢do continua em um intervalo limitado

e fechado assume seu valor maximo e o minimo nesse intervalo. E isso motiva as defini¢des que
seguem.

e 6.1. Defini¢do - Méaximo: O valor f(x2) por cumprir f(x) < f(x2), paratodo x € [a,b], é dito
o valor maximo de f em [a, D).



¢ 6.2. Definicdo - Minimo: O valor f(x1) por satisfazer f(x1) < f(x), paratodo x € [a,b], é dito
o valor minimo de f em [g, b].

e O namero real x; € [a,b] é dito um ponto de maximo (global ou absoluto) de f em [a,b] e o
numero real x; € [a,b] é dito um ponto de minimo (global ou absoluto) de f em [a, b].

7. Observacgodes: Notar que as hipéteses de continuidade e de intervalo fechado e limitado no Te-
orema de Weierstrass sdo essencias. Pensar em um contra-exemplo de forma que a fungédo seja
continua, mas o intervalo ndo é fechado ou nédo limitado; um outro contra-exemplo em que o inter-
valo é limitado e fechado, mas a continuidade é retirada.



II. DERIVABILIDADE EM INTERVALOS

8. TEOREMA DO VALOR MEDIO (TVM): Seja f uma funcgdo continua em [a, b] e derivavel em
]a, b]. Entdo existird pelo menos um ¢ €]a, b tal que

FOIZT@ _pe) ow ) = (@) = F(0) (b a).

9. Observagoes: a. As hipéteses de continuidade em [g, b] e derivabilidade em |a, b[ sdo essenciais.

b. O TVM tem uma interpretacdo geométrica muito interessante que € a seguinte:
b) — f(a
f(b) = f(a) 1)1 Z( ) = f’(c) garante

que existe pelo menos um ponto P = (¢, f(c)), sobre o grafico de f, em que a reta tangente T em P é
paralela a reta S que liga os pontos Py = (a, f(a) e P, = (b, f(b)) (pois, o coeficiente angular de S é

A afirmagdo do teorema de que existe pelo um c €)a, b[ de forma que

b) — . .
w e odareta T é f/(c)). (ver Figuras A e B abaixo.)
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10. FATO: Vamos chamar a atencdo para o seguinte fato: Seja f uma funcdo derivdvel em um inter-
valo I. Se f for estritamente crescente em I, entdo f'(x) > 0, para todo x € I; se f for estritamente
decrescente em I, entdo f'(x) <0, para todo x € I.

Surge entdo a pergunta natural: o sinal da derivada de uma func¢do em um intervalo pode
contar sobre o o crescimento/decrescimento estrito dela?

O TVM é a ferramenta ttil para obter uma resposta positiva a tal pergunta, através da
Proposicao que segue.



11. Proposicdo 1: Sobre Crescimento e Decrescimento estritos: Seja f continua em um intervalo I
qualquer e derivéavel nos pontos interiores de I.

a. Se f’(x) > 0, para todo x no interior de I, entdo f é estritamente crescente (EC) em I.

a*. Se f’(x) < 0, para todo x no interior de I, entdo f é estritamente decrescente (ED) em I.

e Observacdo: Para esbocar gréafico de fungdes y = f(x), além de saber de antem&o o comporta-
mento da fun¢do com relacdo ao crescimento e/ou decrescimento, é bastante importante também
conhecer os intervados em que a curva que a representa tem concavidade para baixo ou para cima.
Para tanto vejamos, as defini¢des dessas concavidades.

12. Defini¢ao de Concavidades:

Seja f um funcdo derivavel no intervalo aberto I e p € I. Seja a fungao Ty (x) = f(p) + f'(p)(x — p),
x € I, cujo grafico é a reta tangente ao gréfico de f no ponto (p, f(p))-

e Defini¢do 12.1: Dizemos que o grafico de f tem concavidade para cima (CVC) no intervalo I, se,
para cada p fixado, estiver satisfeita a desigualdade f(x) > T,(x), Vx # p,com x € I.

Ou seja, para cada p, os pontos (x, f(x)) do grafico de f estdo mais alto que os pontos
x, Tp(x)) do gréfico da reta tangente, para todo x (Ver Figura 1).
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e Defini¢do 12.2: Dizemos que o grafico de f tem concavidade para baixo (CVB) no intervalo I, se,
para cada p fixado estiver satisfeita a desigualdade f(x) < T,(x), Vx # p, com x € I (Ver Figura
2).
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e Defini¢do 12.3: Sejam f uma fungdo e p € D(f) com f continua em p. Dizemos que (p, f(p)) é um
ponto de inflexdo do grafico de f se existirem ntimeros reais a e b, com p €|a, b[, de forma que as
concavidades em |a, p[ e em |p, b[ sejam de nomes contrarios (Ver Figuras 3 e 4).
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¢ Qual a relagdo entre as concavidade do gréfico de uma funcédo e suas derivadas?

Usando as defini¢des 12.1 e 12.2 acima e supondo que a fungdo f admite derivada de 2a.
ordem no intervalo aberto I, pode-se provar que: se o grafico de f tem CVC (respectivamente CVB)
em I, entdo a fungdo f’ é estritamente crescente (respectivamente, estritamente decrescente) em I.
Portanto, resulta dai que a fungdo f”/(x) > 0 (respectivamente, f”/(x) < 0), para todo x € I.



Surge naturalmente mais uma pergunta , que é a reciproca: os sinais da 2a. derivada da
funcdo determinam a natureza da concavidade de seu gréfico? . A resposta é a seguinte proposigao.

13. Proposicdo 2: Seja f uma fun¢do que admite derivada de 2a. ordem num intervalo aberto I.
a. Se f"’(x) > 0, Vx € I, entdo o grafico de f tem concavidade para cima (CVC)em I.

a*. Se f/(x) < 0, Vx € I, entdo o graficode f tem concavidade para baixo (CVB)em I.

III. GRAFICOS X RETAS ASSINTOTAS

Um outro instrumento importante para que o esbogo do gréfico de funcdo de varidvel real
seja bastante acurado, sdo as retas assintotas, cujos conceitos estdo estreitamente ligados aos limites
no infinito e aos limites infinitos. Vejamos

14. Definicao: Reta Assintota Horizontal

Seja f uma fungdo tal que seu dominio contém um dos (ou ambos) intervalos [4, +o0[ ou
] — o0, b].

A retay = £ é uma assintota horizontal ao grafico de f se, a0 menos, um dos limites
abaixo estiver verificado:

xEIIloo f(x) = ¢ ou lim f(x) = L

X— 400
Observe as Figuras 5 e 6:

y y
61

= f(x)

Figura 5 Figura 6



15. Defini¢ao: Reta Assintota Vertical
Sejam f uma funcdo e x, € R.

Areta x = x, é uma assintota vertical ao grifico de f se a0 menos um dos limites abaixo
estiver verificado:

lim f(x) = 4o ou xli>nxl,, f(x) = —o ou lim+ f(x) = 4o

X —rXo X—>X,
ou lim f(x) =—o ou lim f(x) =40 ou lim f(x)= —o0.
X—X, X—x, X=X,

Observe as fuguras abaixo que ilustram alguns casos da defini¢do acima.

74
y 61
6,,
5,,
51 Ry .
y =f(x) 44 y =1(x)
4,,
3,,
34
2 4
X=X~ 0 uma assintota vertical
2,,
1 4
A /\ N
| 7 | ) | | | | | *
_/,_/ . -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
f f f f f f f f f
3 -2 - 1 2 3 4 5 6 1T
X =Xy uma assint. vertical
14
_2,,
Figura 7 Ficura 8
y
6,,
xX=x 5T
uma assint. vertical y = f(x)
4,,
= f(x)
y 3l
2,,
Figura 9
1+ X = x; uma ass nt. vertical
X
f f f f f f f f f
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
-1+
_2,,




