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Espacos de fungdes lipschitzianas

Sejam (M, d) espago métrico, 0 € M.

Notacao

Lipg(M) := {f : M — R|f é lipschitziana, f(0) = 0}

é um espaco de Banach quando equipado com a norma

Hf—HL = sup ’f(X) — f(y)|
i XFEY d(va)
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o Lipg(M) 2 Lipy (M), 0,0' € M.
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Espacos de fungdes lipschitzianas

Sejam (M, d) espago métrico, 0 € M.

Notacao

Lipg(M) := {f : M — R|f é lipschitziana, f(0) = 0}

é um espaco de Banach quando equipado com a norma

Hf—HL = sup ’f(X) — f(y)|
i XFEY d(va)

o Lipo(M) 2 Lipy (M), 0,0 € M.
e Quando X é Banach, Lipy(X) é chamado também de dual
lipschitziano de X.
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Um pré-dual para Lipg(M)

Para cada x € M, definimos 0, € Lipg(M)* por dxf := f(x).

Definicao

F(M) = span{ox|x € M}

é o espaco Lipschitz-livre associado a M.
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n
cu= a0y = lulr= s [fdu= s zaj ).
(M)

j:1 € Lipg feBLlpo
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Um pré-dual para Lipg(M)

Para cada x € M, definimos 0, € Lipg(M)* por dxf := f(x).

Definicao

F(M) = span{ox|x € M}

é o espaco Lipschitz-livre associado a M.

n
cu= a0y = lulr= s [fdu= s zaj ).
(M)

j:1 € Lipg feBLlpo

e x € M— 6, € F(M) é uma isometria.
e 11, v probabilidades de suporte finito = || — v|| £ € igual a
distancia de transporte de massa (ou earthmover distance, ou
I-distancia de Wasserstein) entre 1 e v.
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Um pré-dual para Lipg(M)

Para cada x € M, definimos 0, € Lipg(M)* por dxf := f(x).

Definicao

F(M) = span{ox|x € M}

é o espaco Lipschitz-livre associado a M.

n
cu= a0y = lulr= s [fdu= s zaj ).
(M)

j:1 € Lipg feBLlpo

e x € M 6y € F(M) é uma isometria.

e 11, v probabilidades de suporte finito = || — v|| £ € igual a
distancia de transporte de massa (ou earthmover distance, ou
I-distancia de Wasserstein) entre 1 e v.

o F(M)* = Lipo(M).

Problema: F(M) é predual tnico?
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Relagdo entre M e F(M)

Godefroy, Kalton 2003

YV L: M — N lipschitziana com L(0p) = 0y 3! L: F(M) — F(N)
linear tal que o diagrama abaixo comuta:

M o —Lt N

[ o

FM) —L F(n)
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Relagdo entre M e F(M)

Godefroy, Kalton 2003

YV L: M — N lipschitziana com L(0p) = 0y 3! L: F(M) — F(N)
linear tal que o diagrama abaixo comuta:

M o —Lt N

[ o

F(M) —— F(N)

Exemplo de aplicagdo: se X é Banach, X satisfaz \-BAP < F(X)
satisfaz A-BAP.
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F(M) S L7

Por que estudar se F(M) =y
(1) Relevante para o problema de decidir se F(M) é predual tnico,

pois X St L1 = X é pré-dual tnico a menos de isomorfismo
isométrico. (Godefroy, Talagrand 1981)

(2) E importante, para certos problemas de ciéncia da computacio,
mapear com pouca distor¢ao espagos métricos “lteis’ em Lj.
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F(M) S L7
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F(M) S L7

..F(R) = L1.

e (Godard 2012) F(M) < Li(c) < M é isométrico a um
subconjunto de uma R-arvore (lembrando que (T, d) é uma
R-arvore se (1) Va, b € T 3! isometria ¢ de [0,d(a, b)] a um
subconjunto de T tal que ¢(0) = a e ¢(d(a, b)) = b, e (2) toda
¢ :[0,1] — T 1-1 e continua tem a mesma imagem que a
isometria associada aos pontos a = ¢(0) e b = ¢(1)).
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F(M) S L7

..F(R) = L1.

e (Godard 2012) F(M) < Li(c) < M é isométrico a um
subconjunto de uma R-arvore (lembrando que (T, d) é uma
R-arvore se (1) Va, b € T 3! isometria ¢ de [0,d(a, b)] a um
subconjunto de T tal que ¢(0) = a e ¢(d(a, b)) = b, e (2) toda
¢ :[0,1] — T 1-1 e continua tem a mesma imagem que a
isometria associada aos pontos a = ¢(0) e b = ¢(1)).
Problema: Caracterizar os espacos métricos M tais que

F(M) S Ly(o).
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F(M) S L7

..F(R) = L1.

e (Godard 2012) F(M) < Li(c) < M é isométrico a um
subconjunto de uma R-arvore (lembrando que (T, d) é uma
R-arvore se (1) Va, b € T 3! isometria ¢ de [0,d(a, b)] a um
subconjunto de T tal que ¢(0) = a e ¢(d(a, b)) = b, e (2) toda
¢ :[0,1] — T 1-1 e continua tem a mesma imagem que a
isometria associada aos pontos a = ¢(0) e b = ¢(1)).
Problema: Caracterizar os espacos métricos M tais que

F(M) S Ly(0).

e (X, - |) Banach, dim X < oo, K C X compacto, 0 < 6 < 1.
Definimos a distancia dg em K por dy(x,y) := ||x — y||?. Entdo
F((K,dy)) ~ 7.
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F(M) S L7

..F(R) = L1.

e (Godard 2012) F(M) < Li(c) < M é isométrico a um
subconjunto de uma R-arvore (lembrando que (T, d) é uma
R-arvore se (1) Va, b € T 3! isometria ¢ de [0,d(a, b)] a um
subconjunto de T tal que ¢(0) = a e ¢(d(a, b)) = b, e (2) toda
¢ :[0,1] — T 1-1 e continua tem a mesma imagem que a
isometria associada aos pontos a = ¢(0) e b = ¢(1)).
Problema: Caracterizar os espacos métricos M tais que

F(M) S Ly(o).

e (X, - |) Banach, dim X < oo, K C X compacto, 0 < 6 < 1.
Definimos a distancia dg em K por dy(x,y) := ||x — y||?. Entdo
F((K,dy)) ~ 7.

e (Naor, Schechtman 2007) F(R?) & L.
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Espacos Lipschitz-livres de unides de espacos métricos

Godard 2012

Seja (W, d) tal que W = Uje/M; e 3, 8 > 0 tal que para cada
x € M,y € Mj com i # j temos o < d(x,y) < 3. Entédo

F(W) ~ (Z]—“(M,-)) @1 L1 ()).
4

i€l ]
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Espacos Lipschitz-livres de unides de espacos métricos
Godard 2012

Seja (W, d) tal que W = Uje/M; e 3, 8 > 0 tal que para cada
x € M,y € Mj com i # j temos o < d(x,y) < 3. Entédo

.nm:<27wﬁ @1 L1 ()).
4

i€l ]

Seja (W, d) tal que W = MUN,
Q@ MNN={p} e
Q@ IJC>1talquexe M,y € N=d(x,p)+d(y,p) < Cd(x,y).

. Entao

F(MUN) £ F(M) @, F(N).
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Espacos Lipschitz-livres de quocientes de espacos métricos

Definicdo: espaco métrico quociente

Seja (M, d) espago métrico, F C M fechado # (), e seja ~F a
relacdo de equivaléncia em M que identifica todos os pontos de F.
Entao

d(%,¥) .= min{d(x,y),d(x,F)+d(y,F)}, %,y € M/ ~¢

é uma métrica em M/ ~g, e (M/ ~g,d) é o chamado espaco
métrico quociente de M por ~f, que denotaremos por M/F.

o Lips(M/F) = {f € Lipo(M) : f é constante em F} C Lipo(M).
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Espacos Lipschitz-livres de quocientes de espacos métricos

Proposicao
Suponha {0} € F C M fechado e que existe um operador linear de
extensdo E : Lipg(F) — Lipo(M), que é w*-w* continuo. Ent3o

Fm) "L 7Ry @y F(M/F). (1)
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Espacos Lipschitz-livres de quocientes de espacos métricos

Proposicao
Suponha {0} € F C M fechado e que existe um operador linear de
extensdo E : Lipg(F) — Lipo(M), que é w*-w* continuo. Ent3o

Fm) "L 7Ry @y F(M/F). (1)

e A existéncia de tal operador é equivalente a F(F) ser
complementado em F(M). E o caso se, por exemplo, M é doubling
e F C M é qualquer (Lancien, Pernecka 2013).
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Espacos Lipschitz-livres de quocientes de espacos métricos

Proposicao
Suponha {0} € F C M fechado e que existe um operador linear de
extensdo E : Lipg(F) — Lipo(M), que é w*-w* continuo. Ent3o

Fm) "L 7Ry @y F(M/F). (1)

e A existéncia de tal operador é equivalente a F(F) ser
complementado em F(M). E o caso se, por exemplo, M é doubling
e F C M é qualquer (Lancien, Pernecka 2013).

e Tais operadores n3o existem, por exemplo, quando M =cy e F é
um subespaco sem BAP. Note que, neste caso, ndo temos (1).
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Proposicao
Sejam (W, d,0) tal que W = MU N e F fechado com
0 € F C Mn N, satisfazendo
© existe um operador linear de extensdo
E : Lipo(F) — Lipo(M U N), que é w*-w* continuo, e
Q@ JC > 1 tal que
x€e M,y e N=d(x,F)+d(y,F) < Cd(x,y).

Entao

Fmun) YL 2 m/Fy @1 FN/FY @1 FOF).
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