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A construcao dos subconjuntos implica na seguinte afirmativa: se uma linguagem € reco-
nhecida por um autdémato nao-deterministico com n estados, entao ela € reconhecida por um
automato deterministico com < 2™ estados.

H& uma pequena ressalva a ser feita na afirmativa acima, devido a variedade de defini¢oes
de autématos nao-deterministicos. O cuidado é que o rotulo de cada transicao seja uma letra
ou a palavra vazia . Se outras palavras sao admitidas como rétulos, as contas mudam.

Ao ver esse fato, muito se perguntam quanto & sua precisdo. Tudo bem que 2™ é um
limitante, mas qual a limitagao real? Nao é dificil formular esta questao rigorosamente; basta
lembrar que cada linguagem regular é reconhecida por um autémato deterministico reduzido
inico.

Questao 1 Para cada inteiro n, considere as linguagens reconhecidas por autdématos com n
estados, e seja f(n) o maior nimero de estados para um autémato reduzido reconhecendo uma
dessas linguagens. Determinar f(n). Ou pelo menos, quanto cresce f(n).

Nesses termos, ja sabemos que f(n) < 2™, assim, o importante ¢ determinar um limitante
inferior. A resposta é conhecida h& muito tempo, e este texto é uma pequena exposicao.
Um primeiro exemplo ja indica por onde vao as coisas.

EXEMPLO 1: Para cada n, seja ¥, = {1,2,...,n}, eseja L, = {x € ¥} : z ndo contém todas
as letras do alfabeto}. Uma expressao regular: L, = [J;(£, — {i})*. Essa expressao leva
facilmente ao autdémato nao-deterministico A, = (K, 3,, A, K, K), onde K = X,,, e A consiste
de todas as triplas (i,7,7) com j # i. wm

Proposicao 1 O autémato reduzido para L, tem 2" estados.

Prova: A construgdo dos subconjuntos para A, nos da o autdémato deterministico D,, =
(2K,%,,,0, K, F), onde F consiste de todos os subconjuntos nio vazios de K, e §(X,i) = X —i,
para cada X C K, i € ¥,,. Vamos mostrar que esse automato é reduzido.

Comegamos com a seguinte propriedade: para cada X C K e toda palavra w, 0(X,w) =
X — a(w), onde a(w) é o conjunto de letras que ocorrem em w. Isso segue trivialmente por
indugao em |w|, e fica de exercicio.
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Figura 1: O autémato As

Agora, vamos mostrar:

a) Todos estados sao acessiveis: para cada subconjunto X C K, seja w uma palavra con-
tendo precisamente as letras que nao estdo em X. Segue da propriedade acima que
0(K,w) =X.

b) Todos estados sd@o nao equivalentes entre si: dados dois estados X,Y, sem perda de
generalidade podemos supor que Y — X # (J; seja w uma palavra obtida multiplicando-se
todas as letras de Y em alguma ordem. Entao, 6(X,w) = 0 # (Y, w).

O

Isto mostra que f(n) = 2", mas deixa uma certa insatisfacdo. Afinal das contas, esses
autdmatos sao sobre alfabetos progressivamente maiores. O que acontece se mantivermos um
alfabeto fixo?

Questao 2 Fize um alfabeto X. Para cada inteiro n, considere as linguagens reconhecidas por
autématos com n estados, e seja f(n) o maior nimero de estados para um autémato reduzido
reconhecendo uma dessas linguagens. Determinar f(n). Ou pelo menos, quanto cresce f(n).

Comecamos por um alfabeto de uma letra, a.

EXEMPLO 2: Sejam ni,ng,...,n; inteiros positivos, dois a dois primos entre si, tais que
ni 4+ ng + -+ + ng = n, onde o nimero k de parcelas ¢ arbitrario. O automato Pp, n,.... nx
tem como grafo uma colegao de ciclos de comprimentos ni,ne,...,ng, um estado inicial em
cada ciclo e os estados finais sao os iniciais. Entao, veremos, o niimero de estados do autémato
reduzido para L(Pp, ns,..n,) € 0 produto ning - - ng.
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Figura 2: O autéomato P35




Para conferir o nimero de estados, vamos numerar os estados do ciclo j usando os inteiros
modulo nj, conforme a figura. Assim, todas as arestas vao do vértice 7 ao vértice +1 mod n;.
Aplicando a construcao dos subconjuntos, obtemos um autémato deterministico D cujo estado
inicial S consiste dos k estados de r6tulo 0. E facil ver que para qualquer palavra a”, §(S, a")
contem exatamente um estado de cada ciclo, assim, os estados acessiveis de D podem ser
escritos como k-uplas p € Zy, X Zp, X -+ X Ly, € 6(p,a) simplesmente soma 1 em cada
coordenada. O Teorema Chinés do Resto “diz” que todas essas k-uplas sdo estados acessiveis.
Uma outra aplicagao, um pouco mais cuidadosa, do mesmo Teorema, prova que esses estados
sao todos nao equivalentes.

Quao grande pode ser m, dado n? Para ser mais preciso, o que queremos é estimar
g(n) = max{mmc(ny,ng,...,ng) : N1 +ng + -+ + np = n}; essa fungao foi estudada no
inicio do século XX pelo russo Landau, e é conhecida na literatura pelo nome de fungdo de
Landau. Ele provou que

lim 7lng(n)
n—0o \/nlnn

=1.

Posteriormente foi provado que

g(n) _ e\/n(lnn—&-lnlnn—l—i—o(l)).

Uma referéncia mais ou menos legivel para isso é

W. Miller, The Maximum Order of an Element of Finite Symmetric Group, Am. Math.
Monthly, 94 (1987), 497-506.

Essas expressoes mostram claramente que g(n) cresce muito mais que qualquer polinémio,
mas muito menos que 2". Serd que d& para chegar significativamente mais perto de 2" com
uma Unica letra? A resposta é nao: nao da para passar de g(n) + n.

Pode assustar um pouco essa situacdo com uma letra. Afinal, tanta conta sofisticada, o
que serd que acontece com duas letras? Nao pode ficar tao ruim, afinal, vimos acima que se o
nimero de letras é grande da para controlar o resultado.

Uma idéia é extrair o suco dos A,:

Proposigao 2 Seja A um autéomato ndao deterministico com n estados, todos eles iniciais e
finais, e sem transicoes . Suponha que para cada estado p, existe uma palavra wy, tal que:

1. Nao existe passeio com rotulo w, iniciando em p.

2. Para todo estado q # p, existe um unico passeio com rotulo w, com inicio em q, e esse
passeto termina em q.

Entao o automato reduzido para L(A) tem 2" estados.

Prova: Seja K o conjunto de estados de A e § a fungao de transigao do autémato D obtido de A
pela construcéo dos subconjuntos. Note que, como nao existem transi¢oes A, todo subconjunto



de K é fechado. Como todo estado de A é final, o tinico estado nao final de D é (). Pelas
propriedades (1) e (2) segue que:

Para cada X C K epe K, §(X,wp) =X —p.
Logo:

1. Todo subconjunto X de K ¢é acessivel em D. Isso porque, se K — X = {p1,pa,..., Dk},
a propriedade acima implica que §(K, wp, wp, - - - wp,y = X.

2. Subconjuntos distintos de K sdo nao equivalentes em D. Para ver isso, sejam X,Y C K,
e suponha que ¢ € X —Y. SeY = {p1,p2,...,pk}, entdo (Y, wp wp, - - wp,) = 0,
enquanto que q € 6(K, wy, wp, - - - Wy, ).

Dai segue que D é o automato reduzido para L(A). O

Agora podemos voltar ao Exemplo 1 e aplicar a proposicao acima. A palavra w; é simples-
mente 7. Pronto, a Proposicao 1 vira um corolario trivial da Proposi¢cao 2. Nenhuma novidade
ai, a demonstragao é a mesma. S6 que agora podemos construir uma familia de exemplos mais
interessantes.



EXEMPLO 3: Vamos trabalhar com o alfabeto binario, ¥ = {a,b}. Dado o inteiro positivo n,
seja B, o autémato com estados K = {1,2,...,n}, todos eles iniciais e finais, e seja
A={(i,a,i—1),(i,b,i—1):1<i<n}U{(1,a,n)}. wm

Figura 3: O autémato Bj

Vamos verificar que B, satisfaz as condigdes da Proposi¢ao 2. Tudo certo quanto a estados
iniciais e finais, e transi¢coes A. Para isso, ¢ preciso dar uns wy,. Af estao algumas palavras que
funcionam:

wy, = aP1ba™ P,

A partir do estado p, existe um caminho com rétulo a?~!, que termina no estado 1; dai, néo
h& aresta com b, assim, a condi¢ao (1) é satisfeita. A partir de outro estado, o caminho com
rotulo aP~! leva a um estado diferente de 1, dai que existe aresta com b, e o resto dos a’s levam
ao estado de partida; dai que (2) é satisfeito.

Pronto, temos que o autémato reduzido para L£(B,) tem 2" estados, e sé usamos duas
letras.

Alguns autores nao gostam de autdématos com mais de um estado inicial. Eu nao sei como
alavancar a Proposicao 2 para produzir 2" estados no deterministico com um tnico estado
inicial e s6 duas letras. D& para chegar “meio perto”: introduza mais um estado em B,,_1, faga
ele ser o tnico estado inicial, e coloque arestas de rétulo a indo desse estado para todos os
outros. E facil ver que o autémato reduzido do resultado tem 271 +1 > %2” estados.

Agora, com trés letras é bico: é so alterar B,,, colocando arestas (1,¢,4),i = 1,2,...,n, e
fazer 1 ser o estado inicial. Esse vai ter um reduzido com 2™ estados, e é um autémato nao
deterministico pra ninguém botar defeito.

Uma curiosidade: qual o menor tamanho de uma expressao regular para £(B,,)? Consegui
uma expressao de tamanho aproximadamente 18n + 4 (lembrando que o comprimento conta
s6 ocorréncias de a, b, A\, + e *; fora isso, foram 4n + 1 pares de parénteses). Alguém consegue
algo melhor?



ExEmMPLO 4: Finalmente, uma seqiiéncia de autématos sobre duas letras e com um tnico
estado inicial. O autémato C, tem estados K = {0,1,...,n}; suas transi¢des sao {(i,a,i +
1),(i,b,i4+1):i=1,2,...n} U{(n,a,0),(n,a,l1),(0,a,1),(0,b,0)}. O estado 0 inicial e final,
e nao ha outros.
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Figura 4: O autémato Cy4

Mostrar que o autémato deterministico correspondente tem 2"t! estados parece bem mais
dificil do que no caso anterior. Abaixo segue um roteiro de demonstracao; completa-la fica
como exercicio. Se alguém conseguir uma demonstragao mais simples, eu gostaria de ver.

Seja ¢ a funcgao de transicao do autémato D,, obtido de C,, pela construgao dos subconjuntos.

1. Vamos mostrar que todo subconjunto de K é acessivel em D,,.

(a) Como 6({0},ab™) =0 e 6({0},a’) = {j},7 =1,2,...,n, todo conjunto com menos
que dois elementos é acessivel.
(b) Represente cada subconjunto de K pela sequéncia ordenada de seus elementos.
Agora, argumente por indugdo na ordem comprimento-lexicogréfica; seja X = i1 <
1o < -+ < 1.
Caso 1: i1 > 0.
Entao X =0(i1 — 1 <ig—1<--- <ix—1,a).
CAso 2: i1 = 0.
Caso 2.1: i9 > 1.
EntéoX:(S(il <ig—1<--- <ik—1,b).
CAsO 2.2: i = 1.
Entao X =0(is —1<--- <ix — 1 <m,a).

2. Agora vamos mostrar que conjuntos distintos sao nao equivalentes em D,,. Dados X,Y C
K distintos, seja k um elemento na diferenca simétrica de X e Y, e sem perda de
generalidade, suponha que k € X. Entao, se k = 0, claro que X e Y nao sao equivalentes;

se k#0, entdo 0 € §(X,b" %a) e 0 ¢ 5(Y,b" *a).
A linguagem £(C,,) tem uma expressao regular razoavelmente simples, de comprimento 6n:

(b+a((a+b)""'a)(a+b)"""a),



