Algoritmo de Prim

S 203
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Franja

A franja (= fringe) de uma subarvore T é o
conjunto de todas as arestas que tém uma ponta em
T e outra ponta fora

Exemplo: As arestas em azul formam a franja de T
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Simulacdo
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Algoritmo de Prim
O algoritmo de Prim ¢é iterativo.
Cada iteracdo comeca com uma subarvore T de G.

No inicio da primeira iteracdo T & um arvore com
apenas 1 vértice.

Cada iteracdo consiste em:

Caso 1: franja de T é vazia
Devolva T e pare.

Caso 2: franja de T ndo é vazia
Seja e uma aresta de custo minimo na
franja de T
FacaT<+ T+e
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Relacdo invariante chave

No inicio de cada iteracdo vale que
existe uma MST que contém as arestas em T.

Se a relacdo vale no inicio da altima iteracdo
ent3o é evidente que, se o grafo é conexo, o
algoritmo devolve uma MST.

Demonstracdo. Vamos mostrar que se a relacdo vale
no inicio de uma iteracdo que n3o seja a Gltima,
entdo ela vale no fim da iteracdo com T+e no papel
de T.

A relacdo invariante certamente vale no inicio da
primeira iteracao.
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Implementacdes do algoritmo de Prim

S 20.3
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Demonstracdo

Considere o inicio de uma iteracdo qualquer que n3o
seja a dltima.

Seja e a aresta escolhida pela iteracdo no caso 2.
Pela relacdo invariante existe uma MST M que
contém T.

Se e estda em M, entdo ndo ha o que demonstrar.
Suponha, portanto, que e ndo estd em M.

Seja t uma aresta que estd C(M, e) que esta na
franja de T. Pela escolha de e feita pelo algoritmo,
custo(e) < custo(t).

Portanto, M—t+e é uma MST que contém T+e.
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Implementacdo grosseira

A func3o abaixo recebe um grafo G com custos nas
arestas e calcula uma MST da componente que
contém o vértice 0.

void bruteforcePrim(Graph G, Vertex parnt[|){
0 Vertexv, w;
1 for (v=0;v < G->V;v++) parnt[v] = -1;
3 parnt[0] = 0;
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Implementacdo grosseira Implementacdes eficientes

4 while (1) {

5 double mincst = INFINITO; Implementacdes eficientes do algoritmo de Prim

6 Vertex v0, w0; dependem do conceito de custo de um vértice em
7 for (w=0; w<G->V; wtt) relagdo a uma arvore.

8 if (parnt[w] ==-1)

9 for (v=0; v < G=>V; v++) Dada uma arvore ndo-geradora do grafo, o custo de
10 if (parnt[v] != -1 um vértice w que esta fora da arvore é o custo de

&& mincst > G->adj[v][w]) uma aresta minima dentre as que incidem em w e
11 mincst = G->adj[v0=v][w0=w]; estdo na franja da arvore.

12 if (mincst == INFINITO) break;

13 parnt[w0] = v0; Se nenhuma aresta da franja incide em w, o custo de

w € INFINITO.

14 3
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Implementacdes eficientes lteracdo
0f| =8 Poy"
Nas implementacdes que examinaremos, o custo do S / 0‘4/0 /O O
vértice w em relacdo a arvore é cst[u]. %O\ Vv ] O
/ \\
Para cada vértice w fora da arvore, o vértice fr{w] O — o, O OO

esta na arvore e a aresta que liga w a frfw| tem custo
cstw). , , ,

S O
Cada iteracdo do algoritmo de Prim escolhe um . O\ /é}/Q/’O O
vértice w fora da arvore e adota fr[w| como valor de Cg CF //O O O
& /%V e
O \%9
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Implementac3o eficiente para grafos densos

Recebe grafo G com custos nas arestas e calcula uma
MST da componente de G que contém o vértice 0.

A funcdo armazena a MST no vetor parnt,
tratando-a como uma arborescéncia com raiz 0.

O grafo G é representado por sua matriz de
adjacéncia.

void GRAPHmstP1 (Graph G, Vertex parnt[]){

1
2
3
4

5

double cst[maxV]; Vertex v, w, frmaxV];
for (v=0; v< G->V; v++) {

parnt[v] = -1;

cst[v] = INFINITO;

}

v=_0; fr[v]=v; cst[v]=0;
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Consumo de tempo

O consumo de tempo da funcdo GRAPHmstP1 é
O(V?).

Este consumo de tempo é 6timo para digrafos
densos.
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6 while (1) {

7 double mincst= INFINITO;

8 for (w=0; w<G->V; wtt)

9 if (parnt[w] == -1 && mincst> cst|w])
10 mincst = cstfv=w];

11  if (mincst == INFINITO) break;
12 parnt|v] = fr[v];
13 for (w=0; w < G->V; wt++)

14 if (parntfw] == -1
&& cstlw] > G->adj[v][w]) {
15 cstlw] = G->adj[v][v];
16 frlw] = v;
}
}
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Recordando Dijkstra para digrafos densos
#define INFINITO maxCST

void
DIGRAPHsptD1 (Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cst[]) {

Vertex w, w0, fr[maxV];
for (v=0; v <G->V; v++) {

parnt[v] = -1;

cst[v] = INFINITO;
)
fr[s] = s;
cst[s] = 0;

~N O 1AW=
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8 while (1) { Implementacdo para grafos esparsos
9 double mincst = INFINITO;

10 for (w = 0; w < G->V; w++)

11 if (parnt[w]==-1 && mincst>cst[w])
12 mincst = cstv=w]; Recebe grafo G com custos nas arestas e calcula uma
13 if (mincst == INFINITO) break; MST da componente de G que contém o vértice 0.
14 parnt|v] = fr[v];
15 for (w=0; w < G->V; w++) A funcdo armazena a MST no vetor parnt,
16 if (cst [wl>cst [v]+G->adj [v] [w]){ tratando-a como uma arborescéncia com raiz 0.
17 cstlw] = cstlv]+G->adjlv] [w]; ) : L
— O grafo G é representado por listas de adjacéncia.
18 friw] = v;
}
¥
}
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GRAPHmstP2
9 while ('PQempty()) {
#define INFINITO maxCST 10 v = PQdelmin();
void GRAPHmstP2 (Graph G, Vertex parnt|[]){ 11 parnt[v] = frlvl;
1 Vertex v, w, fr[maxV]; link p; 12 for (p=G->adj[v];p!=NULL;p=p->next){
2 for (v = 0; v < G->V; v++) { 13 W = p->u;
3 cstlv] = INFINITO; 14 if (parnt[w] == -1){
4 parnt[v] = -1; 15 if (cst[w] == INFINITO){
¥ 16 cstlw] = p->cst;
5 Panlt(G—>V), 17 friw] = V;
6 cst[0] = 0; 18 PQinsert (w) ;
7 fr[0] = 0; 1
8 PQinsert(0);
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Consumo de tempo

19 else if (cst[w] > p->cst){
20 cst[w] = p->cst;
21 friw] = v;
22 PQdec (w) ; O consumo de tempo da funcio GRAPHmstP2
} implementada com um min-heap é O(AlgV).
b /x if (parnt[w] ...x/

} /x for (p...*/
} /* while ...
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Recordando Dijkstra para digrafos esparsos

#define INFINITO maxCST 9 while (!PQempty()) {
void dijkstra(Digraph G, Vertex s, 10 v = PQdelmin() :
Vertex parnt[], double cstl]); 11 for (p=G->adj [v] ; p!=NULL; p=p->next)

{ 12 W= p->w;
L Vertex v, w; link p; 12 if (cst[w]==INFINITO) {
2 for (v = 0; v < G->V; vi+) { 13 cst[w]l=cst[v]+p->cst;
3 cst[v] = INFINITO; 14 parnt [w]=v;
4 parnt[v] = -1; 15 PQinsert (w) ;

3 }

PQinit (G->V) ;

cst[s] = 0;

parnt[s] = s;
PQinsert(s);
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16 else

17 if (cst [w]>cst [v]+p->cst)
18 cst[w]=cst[v]+p->cst
19 parnt [w] = v;

20 PQdec(w) ;

}
21 PQfree();

}
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal

S 20.3
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Subfloresta

Uma subfloresta de G é qualquer floresta F que seja
subgrafo de G.

Exemplo: As arestas vermelhas que ligam os vértices
verdes e amarelos e formam uma subfloresta

Algoritmos em Grafos — 12 sem 2012 28/1



Floresta geradora

Uma floresta geradora de G é qualquer subfloresta
de G que tenha o mesmo conjunto de vértices que G.

Exemplo: Arestas vermelhas ligando os vértices
verdes e amarelos, junto com os vértices azul e
vermelho, forma uma floresta geradora
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Algoritmo de Kruskal

O algoritmo de Kruskal iterativo.
Cada iteracdo comeca com uma floresta geradora F.

No inicio da primeira iteracdo cada arvore de F tem
apenas 1 vértice.

Cada iteracdo consiste em:

Caso 1: n3o existe aresta externa a F
Devolva F e pare.
Caso 2: existe aresta externa a F
Seja e uma aresta externa a F de custo
minimo
Atualize: F< F+e
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Arestas externas

Uma aresta de G é externa em relacdo a uma
subfloresta F de G se tem pontas em arvores distintas
de F.

Exemplo: As aresta 0-1, 2-1, 4-6 .. .s3o externas
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Otimalidade

Duas demonstracdes:

o Usando um invariante, igualzinho a prova do
Prim:
a cada iteracdo, existe uma MST contendo F.

o Usando o critério ja provado que caracteriza

MST:
toda aresta e ¢ F tem custo maximo em C(F,e).
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