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Vamos tentar encontrar uma maneira de descrever todos os quadrados magicos 3% 3. Seja

a b ¢
M=|d e f
g h i

um quadrado mégico com peso 0. As condi¢bes sobre as linhas, colunas e diagonais originam um sistema de
oito equacdes lineares homogéneas nas variaveis a, b, .. ., i.

Problema 6: Escreva esse sistema de equacdes e resolva-o. (Observagdo: usar um CAS facilitar4 as contas.)

Problema 7: Usando substituicdo, se necessdrio, use sua solugdo ao Problema 6 para mostrar que M pode ser
escrito na forma

s —§ =1 t
M=|—-5s+1t 0 st
- s+t )

Problema 8: Usando os Problemas 5 e 7, mostre que todo quadrado méagico 3X3 ¢ da forma

r+s r—s-—t FEt
Fes T+t r r+s -t
r—t rts e r—-s

Problema 9: Vocé consegue encontrar uma maneira direta de provar que o elemento (2, 2) de um quadrado
mégico 3X3 com peso w deve ser w/3? (Sugestdo: some e subtraia as linhas, colunas e diagonais para obter
um multiplo do elemento central.)

Problema 10: Seja M um quadrado magico 3X3 de peso 0, obtido de um quadrado maégico classico 3X3,
como descrito no Problema 5. Se M ¢ da forma dada no Problema 7, escreva uma equagéo para a soma dos
quadrados dos elementos de M. Mostre que essa equacio é a equagdo de um circulo nas varidveis s e £ €,
cuidadosamente, desenhe seu grafico. Mostre que existem exatamente oito pontos (s, #) sobre o circulo, com s
e ¢t ambos inteiros. Usando o Problema 8, mostre que esses oito pontos ddo origem a oito quadrados magicos
classicos 3%3. Qual € a relacdo existente entre esses quadrados?

6.2 Espacos Vetoriais e Subespacos

708 Capitulos 1 e 3, vimos que a lgebra de vetores e a algebra de matrizes sdo similares em muitos as-
pectos Em particular, podemos fazer a adi¢éo de vetores e de matrizes, e podemos multiplicar ambos
| por um escalar. As propriedades resultantes dessas duas operagoes (Teorema 1 da Secdo 1.2 e
Teorema 1 da Secdo 3.3) sdo idénticas nos dois ambientes. Nesta se¢fo, vamos usar essas propriedades para
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definir “vetores” de forma geral, que aparecem em uma grande variedade de exemplos. Ao provarmos teo-
remas gerais sobre esses “yetores”, simultaneamente estaremos, portanto, provando resultados sobre todos
esses exemplos Esse é o verdadeiro poder da dlgebra: sua habilidade em tomar propriedades de um ambi-
ente concreto como R, e as abstrair para um ambiente geral.

Definicio Seja V um conjunto no qual duas operagdes, chamadas adicdo e multiplicacdo por es-
calar, estao definidas. Se u e v estdo em V, a soma de u e v € denotada por U+vV esecéumes- -
calar, o multiplo escalar de v por ¢ é denotado por cv. Se os axiomas a seguir sdo verdadeiros :
para todo u, v e w em V e para todos os escalares c e d, entdo V é chamado espaco vetorial e
seus elementos sao chamados verores.

l.u+vestaiem V. Fechado sob adicao
Zu+v=v+u Comutatividade
B@+v)+w=u+(v+w Associatividade

4. Existe um elemento 0 em V, chamado vetor nulo, tal que u + 0 = u.

5. Para cada u em V, existe um elemento —u em V tal que u + (~u) = 0.

6.cvestiem V. Fechado sob multiplicacio escalar
T.c(v+Ww)=cv+cw , Distributividade
.(c+dv=cv+dy Distributividade
9. c(du) = (cd)u
10;lu=u
Observagdes: ¢ Na maioria dos casos, os “escalares” serfdo os nimeros reais. Dessa maneira, referimo-

nos a V como um espago vetorial real (ou espago vetorial sobre os niimeros reais.) E pos-
sivel também tomarmos os escalares como nimeros complexos ou pertencentes a Z,,
para p primo. Nesses casos, V é chamado de espago vetorial complexo ou espago vetorial
sobre Z,, respectivamente. A maioria de nossos exemplos serd de espagos vetoriais reais,
por isso omitiremos o adjetivo “real”. Se nos referirmos a algo como um “espago veto-
rial”, assumiremos que estamos trabalhando com o sistema dos nimeros reais.
De fato, os escalares podem ser tomados de qualquer sistema numérico no qual, falando
informalmente, possamos somar, subtrair, multiplicar e dividir de acordo com as leis habi-
tuais da aritmética. Em dlgebra abstrata, um sistema desses é conhecido como um coTpo.

¢ A definicdo de espago vetorial ndo especifica quais elementos formam o conjunto V.
Também ndo especifica o que as operagdes chamadas “adi¢do” e “multiplicagdo por es-
calar” devem ser. Freqlentemente, elas serdo familiares, mas ndo precisam ser. Veja o
Exemplo 6 a seguir e os Exercicios de 5a 7.

Veremos agora vdrios exemplos de espagos vetoriais. Em cada caso, devemos especificar o conjunto
V, bem como as operagdes de multiplicacdo escalar e de adi¢do, e verificar os axiomas'de 1 a 10. Deve-
mos prestar atengdo particular aos seguintes axiomas: fechamento (1 e 6), existéncia de um vetor nulo em
V(4) e existéncia em V de vetor oposto a cada vetor de V(5).

EXEMPLO | Para cada n = 1, R” € um espaco vetorial com as operagdes usuais de multiplicagdo por es-
calar e de adicdo. Os axiomas 1 e 6 seguem da,definicdo dessas operacdes; os restantes seguem do Teorema
1 da Secdo 1.2.

EXEMPLO 2 O conjunto de todas as matrizes 2X3 € um espaco vetorial com as operagdes usuais de
adicdo de matrizes e multiplic?géo de matriz por escalar. Aqui os “vetores” sdo, na verdade, matrizes.




O matemético alemao Hermann Grassmann (1809~

[877) é geralmente creditado como o primeiro ain-

troduzir a ideia de um espaco vetorial (apesar de
nao o ter chamado assim), em [844. Infelizmente,
seu trabalho era muito dificil de ler e ndo recebeu a
atencdo que merecia. Uma pessoa que realmente o
estudou foi o matematico italiano Giuseppe Peano
(1858-1932). Em seu livro Cadlcolo geometrico, de
1888, Peano tornou claro o trabalho anterior de
Grassmann e descreveu os axiomas para um espaco
vetorial da maneira como hoje os conhecemos. O
livro de Peano é também digno de nota por intro-
duzir operacées em conjuntos. Suas notacoes U, N
e € (para “uniao”, “interseccio” e “é um elemento
de”) sao as que ainda usamos, apesar de nio terem
sido adotadas de imediato por outros mateméticos.
A definicdo axiomdtica de um espaco vetorial feita
por Peano também teve pouca influéncia por muitos
anos. A aceitacio s6 veio em 1918, depois que Her-
mann Weyl (1885-1955) a repetiu em seu livro
Space, time, matter, uma introducio 3 teoria geral da
relatividade de Einstein.
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Sabemos que a soma de duas matrizes 2X3 & tam-
bém uma matriz 2X3, e que multiplicar uma ma-
triz 2X3 por um escalar nos da outra matriz 2X3;
assim, temos o fechamento. Os axiomas restantes
seguem do Teorema 1 da Secéo 3.3. Em particu-
lar, o vetor nulo 0 € a matriz nula 2X3, e o oposto
de uma matriz 2X3 A é tdo-somente a matriz
2X3 -A.

Nio existe nada especial sobre as matrizes 2X3.
Para quaisquer inteiros positivos m e n, 0 conjunto
de todas as matrizes mXn forma um espaco veto-
rial com as operacdes usuais de adi¢do de matrizes
e multiplicacdo de matrizes por escalar. Esse espago
vetorial € denotado por M,,,,.

EXEMPLO 3 Denote por P, o conjunto de todos
os polindmios de grau 2 ou menos com coeficientes
reais. Defina da maneira usual a adicfo e a multi-
plicacdo por escalar. (Veja o Apéndice D.) Se

p(x) =ay+ax + ax’ e g(x)=by+ bx + bx’

estdo em %, entéo

p(x) + q(x) = (ag + by) + (a; + b)x + (ay + by)x*

tem grau no maximo 2 e, portanto, estd em %. Se ¢ é um escalar, entéo

,
cp(x) = cay + cajx + cax*

também estd em %,. Isso verifica os axiomas 1 e 6.
O vetor nilo 0 é o polindmio zero — isto &,
de um polindémio p(x) = ag + a1x + ax*

o polindmio cujos coeficientes sdo todos nulos. O oposto
€ o polinémio —p(x) =

—ag — a1x — ax2. Agora é facil verificar os axio-

mas restantes. Vamos checar o axioma 2 e deixar os outros para o Exercicio 12. Com p(x) e g{x) como

acima, temos

p(x) + q(x) = (ag + ax + ax*) + (by + byx + byx?)
h = (ap + bo) + (a, + b)x + (ay + by)x*
= (by + ay) + (by + a))x + (by + a5)x?

= (by + bix + b,x*) + (ay + ayx + a,x?)

= q(x) + p(x)

onde a terceira igualdade segue da comutatividade da adi¢do dos ntimeros reais.

Em geral, para todo n =

0 fixo, o conjunto 2, de todos os polindmios de grau menor ou igual a n é

um espago vetorial, bem como o conjunto ?, formado por todos os polindmios.

EXEMPLO 4 Denotemos por & o conjunto de todas as fungoes a valores reais, definidas na reta real. Se fe
g s@o duas dessas funcdes e ¢ € um escalar, f + g e ¢f sdo definidos por

(f +8)x)

= f(x) + g(x)

e (cf)lx) = cf(x)
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Figura | Os grificosde(a)f, ge f+ g, (b)f, 2f e -3fe(c)fe~f

Em outras palavras, o valor de f + g em x é obtido ao somarmos os valores de fe de g em x [Figura 1(a)]. De
maneira similar, o valor de ¢f em x € tdo-somente o valor de fem x multiplicado pelo escalar ¢ [Figura 1(b)]. O
vetor nulo em & € a fungéo constante f;, identicamente nula — isto é, fo(x) = 0 para todo x. O oposto de uma
fungéo f € a funcdo —f, definida por (-f)(x) = —f(x) [Figural(c)].

Os axiomas 1 e 6 s&o obviamente verdadeiros. A verificagdo dos axiomas restantes é pedida no Exercicio 13.
Portanto, % € um espago vetorial. ;

No Exemplo 4, poderiamos também ter considerado somente as funcdes definidas em algum intervalo
fechado[a,b] da reta real. Essa abordagem também produz um espago vetorial, denotado por %[a,b].

EXEMPLO 5 O conjunto Z dos inteiros com as operagdes usuais ndo € um espago vetorial. Para demonstrar
isso, € suficiente descobrir que um dos dez axiomas nio se verifica e dar um exemplo especifico para o qual
isso acontece (chamado de contra-exemplo). Nesse caso, descobrimos que nado temos o fechamento sob multi-
plicac@o por escalar. Por exemplo, o multiplo do ndmero inteiro 2 pelo escalar §
teiro. Dessa forma, néo € verdadeiro que cx estd em Z para todo x em Z e todo

escalar c (isto é, o axioma 6 n#o se verifica).

é (3)(2)= 3, o qual ndo é in-

EXEMPLO 6 Seja V = R?
por escalar:

com a defini¢do usual de adicio, mas com a seguinte definicdo de multiplicaciio
C =
y 0

2 2 2
Enti =
ntdo, por exemplo, 1[3J [OJ * [3]
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mecanicamente a lista de axiomas na ordem em que foram apresentados.]

EXEMPLO 7 Denote por C% o conjunto de todos os pares ordenados de nlimeros complexos,
Defina a adi¢do e a multiplicacio por escalar como em R?, exceto que aqui os escalares sdo niimerog com-

plexos. Por exemplo,
[1+iJ [—3+2;J=[—2+3z]
23 4 6 — 3i

e (1= i)[zlj?fiJ N [(gl:ig)((zlj;z?)J - le— Si]

Usando as propriedades dos niimeros complexos, ¢ imediato verificar todos os dez axiomas. Portanto, C2 &
um espago vetorial complexo.

+

P

Em geral, C" é um espaco vetorial complexo para todo 1 = 1.

EXEMPLO 8 Sep ¢ primo, o conjunto Z, (com as definicdes usuais de Z, para a adigdo e para a multipli-
cagdo por escalar) € um espaco vetorial sobre Z,, para todo n = 1.

€© TEOREMA |
Seja V um espaco vetorial, v um vetor em V € ¢ um escalar.
alv=0 k
b.c0=0
c(-lv=—v :
d.Secv=0,entdoc=0ouv=0

DEMONSTRACAOQ: Provaremos as propriedades (b) e (d) e deixaremos como exercicio a demonstragéo das
demais.

(b) Temos
c0=c(0+0)=c0+c0

pelos axiomas 4 ¢ 7 de eSpagos vetoriais. Somando o oposto de ¢0 a ambos os lados, obtemos

¢ + (—c0) = (c0 + c0) + (—c0)

0 que implica que

0=1c0+ (c0 + (—c0)) Pelos axiomas 5 e 3
‘ =cd+0 Pelo axioma 5
| = c0 Pelo axioma 4
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(d) Suponha que cv = 0. Para provar que ¢ = 0 ou v = 0, vamos assumir que ¢ # 0. (Se ¢ = 0, ndo h4 nada a
provar.) Entdo, como ¢ 7 0, seu reciproco 1/c esta definido, e

v=1v Pelo axioma 10
(c0)
={—Cc)v
C
= E(CV ) Pelo axioma 9
1
= ~@
C
=0 Pela propriedade (b} N

Escreveremos u — v para u + (-v), dessa forma definindo a subtracio de vetores. Iremos explorar a pro-
priedade associativa da adi¢do para poder escrever de forma ndo ambigua a soma de trés vetores u + v + w,
e, mais geralmente,

cup o + o+ o,

para uma combinacgdo linear de vetores.

Subespacos

Vimos que, em R", & possivel que um espaco vetorial esteja contido em outro espaco vetorial, originando
a nog¢éo de subespago. Por exemplo, um plano através da origem é um subespago do R3, Agora, vamos esten-
der esse conceito para espagos vetoriais em geral.

Definicio Um subconjunto W de um espago vetorial V é chamado de subespago de V se W € um es-
paco vetorial com os mesmos escalares, a mesma adicio e a mesma multiplicacio por escalar que V.

Como em R”, testar se um subconjunto W é um subespaco de um espaco vetorial V envolve apenas a ve-
rifica¢do de dois dos dez axiomas de espagos vetoriais. Essa afirmaco é provada por um teorema.

€ TEOREMA 2

Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto nio vazio de V. Entdo, W é um subespaco de V.
se, e somente se, as seguintes condic¢des se verificam:

a.Seuevestdaoem W, entdou + vestd em W,
D.Sevestiem We céumescalar, entdocvestaem W

DEMONSTRACAO: Vamos supor que W seja um subespago de V Entdo, W satisfaz os axiomas 1 a 10 dos es-
pagos vetoriais. Em particular, o axioma 1 € a condigéo (a), ¢ 0 axioma 6 ¢ a condigdo (b).

Reciprocamente, vamos supor que W seja um subconjunto do espaco vetorial ¥/ satisfazendo as condicGes
(a) e (b). Por hipétese, os axiomas 1 e 6 estdo satisfeitos. Os axiomas 2, 3, 7,8, 9 e 10 estdo verificados em W,
porque sdo verdadeiros para todos os vetores de V e, em particular, sdo verdadeiros para os vetores que es-
tdo em W. (Dizemos que W herda essas propriedades de V) Resta verificar os axiomas 4 e 5.

Como W € néo vazio, ele contém pelo menos um vetor v. Com isso, a condicdo (b) e o Teorema 1(a) impli-
cam que Ov = 0 também est4d em W, Esse € o axioma 4.

Se v estd em V, entdo, tomando ¢ = ~1 na condi¢o (b), temos que ~v = (—1)v também estd em W, usando o
Teorema 1(c). €
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Observacio: ¢ Como o Teorema 2 generaliza a nogéo de um subespaco do contexto de R” a espacos ve-
toriais em geral, todos os subespagos de R” que encontramos no Capitulo 3 sdo subes-
pacos de R” nesse contexto. Em particular, linhas e planos que passam através da origem
sdo subespacos de R3,

EXEMPLO 9 Jé provamos que o conjunto %, formado por todos os polindmios de grau menor ou igual a n,
¢ um espago vetorial. Assim, P, € um subespago do espago vetorial 2 formado por fodos os polindémios. 4

EXEMPLO [0 Scja W o conjunto das matrizes simétricas nXn. Prove que W é um subespago de M,,,,.

SOLUCAO: E claro que W é nio vazio, por isso sé precisamos checar as condigdes (a) e (b) do Teorema 2.
Sejam A e B em W e seja ¢ um escalar. Entdo, A= A e BT =B, e, conseqlientemente,

(A+B) =4"+B"=A+B
Portanto, A + B € simétrica e, assim, estd em W, De maneira similar,
(cAY =cA” =cA

Dessa forma, cA € simétrica e, portanto, estd em W. Provamos que W é fechado sob adi¢do e sob multipli-
cagéio por escalar. Logo, ¢ um subespaco de M,,,,, pelo Teorema 2.

}d%\ EXEMPLO 11  Seja 6 o conjunto de todas as fun¢des continuas a valores reais definidas em R, e seja @
o conjunto de todas as fungdes diferencidveis a valores reais definidas em R. Prove que 4 e & sfo subespacos’
de %, o espaco vetorial de todas as fungdes a valores reais definidas em R.

SOLUGAO: Do Cilculo, sabemos que, se f e g sdo fungdes continuas e ¢ é um escalar, f+gecftambém sdo
continuas. Dessa forma, € € fechado sob adi¢do e sob multiplica¢do por escalar e, portanto, é um subespaco
de #. Se fe g sdo diferencidveis, f+ g e ¢f também o sdo. De fato,

Ftre)y=f+g e (f)=cf)

Portanto, & € fechado sob adi¢do e multiplicagdo por escalar, o que o torna um subespago de &.

Toda fungéo diferencidvel € continua, diz um dos teoremas do Célculo. Conseqiientemente, & estd con-
tido em 6 (denotamos por @ C @), o que torna 9 um subespaco de €. Esse também é o caso da afirmacéo de
que todo polinébmio € uma funcio diferencidvel, e, assim, ? C @ ; logo, P € um subespago de P. Temos uma
hierarquia de subespacos de %, um dentro do outro:

PCDCECHF

Essa hierarquia esta esquematizada na Figura 2.

«

Figura 2 A hierarquia dos subespagos de &
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Existem outros subespagos de % que podem ser colocados nessa hierarquia. Alguns deles serdo explo-

rados nos exercicios. ) o N _ - )
Na discussdo anterior, poderfamos ter limitado nossa atencdo as fungdes definidas em um intervalo fechado

[a,b]. Entdo, os subespacos de &[a, b] correspondentes seriam %[a, b}, ¥[a, b]e P[a, b].

%",Y;\ EXEMPLO 12 Seja S o conjunto de todas as fun¢des que satisfazem a equagéo diferencial
f// + f = O (1)

[Ou seja, S € o conjunto soluc¢d@o da equagdo (1).] Prove que S € um subespaco de .

SOLUCAO: Sem divida, S é néo vazio, uma vez que a funcio identicamente nula é uma solucio para a equa-
cdo (1). Sejam fe gem S e seja ¢ um escalar. Entdo:

f+g) +(f+g)=0("+g")+( +¢g)
="+ +@E" +eg
=040
=0

0 que prova que f+ g estd em S. De maneira similar,

(cf)" +cf =cf" +cf
= (f" + 1)
=c0
=0

e, assim, ¢f também estd em S.
Portanto, S € fechado sob adicéo e sob multiplicacdo por escalar, e é um subespaco de F.

A equagio diferencial (1) ¢ um exemplo de equacdo diferencial linear homogénea. Os conjuntos solucio
de tais equagdes sdo sempre subespacos de F. Observe que, no Exemplo 12, ndo resolvemos a equagéo (1)
(isto é, ndo encontramos nenhuma solugdo especifica, além da funcdo identicamente nula). Discutiremos na
Secdo 6.8 técnicas para encontrar solucdes para esse tipo de equacio.

A medida que vocé ganhar experiéncia no trabalho com espagos vetoriais e subespacos, perceberd que
certos exemplos tendem a se parecer uns com os outros. Por exemplo, considere os espacos vetoriais R*, P e
M>;. Elementos tipicos desses espagos vetoriais s&o, respectivamente,

1
, px)=a+bx+cxt+dx’ e A={a bJ
c d

QA o o9

Quaisquer célculos nesses espagos vetoriais, envolvendo as operagdes de adi¢do e de multiplicagéo por es-
calar, s8o os mesmos nas trés situagdes citadas. Para evidenciar as similaridades, no préximo exemplo fare-
mMOS 0S passos necessarios nos trés espagos vetoriais, lado a lado.!

1 Nas palavras do Zé Colmeia: “E déja v de novo”.




EXEMPLO I3 (a) Mostre que o conjunto W de todos os vetores da forma

¢ um subespago de R*.
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3

(b) Mostre que o conjunto W de todos os polindémios da forma a + bx — bx? + ax? é um subespaco de P3.

(c) Prove que o conjunto W formado por todas as matrizes da forma { ab b} € um subespaco de M»,.
- a

SOLUCAO:

a) W € ndo vazio, pois contém o
vetor nulo 0. (Tome a = b = 0.)
Sejam v e w elementos de W —
digamos,

a ¢
v = b e w= d
-b —d
a ¢
Entéo:
T a+c
b = b+d
v —b-d
L a+tc¢
a+c
_ b+d
—(b + d)
L a+c¢

e, portanto, v + w também é um
elemento de W (porque € des-
crito da mesma forma).

De maneira similar, se k é um
escalar, entdo

ka

kb
~kb

ka

kv =

portanto, kv é um elemento de W.

Conseqlientemente, W é um
- subconjunto nio vazio de R?
fechado sob adigio e sob multi-
plicacio por escalar. Portanto,
pelo Teorema 2, W é um subes-
paco de R*.

(b) W € nao vazio, pois contém o
polindmio identicamente nulo.
(Tome a = b = 0.) Sejam p(x) e
g(x) elementos de W — digamos,

p(x) = a+ bx — bx* + ax®

e
g(x) =c+dx — dx* + cx’
Entéo:
p(x) + g(x) =(a+¢)
+ (b + d)x
- (b + d)x?
+ (a + c)x°

e, portanto, p(x) + g(x) também é um
elemento de W (porque é des-
crito da mesma forma).

De maneira similar, se k¥ é um
escalar, entio

kp(x) = ka + kbx — kbx* + kax®

portanto, kp(x) € um elemento de W

Conseqtientemente, W é um
subconjunto nio vazio de P;,
fechado sob adicio e sob multi-
plicacdo por escalar. Portanto,
pelo Teorema 2, W é um subes-
pago de Ps.

(c) W é ndo vazio, pois contém a
matriz nula O. (Tome a = b = 0.)
Sejam A e B elementos de W —
digamos,

a b
A"[—b a}
c d
© B"[—d c}
Entéo:
a-+c b+d
A+B=
[~(b+a’) a+c}

e, portanto, A + B também € um
elemento de W (porque ¢ des-
crito da mesma forma).

De maneira similar, se k € um
escalar, entao

ka kb}
—kb ka

ea=|

portanto, kA € um elemento de W,

Conseqiientemente, W é um
subconjunto ndo vazio de M,,,
fechado sob adi¢fio e sob multi-
plicagdo por escalar. Portanto,
pelo Teorema 2, W é um subes-
pago de M.
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O Exemplo 13 mostra que, freqiientemente, é possivel relacionar exemplos que, observados superficial-
mente, pareceimn ndo ter nada em comum. Em conseqiiéncia, podemos aplicar nosso conhecimento sobre o
R a éolinc‘)mios, matrizes e outros exemplos. Encontraremos essa idéia varias vezes neste capitulo, e vamos

formalizé-la na Secdo 6.6.
EXEMPLO 14 Se V é um espago vetorial, entéo V é claramente um subespago de si mesmo. O conjunto {0},

formado apenas pelo vetor nulo, é também um subespago de V chamado subespago nulo. Para provar isso,
simplesmente observamos que as condi¢des de fechamento do Teorema 2 estdo satisfeitas: :

0+0=0 e c0=0 paraqualquer escalarc

Os subespacos {0} e V sdo chamados subespacos triviais de V.

Um exame da demonstracdo do Teorema 2 revela o seguinte fato, muito ttil:

Se Wéum subespaco de um espagd vetorial V, entdo W contém o vetor nulo 0 de V..

Esse fato é consistente com — ¢ andlogo a — o fato de que linhas e planos sdo subespagos de R® se, e so-
mente se, eles contém a origem. A condi¢do de que todo subespago deve conter 0 € ttil algumas vezes para
provar que um conjunto ndo é um subespaco.

EXEMPLO 15 Seja W o conjunto de todas as matrizes 2X2 da forma
- {a a+ 1}
0 b

SOLUCAO: Cada matriz em W tem por propriedade que seu elemento (1, 2) seja igual a seu elemento (1, 1)
somado com um. Como a matriz nula
0 0
O"R J .

néo tem essa propriedade, ela ndo pertence a W. Dessa forma, W ndo € um subespago de M»;.

W é um subespago de My;?

Sl e

EXEMPLO 16 Seja W o conjunto de todas as matrizes 2X2 com determinante 0. W é um subespago de M;?
(Como det O = 0, a matriz nula pertence a W; consegiientemente, o método do Exemplo 15 né@o nos serve.)

1 0 0 0
A = =
{0 0} © B [0 J
Entdo, det A = det B =0, e, como conseqiiéncia, A e B sdo elementos de W. Mas

10
A+ B=
o 1)

SOLUGCAO: Sejam

assim, det(4 + B) =1 # 0, e, portanto, A + B ndo pertence a W. Por causa disso, W néo € fechado sob adi¢do
e, conseqiientemente, ndo é um subespago de Mp). .

N.T.: Como um espago vetorial.-
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Conjuntos Geradores

A nogéo de conjunto de vetores geradores se transpde facilmente de R" a espagos vetoriais em geral.

Definicdo Se S = {vy, v, ...,v} é um conjunto de vetores em um espaco vetorial V, entdo o con-
junto de todas as combinacoes lineares de vy, ¥y, . . ., V¢ € chamado de conjunto gerado por v;,
V2, ...,V €€ denotado por ger(vy, v», ..., v;) ou ger(S) Se V = ger(S), entdo S € chamado de
conJunto de geradores de V, e diz-se que V é gerado por S

EXEMPLO 17 Prove que os polindmios 1, x e x? geram P,.
{ SOLUGAQ: Por sua proprla defini¢do, um polindmio p(x)= a + bx + cx? é uma combinacio linear de 1, x e x2
Portanto, P, = ger(l, x, x%).
O Exempld 17 pode ser facilmente generalizado para provar que P, = ger(1, x, X2, ..., x"). No entanto,
néo € possivel que um conjunto finito de polindmios possa gerar P, o espaco vetorial de todos os polindmios.
(Veja o Exercicio 44, na Secdo 6.3.) Mas, se permitirmos que o conjunto gerador seja infinito, entdo é claro
que fodas as poténcias nfo negativas de x serdo suficientes. Isto &, P = ger(l, x, x%,...).

EXEMPLO 18 Prove que M23 = ger(Eu, Elz, E13, E21, E22, E23), onde

1 0 0 010 0 01

<4 E“_[o 0 0} E”"[o 0 0} E”“{o 0 o}
00 0 0 0 0 000

EZI"L 0 o} Ezz_[o 1 OJ EZ*_{O 0 1}

(Ou seja, E;; € a matriz com um 1 na linha i, coluna j, e zeros nas outras posigdes.)
SOLUCAQ: S6 precisamos observar que

an 4 4
[ =anEy + apEp + apE + a3 By + anEy + oanEy
ay Gy Oy :
Estendendo este exemplo, vemos que, em geral, M,,, € gerado por mn matrizes Ej;, ondei=1,...,m
ej=1,...,n

EXEMPLO 19 Em %,, determine se r(x) = 1 — 4x + 6x? pertence ao ger (p (x), g(x)), onde
g q

px)=1—-x+x> ¢ qx)=2+x—3x

SOLUGAQ: Estamos procurando por escalares ¢ e d tais que cp(x) + dg(x) = r(x). Isso significa que

{ cl=x+x)+d2+x—3x")=1-4x + 6x7

Reordenando de acordo com as poténcias de x, temos

(c +2d) + (—c+ d)x + (¢ — 3d)x* = 1 — 4x + 6x*
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Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, obtemos

c+2d= 1
—c+ d=—4
c—3d= 6

que ¢é facilmente resolvido, e assim ¢ = 3 e d = -1. Portanto, r(x) = 3p(x) - gq(x), e, conseqiiente-
==>  mente, 7(x) pertence ao ger (p (x), q(x)). (Verifique.)

EXEMPLO 20 Em &, determine se sen 2x pertence ao ger(sen x, cos x).

SOLUGAOQ: Fazemos ¢ sen x + d cos x = sen 2x e tentamos determinar c e d de forma a tornar a equago ver-
dadeira. Como s8o fung¢des, a equacdo deve ser satisfeita para todos os valores de x. Tomando x = 0, temos

csen0+ dcos0 =sen0 ouseja ¢(0) +d(1)=0
a partir do que sabemos que d = 0. Tomando x = 1/2, obtemos

csen(mw/2) + dcos(w/2) = sen(w) ouseja c(1) +d0) =0

que nos da ¢ = 0. Mas isso implica que sen 2x = O(sen x) + 0(cos x) = 0 para todo x, o que € absurdo, pois sen 2x
nfo € a funcédo identicamente nula. Concluimos que sen 2x néo pertence ao ger(sen x, cos x).

Observacgo: o+ E verdade que sen 2x pode ser escrito em termos de sen x e cos x. Por exemplo, temos a f6r-
mula do angulo duplo sen 2x = 2 sen x cos x. Entretanto, essa nio é uma combinacio linear.

EXEMPLO 21 Descreva o conjunto gerado em My, por A = E (1)} B= [(1) ﬂ eC = {(1) (ﬂ

SOLUCAO: Toda combinagéo linear de A, B e C é da forma

i o el 347 o]

{c%—d c+e}
c+e d

cA+ dB + eC

Il

Essa matriz € simétrica, por isso ger(A, B, C) esté contido no subespago das matrizes simétricas 2X2. De fato,
temos uma igualdade — isto &, toda matriz simétrica 2X2 pertence ao ger(4, B, C). Para provarmos isso,

consideremos [x Y } uma matriz simétrica 2X2. Fazendo
y oz
{x y}_{c—l—d c+e}
y z c+e d

e resolvendo para c e d, encontramos c=x -z, d =z e e = —x + y +z. Portanto,

b Hmemoli oy remeoeaf) ]

> (Verifique.) Segue que ger(4, B, C) é o subespaco das matrizes simétricas 2X2.

e
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Como acontecia em R”, o conjunto gerado por um conjunto de vetores é sempre um subespaco do es-
pago vetorial que os contém. O teorema a seguir formaliza esse resultado. Ele generaliza o Teorema 1 da

Secdo 3.5.

TEOREMA 3

Sejam vy, V2, ..., Vi vetores de um espaco vetorial V.

a. get(vy, Vo, . .., Vi) € um subespaco de V.
b. ger(vy, Vo, . . ., ¥) € 0 menor subespaco de V que contém vy, vo, ..., Vi

4

DEMONS’TERAQAO: (a) A demonstracdo da propriedade (a) € idéntica a demonstragdo do Teorema 1 da Secdo
3.5, com V no lugar de R".

(b) Para provar a propriedade (b), precisamos mostrar que qualquer subespago de V que contenha vy, v, .. .,
v, também contém ger(vy, vy, ..., Vi) Assim, seja W um subespaco de V que contém vy, vo, ..., vi.-Entéo,
uma vez que W € fechado para a adi¢fio e para a multiplicacdo por escalar, ele contém todas as combinagdes
lineares ¢;vy + vy + ... + v de vy, v, . . ., Vi Portanto, ger(vy, va, .. ., V) estd contido em W. €

€ EXERCICI0S 6.2

Nos Exercicios de 1 a 11, determine se o conjunto dado -6, R%, com a operacio usual de multiplicagdo por escalar,
com as operacdes especificadas de adicdo e de multipli- mas com a adicdo de matrizes definida por
cagdo por escalar é um espaco vetorial. Caso ndo seja, faga

uma relacdo de todos os axiomas ndo satisfeitos. {xl} + [xz} = {x‘ Tt 1}
Y1 ¥2 vty +1

. x
1. O conjunto de todos os vetores em R* da forma [ },
X
~.7. O conjunto de todos os nimeros reais positivos, com a
com as operagles usuais de adiciio de vetores e de multi- adicio @ definida por x @ y = xy, e a multiplicagdo por

plicagdo por escalar. escalar O definida por ¢ © x = x.

2. O conjunto de todos os vetores { } deR2comx=0,y=0 8. O conjunto de todos os nimeros racionais, comas ope-
Y ‘ ragdes usuais de adigdo e multiplicacdo.
(isto é, o primeiro quadrante), com as operagOes usuais de

- o 9. O conjunto de todas as matrizes 2X2, triangulares su-
adi¢do de vetores e de multiplicacdio por escalar.

periores, com as operagdes usuais de adi¢do de matrizes e
. X PR T ~

3. O conjunto de todos os vetores [ } de R? com xy = (0 de multiplicacio por escalar.

y .

i - ] 10. O conjunto de todas as matrizes 2X2 da forma

(isto é, a unifio do primeiro e do terceiro quadrantes), com

as operacOes usuais de adigdo de vetores e de multipli- [a b}’ onde ad = 0, com as operagdes usuais de adicdo

cacdo por escalar. d

; X de matrizes e de multiplicacdo por escalar.
4. O conjunto de todos os vetores [ J de R com x = ¥, plicagao p
y

11. O conjunto das matrizes # X7 anti-simétricas, com as

com as operagdes usuais de adi¢dio de vetores e de multi- operacdes usuais de adi¢do de matrizes e de multiplicagdo
plicagdo por escalar. por escalar (veja os Exercicios 3.3).
5. R?, com a operagdo usual de adigdo, mas com a multi- 12, Termine de verificar que %, é um espaco vetorial (veja
plicacdo por escalar definida por o Exemplo 3).
{x} - {cx} 13, Termine de verificar que & € um espaco vetorial (veja
y y o Exemplo 4).
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Nos Exercicios de 14 a 17, determine se o conjunto dado
com as operagdes especificadas de adiciio e de
multiplicagiio por escalar é um espago vetorial com-
plexo. Caso ndo seja, faga uma relagdo de todos os axio-

mas ndo satisfertos.
i 2 Z
14. O conjunto de todos os vetores de C~ da forma | _|,
z

com as operacdes usuais de adi¢do ¢ de multiplicagdo por

escalar. >

15, O conjunto M,,,(C) de todas as matrizes complexas
mXn, com as operagdes usuais de adi¢io de matrizes e de
multiplicagdo por escalar.

16. O conjunto C?, com a adigdo de vetores usual, mas
com a multiplicacio por escalar definida por

2]

17. R", com as operagdes usuais de adicdo de vetores e de
multiplicagdo por escalar.

Nos Exercicios de 18 a 21, determine se o conjunto dado
com as operagBes especificadas de adi¢do e de multipli-
cacdo por escalar é um espago vetorial sobre o Z,, indi-
cado. Caso ndo seja, faca uma relagdo de todos os axiomas

ndo satisfeitos.

. n 7~
18. O conjunto de todos os vetores em £2 com um ntime-
1o par de elementos iguais a 1, sobre Z,, com as operagdes
usuais de adicio de vetores e de multiplicagfo por escalar.

19. O conjunto de todos os vetores em 75 com um ni-
mero fmpar de elementos iguais a 1, sobre Z;, com as
operagdes usuais de adicio de vetores e de multiplicagdo
por escalar.

20. O conjunto M,,,(Z,) de todas as matrizes mXn com
sobre Z,, com as operagdes usuais de’

clementos de Z,,,
adiclio de matrizes e de multiplica¢@o por escalar.

21. 7 sobre Z5, com as operagdes usuais de adi¢do e mul-
tiplicacdo. (Pense cuidadosamente!)

22. Demonstre o Teorema 1(a).

23. Demonstre o Teorema 1(c).

Nos Exercicios de 24 a 45, use o Teorema 2 para determi-
nar se W é um subespaco de V.

a
24,V =RW = 0
La
" a
2. V=R W= -a
| 2a
I a
26. V=RW= b
La+b+1
" a
27. V=RW = b
L]al

a b
S )

29V = My, W :.H“ b}:adec}
c d

{30,V = M,,, W={AemM,, det A =1}

3. V=M,,, W é o conjunto de todas as matrizes diago-
nais nXn

32. V=M,, W é o conjunto de todas as matrizes idem-
potentes nXn

33. V=M,, W={4A em M,, : AB = BA}, onde B ¢ uma
matriz dada’(fixa)

34. V=P, W = {bx + cx’}
B.V=P,W={a+bx+cx*:a+b+c=0}

36 V =0, W ={a+ bx+ cx’:abc = 0}

37. V = &%, W € o conjunto de todos os polindmios de grau 3

B.V=FW={fem F:f(—x) = f(x)}

V.V=FW={fem F: f(-x) = —f(x)}

4.V =9 W= {fem &F:f(0) =1}

4.V =F,W ={fem F: f(0) = 0}

42. vV = & W & o conjunto de todas as fungdes integrdveis

E

B3B.V=3,W={femP:f'(x) =0 paratodo x}

~




44,V = F, W = €%, o conjunto de todas as fungbes com
derivada segunda continua

s

45.V=@,W={fem%:}\_i_r)nﬂf(x)zoo}
S
S

Dengte por Mag , o conjunto de todos os quadrados mdgi-
cos nXn, e por Mag', o conjunto de todos os quadrados
mdgicos nXn de peso zero. (Veja as defini¢bes na Se¢do 6.1.)

46. Prove que Mags é um subespago de M.
47, Prove que Mag$ é um subespaco de M3,

48. Seja V um espago vetorial com subespacos U e W.
Prove que U M W € um subespago de V.

49. Seja V um espaco vetorial com subespacos U e W. Dé
um exemplo com V = R? para mostrar que U U W néo é
necessariamente um subespaco de V

50. Seja V um espaco vetorial com subespacos U e W. Defina
a soma de U e W como

U+ W = {u + w:upertence a U, w pertence a W}

(2)Se V=R3 Uéoeixoxe Wéoeixoy,oque é U+ W?
(b) Se U e W sdo subespacos de um espago vetorial V,
prove que U + W é um subespaco de V/
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Nos Exercicios 51 e 52, sejom A = ( ! 1} e B = F - IJ
-1 1 ol

Determine se C pertence ao ger(A, B).

12 3 -5
51. C = 52. C = )
{3 4} ¢ [s -1 }
Nos Exercicios 53 ¢ 54, sejam p(x)=1-2x, g(x)=x-x? ¢ r(x) =

-2 + 3x + x°. Determine se s(x) pertence ao ger(p(x), q(x),
Fx)-
53, s(x) =3 — 5x — x° 54, s(x) =1+ x + 2

Nos Exercicios de 55 a 58, f(x) = sen’x e g(x) = cosx.
Determine se h(x) pertence ao ger(f(x), g(x)).

55, h(x)=1 56. h{x)= cos2x

57. h(x)= sen 2x 58. h(x)=senx

1 1170 17071t 0770 -1
'vy"’ N 9
59'M‘~e§’erad°{o 1“1 oHl 1“1 o}

60. Mos & verad OF 0} {1 1} [1 1} F) -1],
PMnCReradO ROt Iy gl o 1 1)1 o)

61. %, é gerado por 1 +x, x +x2, 1 +x%?
62. P, é gerado por 1+ x + 2x% 2 + X + 2x%, -1 + x + 2x%?

63. Prove que, em qualquer espago vetorial, existe um tnico
vetor nulo.

64. Prove que, para cada vetor v de um espaco vetorial V,
. P ’ ’
existe um dnicov em V talque v+v =0.

6.3 Dependéncia Linear, Base e Dimensio

Dependéncia Linear

Definicio Um conjunto de vetores {vy, ¥2; ..
pendente se existem escalares ¢y, ¢, ..

Ci¥y + vt

-esta secdo, estendemos as nogdes de dependéncia linear, base e dimensdo aos espagos veloriais gene-
ralizados, ampliando os resultados das Se¢des 2.4 e 3.5. Na maioria dos casos, as demonstra¢oes dos
teoremas se repetem; simplesmente trocamos R” pelo espacgo vetorial V/

’

., Vi) em um espaco vetorial V € linearmente de-
¢ ndo todos nulos, tals que

"'+01ch:

Um conjunto de vetores ndo linearmente dependente é chamado de linearmente independente.
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Assim como em R, {vy, ¥2, ..., vi} € linearmente independente no espago vetorial V se, e somente se,
e+ Ve + ot oy, =0 implicaque ¢, =0,¢,=0,...,¢,=0

Temos, ainda, a seguinte formulagdo alternativa e ttil de dependéncia linear:

TEOREMA |

Um conjunto de vetores, {vy, v», ..., v;} é linearmente dependente, em um espaco vetorial V, se, e
] P W1 V2, 0 Vi : ) :
somente se, pelo menos um dos vetores pode ser expresso como uma combinagao linear dos demais.

DEMONSTRACAO: A demonstracio é idéntica & do Teorema 2 da Secdo 2.4. &

Como um caso especial do Teorema 1, temos que um conjunto de dois vetores € linearmente depen-
dente se, e somente se, um vetor é multiplo escalar do outro.

EXEMPLO | Em %5, o conjunto {1 + x + x2, 1 —x + 3x% 1 + 3x — x’} é linearmente dependente, uma vez que

20+ x+ ) —(1—x+3x°)=1+3x—x*
EXEMPLO 2 Em My, considere

a=lo 1) o=l b e
Entdo, A + B = C, e, portanto, o conjunto {4, B, C} ¢ linearmente dependente.
EXEMPLO 3 Em %, o conjunto {sen’x, cos’x, cos 2x} é linearmente dependente, uma vez que

cos 2x = cos’x — sen’x
EXEMPLO 4 Prove que o conjunto {1, x, x*, ..., x"} é linearmente independente em %,,.
SOLU(;AO I: Suponha que ¢y, ¢1, ..., ¢, sejam escalares tais que
cqprlteox+eox?+ - +ex=0

Entio, o polindmio p(x) = ¢y + ¢1x + c3x*+ ... + c,x" vale zero para todos os valores de x. Mas um polindmio

de grau no méximo n nfo pode ter mais que n zeros (veja o Apéndice D). Dessa forma, p(x) deve ser o
polinémio identicamente nulo, o que significa que ¢y = ¢; = ¢ = ... = ¢, = 0. Portanto, {1, x, x%, ..., x"} é li-
nearmente independente.

fé‘}\ SOLUCAO 2: Comecamos, como na primeira solugéo, assumindo que :

p(x) =¢y tox + szz + o C,,X" =0
Como isso vale para todo x, podemos substituir x = 0 para obter ¢y = 0. Ficamos com
ex + et + 4 g x" = 0

Derivando, obtemos

¢+ 2C2X + 3C3x2 doeee n{c,,x”‘l =0

P
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e, calculando em x = 0, vemos que ¢| = 0. Diferenciando 2¢yx + 3c3x? + ... +nex™t =0 e calculando em x =0,
encontramos 2¢; = 0, portanto, ¢; = 0. Continuando dessa forma, vemos que klcy = 0 para k = 0, ... p.
Portanto,cp=ci=cy=... =¢,=0,e {1, x, X2, , x""} € linearmente independente.

EXEMPLO 5 Em %,, determine se o conjunto {1 + x, x + x%, 1 + x’} ¢ linearmente independente.

SOLUCAO: Suponha que ¢y, ¢ € ¢3 sejam escalares tais que
v al+x)+o(x+ ) +a(l+x)=0
Entao
(i +¢3) + (¢, + ¢)x + (¢, + i)t =

Isso implica que

cuja solugfio € ¢; = ¢3 = ¢3 = 0. Portanto, {1 + x, x + x, 1 + x°} é linearmente independente.

Observacdo: + Compare o Exemplo 5 acima com o Exemplo 6(b) da Secdo 2.4. O sistema de equacgdes
que aparece € exatamente o mesmo. Isso acontece por causa da correspondéncia entre
P, e R?, que relaciona

1 0 1
1+xe (1], x+xX2 |1, 1+x2<]0
0 1 1

e produz as colunas da matriz de coeficientes do sistema linear que temos que resolver. Dessa forma, provar
que {1 + x, x + x?, 1 + x?} é linearmente independente equivale a provar que

0 1
111,
0] L1 1

¢ linearmente independente. Mas isso € imediato, uma vez que a matriz

tem posto 3, pelo Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis.
EXEMPLO 6 Em %, determine se o conjunto {sen x, cos x} é linearmente independente.

SOLUCAO: As fungdes f(x) = sen x e g(x) = cos x sdo linearmente dependentes se, e somente se, uma delas €
um multiplo escalar da outra. No entanto, a partir de seus graficos, fica claro que esse ndo ¢ o caso, pois, por
exemplo, qualquer miltiplo ndo nulo de f(x) = sen x tem os mesmos zeros, nenhum dos quais € um zero de
g(x) = cos x.

—

:




404 CAPITULO 6 Espacos Vetoriais

Essa maneira de pensar nem sempre © aproprlada. A seguir, explicaremos um método direto, mais com-
putacional. Suponha que ¢ e d sejam escalares tais que
csenx +dcosx =0
Para x = 0, obtemos d = 0, e, calculando em x = /2, obtemos ¢ = 0. Portanto, o conjunto {sen x, cos x} é
linearmente independente.

Apesar das defini¢bes de dependéncia e independéncia linear terem sido feitas para conjuntos finitos de
vetores, podemos estender esses conceitos para conjuntos infinitos: ‘

G

Um conjunto S de vetores de um espaco vetorial V € linearmente dependente se contém um
nimero finito de vetores linearmente dependentes. Um conjunto de vetores que no & linear-
mente dependente € chamado de linearmente independente.

Observe que, para um conjunto finito de vetores, essa € apenas a definicdo original. A seguir, {emos um exems-
plo de um conjunto infinito de vetores linearmente independentes.

EXEMPLO7 Proveque S={1,x, x%...}élinearmente independente em %.

SOLUCAO: Suponha que existe um subconjunto finito T de S, linearmente dependente. Seja x™ a maior
poténcia de x em 7, e x", a menor. Entdo, existem escalares ¢y, ¢, 41, . . . , Cp, 180 todos nulos, tais que
C”.‘C” + C/z~%-lx”+l + 4o XM= '

n

No entanto, por um argumento semelhante ao usado no Exemplo 4, isso implicaque ¢, = ¢, 1= ... =¢, =0,
0 que ¢ uma contradiciio. Assim, S ndo pode conter um ndmero finito de vetores linearmente dependentes,
por isso € linearmente independente. -

Bases

Agora, podemos estender facilmente o conceito, tdo importante, de uma base para espagos vetoriais arbitrarios.

.

Defini¢iio Um subconjunto B de um espaco vetorial V é uma base de V se

1.BgeraV
2. B ¢ linearmente independente.

EXEMPLO 8 Se e; ¢ a i-ésima coluna da matriz-identidade nXn, entdo {e1, e, ..., e,} é uma base para R”,
conhecida como base candnica de R". .

EXEMPLO9 {l1,x,x% ... , X'} € uma base para ?,,, conhecida como base canénica de P,.
EXEMPLO 10 O conjunto € ={Ey,....E\,Ey,...,Es, ... Epp...., E,,} € uma base para M,,,, onde as
matrizes E;; sdo as definidas no Exemplo 18 da Secfo 6.2. £ é conhecida como base candnica de M

==2>  J4 vimos que &£ gera M,,,,. E facil provar que £ € linearmente independente. (Verifique!) Assim,
& € uma base para M,,,,.

EXEMPLO Il Prove que B={1+x, x +x% 1 +x%} é uma base para P,.

SOLUCAO: No Exemplo 5, provamos que 3 € linearmente independente. Para provar que B gera P,, sejaa +
bx + cx* um polinémio arbitrario em %,. Devemos mostrar que existem escalares ¢y, ¢, e c3 tais que

a(l+x) +x +x%) + (1 + x2) =a + bx + cx?

P
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ou, equivalentemente,
(c; + ¢3) + (¢ + ¢)x + (¢ + c3)x = a + bx + cx?

Igualando os coeficientes de acordo com as poténcias de x, obtemos o sistema linear

¢y + c3; = d
¢+ ¢ =b
G Feg=cC

1 01 '
o qual tem uma solugdo, pois a matriz de coeficientes | 1 1 0| tem posto 3 e, por isso, ¢ invertivel. (Nao
011

precisamos saber qual é a solucdo; s6 precisamos saber que ela existe.) Portanto, B € uma base para %,.

1 01
Observagio: e Observe que a matriz |1 1 0| é a chave para o Exemplo 11. Podemos obté-la ime-

011
diatamente usando a correspondéncia entre %, e R?, como indicado na observago que aparece

ap6s o Exemplo 5.
EXEMPLO 12 Prove que B={l,x,x? ...} ¢é uma base para P.

SOLUQAO No Exemplo 7, vimos que B é linearmente independente. Ele também gera %, pois todo po-
lindmio €, claramente, uma combinagéo linear (de um ndmero finito) de poténcias de x.

EXEMPLO I3 Encontre bases para os trés espagos vetoriais do Exemplo 13 da Se¢do 6.2:

(a) W, = | —bb (b) W, = {a + bx — bx* + ax’} () W5 = {{_ab ﬂ}
a

SOLUCAO: Mais uma vez, vamos trabalhar os trés exemplos lado a lado para destacar as similaridades entre
eles. Em certo sentido, eles sdo todos o mesmo exemplo, mas devemos trabalhar até a Secdo 6.6 para tornar
essa idéia precisa.

a) Como \ (b) Como ‘ (¢c) Como

a 1 0 a+ bx — bx* + ax’ {a b}_[{l O] b[ 0 ‘l}
bl _ 104, T =a(l + ) + b(x — £) ~b a 01 -1 0
-b 0 -1 :
a 1 0
temos que Wy = ger(u, v), onde temos que W, = ger(u(x) v(x)), onde temos que W3 = ger(U, V), ofide
1 ) ux) =1+ x° F O} [ 0 1}
= V=
0 1 U=lo 1] °© -1 0
LR T I A B e v(x) = x — x*
1 . 0
Tendo em vista que, clara- Tendo em vista que, claramen- Tendo em vista que, clara-
mente, o conjunto {u, v} é linear-  te, o conjunto {u(x), v(x)} € linear- ~ mente, o conjunto {U, V} é li-
mente independente, ele também é ~ mente independente, ele também  nearmente independente, ele tam-
uma base para Wi. ¢ uma base para W». bém € uma base para Ws.<
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Coordenadas

A Secdo 3.5 introduziu a idéia de coordenadas de um vetor com respeito a uma base para subespacos de
R". Agora, vamos estender esse conceito para espacos vetoriais arbitrarios.

TEOREMA 2

Seja V um espaco vetorial, e seja B uma base para V. Para todo vetor v de V, existe uma tinica
maneira de escrever v como uma combinacio linear de vetores da base 5.

DEMONSTRACAO: A demonstracdo é a mesma do Teorema 11 da Secéo 3.5. Ela funciona mesmo que a
base B seja infinita, pois combinagdes lineares sdo, por definicdo, finitas. @

A reciproca do Teorema 2 também é verdadeira — isto é, se B é um conjunto de vetores em um espago
vetorial V com a propriedade de todo vetor de V poder ser escrito de forma tnica como uma combinagio
linear de vetores de B, entdo B é uma base para V (veja o Exercicio 30). Nesse sentido, a propriedade de
representacdo tinica caracteriza uma base.

Como a representagio de um vetor com respeito a uma base € tinica, a defini¢do a seguir faz sentido.

Definicio Seja B ={v{, v5,..., v,} uma base para o espaco vetorial V. Seja v um vetorem V, e
CSCIevVa v = C1Vy + Vo + - -« +¢,v,,. Entéo, ¢1, ¢, . . ., ¢, 540 as coordenadas de v relativas ¢ base
B, e o vetor coluna
C
&
Vls=| .

& overor de coordenadas de v relativo ¢ base 1.

Observe que, se a base B de V tem 7 vetores, entdo [v]z é um vetor (coluna) de R".

EXEMPLO 14 Encontre o vetor de coordenadas [p(x)]z de p(x) = 2 - 3x + 5x2, relativo & base canénica
B={1,x,x* de P,.

SOLUGAO: O polinémio p(x) ja é uma combinacio linear de 1, x e x?, por isso

Essa € a correspondéncia entre &, e R’ sobre a qual fizemos uma observagdo apds o Exemplo 5, e pode
ser generalizada facilmente para provar que o vetor de coordenadas de um polindémio

pl)=ag+aix + apx* + -+ + ax" de P,

~

relativo & base candnica B = {1, x, x?, ..., x"} é apenas o vetor




6.3 Dependéncia Linear, Base e Dimensao 407

()]s =|a | de R

Observacio: ¢ A ordem na qual os vetores da base aparecem em B afeta a ordem dos elementos de um
vetor de coordenadas. Por exemplo, no Exemplo 14, assuma que os vetores da base
candnica estejam ordenados como B’ = {x?, x, 1}. Entdo, o vetor das coordenadas de
p(x) =2 —3x + 5x2, relativo a BB, &

[p()]s = | -3

EXEMPLO 15 Encontre o vetor de coordenadas [A]z de 4 = [2 _1}, relativo a base canonica B = {Eq;,
4 3
E1p, Epy, Exp} de M.

SOLUCAO: Como
2 -1 1 0 0 1 0 0 0 0
A‘L 3}_2{0 0]_{0 0%4{1 o}”[o 0}

= 2E” - Elz + 4E21 + 3E22

temos " [A]; =

Essa € a correspondéncia entre M, e R, sobre a qual fizemos uma observacio antes da introdugio ao
Exemplo 13 da Secédo 6.2. Ela também pode ser generalizada facilmente para obtermos uma correspondén-
cia entre M,,,, e R™", '

EXEMPLO 16 Encontre o vetor de coordenadas [p(x)]s de p(x) = 1 + 2x — x2, relativo 4 base C = {1 +x,x + x2,
1+ Xz} de @)2.

SOLUCAO: Precisamos encontrar ¢y, ¢, € ¢ tais que
al+x)+ cax +x3)+ el +x9) = 1+2x — x?
ou, equivalentemente,
(cr+e)+(ci+e)x+(cr+ep?= 1+2x — x2
Assim como no Exemplo 11, isso significa que precisamos resolver o sistema
¢ + c;= 1

Cy +C2 = 2
~1

C2+C3
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cuja solugio é ¢; = 2, ¢z = 0, c3 =—1. Portanto,

[p(x)]e =
-1

=3> [Uma vez que esse resultado diz que p(x) = 2(1 + x) - (1 + x?), é fécil verificar que isso est correto.]

O préximo teorema prova que formar vetores de coordenadas é um processo compativel com as opera-
¢oes de adicdo e de multiplicacdo por escalar do espago vetorial.

€ TEOREMA 3
Seja B = {vy, 3, ..., V,;} uma base para um espaco vetorial ¥ Sejam v e w vetores de V e ¢, um
escalar. Entio;

a.[v+wlp =[vlg +[wlp
b. [CV}B = C[V]B

DEMONSTRACAO: Comegamos escrevendo v e w em termos dos vetores da base — digamos, como
V=V + OVt + e ¥, & W=divi+dovo+ - -0 +dyy,

Entéo, usando propriedades de espaco vetorial, temos

V+w= (Cl + dl)V] + (Cg + dz)Vz + oo + (Cn + dn)vn
e cv =(ccy)vy + (cep)va + « - - +(cc)Vy
Assim,
¢ + d, ¢ ] d,
¢+ d c d
[u + v]B = 2 R 2= ;2 + ‘2 - [u]B + [v]b
Cll + dll CII— dll ’ %)
cc, (e,
cC C
e [culs=| * | =c| 7| = cluls , %
CCII —-CII

Um corolério imediato do Teorema 3 afirma que vetores de coordenadas preservam combinaces lineares:

[ey + o + ?k“k}s =qluy]s + "*“kC/c[ll‘k]zys (1)

S

No Exercicio 31, serd pedido que vocé prove esse corolério.

O aspecto mais ttil dos vetores de coordenadas é que eles nos permitem transferir informacdes de um
espaco vetorial em geral para R”, onde temos as ferramentas dos Capitulos 1 a 3 & nossa disposicdo.
Exploraremos essa idéia com algum detalhe nas Secdes 6.4 € 6.7. Por enquanto temos o teorema a seguir, que
€ de grande utilidade.
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& TEOREMA 4
Seja B = {vy, V2, ..., V,} uma base para o espaco vetorial V, e sejam uy, .. ., u vetores de V.
Entdo, {uy, ..., uy} é lincarmente independente em V se, e somente se, {[ui]g, ..., [uc]g} & li-

nearmente independente em R”.

DEMONSTRACAO: Assuma que {uy, .. ., u;} seja linearmente independente em Ve
cifu)p + -+ +ci{urlp =0
ésteja em R Entdo, temos
[crug + - + cpug)p =0
usando a equagio (1). Portanto, as coordenadas do vetor cjmy + - -+ + ci, relativas a B, sdo todas nulas — isto &,
crug+ - -+ +cug=0vi+0vy+ -+ +0v,=0
A independéncia linear de {uy, . .., w} implica que ¢; = ¢ = - -+ = ¢, =0, porisso {[w; ], . . ., [ux ]} € linear-

mente independente.
A implicagéo reciproca, que se utiliza de idéias similares, é deixada para o Exercicio 32. ¢

Observe que, no caso especial onde u; = v;, temos
v,i=0evi+...+1ev;+... +0-v,

portanto, [v;]g =ese{[vilp,....[v.]s} ={e1, ..., e,} é a base candnica de R".

Dimensdao

A defini¢do de dimens&o de um espago vetorial € a mesma usada para um subespago de R” — o nimero
de vetores em uma base do espago. Como um espago vetorial pode ter mais de uma base, precisamos provar
que essa defini¢io faz sentido — isto é, precisamos estabelecer que bases diferentes de um mesmo espago ve-

torial contém o mesmo nimero de vetores.
O item (a) do préximo teorema generaliza o Teorema 5 da Se¢@o 2.4.

€ TEOREMA 5
Seja B = {vy, v, ..., v} uma base para um espaco vetorial V.

a. Qualquer conjunto de V. com mais de 7 vetores é linearmente dependente.
b. Qualquer conjunto de V com menos de n vetores ndo pode gerar V.

DEMONSTRACAQ: (a) Seja {uy, . .. , u,,} um conjunto de vetores de V, com m > n. Entao, {{w]z, ..., [w,]s} €
um conjunto de R” com mais de n vetores, € por isso é linearmente dependente, pelo Teorema 5 da Secéo

2.4. Pelo Teorema 4, isso implica que {uy, . . ., u,,} também & linearmente dependente.
(b) Seja {uy, . . ., w,} um conjunto de vetores de V, com m < n. Entao, S={wlg ---» [umlg} € um conjunto
de R" com menos de n vetores. Porém, ger(uy, ..., U,,) = V se, e somente se, gex(S) = R" (veja o Exercicio 33).

Mas ger(S) é somente o espaco-coluna da matriz nXm
A=[w]s - [um]s]

portanto, dim(ger(S)) = dim(col(4)) = m < n. Disso segue que S ndo pode gerar R”, portanto, {uy, ..., u,,} ndo
gera V. &
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Agora, estenderemos o Teorema 5 da Secdo 3.5.

TEOREMA 6 O Teorema da Base

Se um espaco vetorial V tem uma base com n vetores, entfo toda base para V tem exatamente n
vetores.

A demonstracdo do Teorema 5 da Secdo 3.5 também funciona aqui, praticamente palavra por palavra. Entre-
tanto, é mais facil usar o Teorema 5.

DEMONSTRACAO: Seja B uma base para V com # vetores, e seja B' uma outra base para V com m vetores. Pelo
Teorema 5, m < n; caso contrario, B' seria linearmente dependente.

Usamos agora o Teorema 5 trocando os papéis de B e de B". Como B’ é uma base de V com m vetores, o
Teorema 5 implica que qualquer conjunto com mais de m vetores de V é linearmente dependente. Segue
que n =m, pois B € uma base e, portanto, é linearmente independente.

Como n=me m = n, devemos ter n = m, como afirmamos.

A defini¢do a seguir agora faz sentido, uma vez que o ndmero de vetores em uma base (finita) ndo de-
pende da escolha da base.

Definicdo Um espaco vetorial V é chamado de dimensdo finita se ele tem uma base que con-
tém um numero finito de vetores. A dimensdo de V, denotada por.dim V, € ¢ nimero de vetores
em uma base para V. A dimenséo do espaco vetorial nulo {0} é definida como zero. Um espaco
vetorial que ndo tem base finita é chamado de dimensdo infinita.

EXEMPLO |7 Uma vez que a base candnica de R” tem 7 vetores, dim R” = 1. No caso de R, um subespaco
unidimensional € apenas o gerado de um tnico vetor no nulo, e, dessa forma, é uma linha que passa pela
origem. Um subespago bidimensional € gerado por sua base de dois vetores linearmente independentes (isto
¢, ndo paralelos) e, portanto, é um plano através da origem. Pelo Teorema Fundamental, quaisquer trés ve-
tores linearmente independentes devem gerar o espago R3. Agora, os subespacos de R? estéo completamente
classificados de acordo com a dimens#o, como provado pela Tabela 1.

Tabela |
dim ¥ .
) 3 R3
2 Plano através de 0
1 Linha através de 0
0 {0}

EXEMPLO 18 A base candnica de @, contém n + 1 vetores (veja o Exemplo 9), portanto, dim ®,, = n + 1.

EXEMPLO 19 A base canonica de M,,, contém mn vetores (veja o Exemplo 10), portanto, dim M,,,, = mn.

EXEMPLO 20 % e # tém dimensdo infinita, uma vez que ambos contém o conjunto infinito {1, x, x2, ... 2
que € linearmente independente (veja o Exercicio 44).

a

‘
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EXEMPLO 21 Encontre a dimensio do espaco vetorial W formado pelas matrizes simétricas 2?2 (veja o
Exemplo 10 da Se¢do 6.2).

SOLUCAO: Uma matriz simétrica 2X2 é da forma

M EE AL REE N

portanto, W € gerado pelo conjunto

{03 S0 908 <)

Se § for linearmente independente, ele serd uma base para W. Calculando

a[1 O}er[o 1% 0 o}w[o o]
0 0 1 0] o 1 0 0

obtemos

[a b} _ {0 O}
b ¢] 100
do que € imediato que a = b = ¢ = 0. Segue que S, além de linearmente independente, é uma base paré W.
Concluimos que dim W = 3.

A dimensdo de um espago vetorial € seu “nimero mégico”. Conhecer a dimensdo de um espago ve-
torial V nos d4 muita informac&o sobre V e pode simplificar enormemente o trabalho necessdrio em certos
tipos de célculo, como ilustram os teoremas e exemplos a seguir.

€ TEOREMA 7
Seja V' um espaco vetorial com dim V = n. Entao:

a. Qualquer conjunto linearmente independente em V contém no maximo n vetores.

b. Qualquer conjunto gerador de V contém no mimimo # vetores.

¢. Qualquer conjunto linearmente independente em V, com exatamente n vetores, é uma base para V.
d. Qualquer conjunto gerador de V, com exatamente n vetores, é uma base para V.

e. Qualquer conjunto linearmente independente em V pode ser estendido para uma base para V.

f. Qualquer conjunto gerador de V pode ser reduzido a uma base para V.

DEMONSTRACAO: As demonstragdes das propriedades (a) e (b) seguem das partes (a) e (b) do Teorema 5,
respectivamente.

(c) Seja S um conjunto com exatamente 7 vetores, linearmente independente em V. Se § ndo gera V, entdo
existe algum vetor v em V que néo é uma combinacio linear dos vetores em S. Juntando v a S, produzimos
um conjunto S’ com n + 1 vetores, que ainda & linearmente independente (veja o Exercicio 54). Mas isso € im-
possivel, pelo Teorema 5(a). Concluimos que S deve gerar V e, portanto, deve ser uma base para V.

(d) Seja S um conjunto gerador de V que contém exatamente n vetores. Se S € linearmente dependente, en-
tdo algum vetor v em S é uma combinacio linear dos outros. Deixando v de lado, ficamos com um conjunto
S' com n — 1 vetores, que ainda gera V (veja o Exercicio 55). Mas isso € impossivel, pelo Teorema 5(b).
Concluimos que S deve ser linearmente independente e, portanto, deve ser uma base para ¥
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(e) Seja S um conjunto de vetores lipearmente independente em V. Se § gera V,ele é uma base para V e, por-
tanto, pelo Teorema da Base, consiste exatamente em n veto~res., Se S nédo g«?ra Y, e.ntao, como na demons-
tragdo da propriedade (c), existe algum vetor v em Vv que ndo € uma combinacdo lmear, dgs vetores em S.
Juntando v a S, produzimos um conjunto S que ainda € linearmente independente. Se S ainda néo gera V,
podemos repetir O processo € expandi-lo para um conjunto maior, linearmente independente. Finalmente,
esse processo deve parar, pois, pelo Teorema 5(a), nenhum conjunto linearmente independente em V pode
conter mais que n vetores. Quando o processo termina, temos um conjunto linearmente independente, S*,
que contém S e ainda gera ¥ Portanto, §* € uma base para V que estende S.

(f) Pediremos que voce prove essa propriedade no Exercicio 56. €

Vocé deve ver o Teorema 7, em parte, como um mecanismo para nos poupar trabalho. Em muitas
ocasides, ele pode diminuir incrivelmente a quantidade de trabalho necessério para verificar se um conjunto
de vetores € linearmente independente, se € um conjunto gerador ou se é uma base.

EXEMPLO 22 Em cada caso, determine se S é uma base de V/
(@ V=%, S={1+x2—-x+x3x—2x%—1+3x+x%}

ov=we s={[1 1[0 28 )
QV=2, S={1+xx+x1+x%

SOLUGAO: (a) Como dim(%,) = 3 e S contém quatro vetores, S é linearmente dependente, pelo Teorema 7(a).
Segue que S ndo € uma base para P,.

(b) Como dim(My,) = 4 e S contém trés vetores, S ndo pode gerar My, pelo Teorema 7(b). Segue que S ndo é
. uma base para M,,.

(c) Como dim(%,) = 3 e § contém trés vetores, S serd uma base para P, se ele for linearmente independente
ou se ele gerar %,, pelo Teorema 7(c) ou (d). E mais facil provar que S ¢ linearmente independente; fizemos
isso no Exemplo 5. Portanto, S é uma base para %,. (Esse € o mesmo problema do Exemplo 11 — mas ob-
serve qudo simples ele se torna ao usarmos o Teorema 7!)

EXEMPLO 23 Estenda{l +x,1-x} auma base de P,.

3> SOLUGAO: Observe que {1 + x, 1 - x} é linearmente independente. (Por qué?) Como dim(®,) = 3, pre-
cisamos de um terceiro vetor — um que ndo dependa linearmente dos dois primeiros. Poderiamos
proceder como na demonstragéo do Teorema 7(¢) e usar o método de tentativa e erro para encontrar
um vetor com essa propriedade. Entretanto, na pratica, é mais fécil proceder de outra maneira.
Vamos aumentar o conjunto de vetores dado, juntando foda a base candnica de %,. Obtemos

S={1+x1-x1,xx°

Agora, de acordo com o Teorema 7(a), S é linearmente dependente, portanto, precisamos deixar
de lado alguns vetores — neste caso, dois. Quais? Usamos para isso o Teorema 7(f), comegando
com o primeiro vetor adicionado, 1. Como 1 =41+ x)+3i(1-1x), o copjunto {1 + x, 1
- x, 1} € linearmente dependente, por isso deixamos de lado o 1. De maneira similar,
x =3(1 + x) — 3(1 — x), portanto, {1 + x, 1 — x, x} também & linearmente dependente. Finalmente,
verificamos que {1 + x, 1 - x, x?} ¢ linearmente independente. (Vocé vé uma maneira répida de
provar isso?) Portanto, {1 + x, 1 - x, X’} é uma base para ®, que estende {1 +x, 1 - x}.

No Exemplo 21, o espago vetorial W das matrizes simétricas 2X2 é um subespago do espaco vetorial M,
formado por todas as matrizes 2X2. Como provamos, dim W =3 = 4 = dim My, . Esse € um exemplo de um
resultado geral, como mostra o dltimo teorema desta se¢io.
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vSeja W um subespaco de um espago vetorial V de dimenséo finita. Ent3o:

a. Weéede dimenséo finitaedim W =dimV
b.dim W =dim V se, e somentese, W=V

DEMONSTRACAQ: (a) Suponha que dim V = n. Se W ={0}, entdo dim(W) = 0 < n = dim V Se W é nio nulo,
entdo qualquer base B para V (com n vetores) certamente gera W, uma vez que W esta contido em V Mas 53
pode ser reduzida a uma base B’ de W (com no méximo 7 vetores), pelo Teorema 7(f). Segue que W & de di-

mensao finita e dim(W) = n =dim V

(b) Se W =V, certamente dim W = dim V. Por outro lado, se dim W = dim V = n, entdo qualquer base 5 para -,
W contém exatamente n vetores. Mas entdo esses sdo n vetores linearmente independentes em V, e, pelo

Teorema 7(c), segue que formam uma base para V. Portanto, V = ger(B) =

W &

€ EXERCICIOS 6.3 €&

Nos Exercicios de 1 a 4, teste se os conjuntos de matrizes
sdo linearmente independentes em My. Para os que forem
linearmente dependentes, expresse uma das matrizes como
combinagdo linear das demais.

1 {_1 17 1 —1] [1 O}}

Lo -1t 013 2

5 {'2 =371 —1] {-—1 3”

"4 203 3115

3, {_—1 1713 O} 0 2} { 1
-2 2711 1)(-3 1 1

Ao bS]
0 1711 1

Nos Exercicios de 5 a 9, teste se os conjuntos de poli-

némios sd@o linearmente independentes. Para os que forem

linearmente dependentes, expresse um dos polinémios
como combinacdo linear dos demais.

3

5.{x,1+x}em %P,.

6.{1+x,1+x%1-x+x"}emP,.

7. {x, 2x — x%, 3x + 2x%} em P,

8. (2%, x~x%, 1+ x32-x2 + x’} em P

9. {1-2x,3x + x>~ x>, 1+ x2 + 2%, 3 + 2x + 3x°} em P5.

Nos Exercicios de 10 a 14, teste se os conjuntos de funcdes
sdo linearmente independentes em F. Para os que forem
linearmente dependentes, expresse uma das funcdes como
combinagdo linear das demais.

11. {1, sen’x, cos” x}
13. {1, In(2x), In(x?)}

10. {1, sen x, cos x}
12. {*, 7}
14. {sen x, sen 2x, sen 3x}

15. Se f e g estdo em €V, o espaco vetorial de todas as
t& fungdes com derivadas continuas, entdo o determi-
LN pante

flx)  glx

YO =10y g

)
)

¢ conhecido como wronskiano de f e g [em homenagem
ao matemadtico franco-polonés Jésef Maria Hoéné-Wronski
(1776-1853), que trabalhou na teoria dos determinantes
e na filosofia da matematica). Prove que f e g sdo linear-
mente independentes, caso seu wronskiano néc‘).fs/eja
identicamente nulo [isto €, caso exista algum x.tal que
Wx) =0l

16. Em geral, o wronskiano de fi, ..., f, pertencentes a

;&\ @-1) € o determinante
ax’

fi(x)

f?(x) fn(x)
fi(_x) )

Wix) = S

i 1>(’C) £ ”(X) £ )

e fi, ..., f, sdo linearmente independentes, se W(x) ndo é
identicamente nulo. Refaca os Exercicios de 10 a 14 usan-
do o teste wronskiano.

17. Seja {u, v, w} um conjunto de vetores linearmente in-
dependentes no espago vetorial V

(@) {u + v, v+ w, u + w} € linearmente independente?
Prove ou dé um contra-exemplo.

(b) {u ~ v, v - w, u — w} € linearmente independente?
Prove ou dé um contra-exemplo.
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Nos Exercicios de 18 a 25, determine se o conjunto B é

uma base para o espago vetorial V.
11770 —1J [1 1”
18. V:MZQ,B:{[O 1 3 1 0 3 1 -1
1 O] [O —1} {1 1} [1 1”
19. V = My, B = o 111 oll1 1]l _
B = {[1 O} {O 1J {1 1} {] OJ}
20. V= My, B = o 1I'l1 ol Pl
127121 13,12 3
2. V= My, B = {[2 J, [1 2}, [~3 1], [3 1}

2. V=2,8={x1+xx-x%}

23. V=9’2,B={1—x,1—x2,x~x2}
2.V =P, B={1,1+ 2x + 3%}

25. V=9,8={1,2-x3—x%x +2x%}

26. Encontre o vetor de coordenadas de A = B ﬂ relativo
abase B = {Ey, E;, Ey, Ey}de M.

2 lati
4 | Telativo

s {315 2L L e
0 0710 011 011 1

28. Encontre o vetor de coordenadas de p(x) =2 — x + 3x2
relativo abase B = {1 + x, 1 — x, ¥’} de P,.

27 Encontre o vetor de coordenadas de A = B

29. Encontre o vetor de coordenadas de px)=2-x +3x2
relativoa base B = {1,1 + x, =1 + ¥’} de @,.

30. Seja B um conjunto de vetores em um espago vetorial
V satisfazendo a seguinte propriedade: todo vetor de V
pode ser escrito, de forma tnica, como combinacio linear
dos vetores de B. Prove que /3 é uma base de V/

31. Seja B uma base para um espago vetorial V, sejam uy, . . . ,
w; vetores de Ve sejam ¢y, . . . , ¢t escalares. Prove que

[C'IUI+"'+CkUk]B = Cl[ul]B +"'+Ck[Uk]B.

32. Termine a demonstracio do Teorema 4 provando que,

se {[w]5 ..., [w]s} é linearmente independente em R”,
{w;, ..., w} é linearmente independente em V.
33. Seja {uy,...,u,} um conjunto de vetores de um es-

pago vetorial n-dimensional V, e seja B uma base de ¥
Seja S ={[u]s,...,[u,]s} o conjunto dos vetores de coor-
denadas de {w,..., u,} relativos a B. Prove que
ger(uy, ..., u,) = Vse, e somente se, ger(S) = R".

Nos Exercicios de 34 a 39, encontre a dimensao do espaco
vetorial V e dé uma base para V.

34. V={p(x) em P,: p(0) =0}
35. V={p(x) em P,:p(1) =0}
36. V={p(x) em P,: xp'(x) = p(x}}

Y

37. V = {Aem M,,: A é triangular superior}
38. V = {Aem M : A é anti-simétrico}

1
39. V={Aem M,: AB = BA}, onde B = [o H

40. Encontre uma férmula para a dimensdo do espaco ve-
torial das matrizes simétricas nXn.

41. Encontre uma férmula para a dimensdo do espago ve-
torial das matrizes anti-simétricas nxn.

42. Descubra a dimensdo de Mag}. (Veja a Segdo 6.1 e o
Exercicio 47 da Secdo 6.2.)

43. Descubra a dimensdo de Mag;. (Veja a Sec¢do 6.1 e o
Exercicio 46 da Secdo 6.2.)

44. Prove que o espago vetorial # tem dimensio infinita.
(Sugestdo: suponha que ele tem uma base finita. Mostre
que existe algum polindmio que ndo é uma combinagio
linear dessa base.)

45. Estenda {1 + x,1 + x + x?} a uma base de ,.

0 1]1 1
46.Estenda{[0 1}’[0 J} a uma base de M»,.

1 010 1]{0 -1
47.Estenda{{0 1J,[1 OJ’{l OJ}aumabasedeMzQ.

1 0010 1

48. Estenda{ { }, l’ J}a uma base do espaco vetorial
0 111 0

das matrizes simétricas 2 X 2 .

49. Encontre uma base para ger(1, 1 + x, 2x) em P.

50. Encontre uma base para ger(1 - 2x, 2x — x2, 1 - x2,
1 +x%) em P,.

51. Encontre uma base parager(l-x, x —x% 1-x21-2x
+x%) em @,.

I 0jj0o 1][-1 1
2, try
52. Encon eumabaseparager<[o IJ’[l OJ’[ 1 __J’

1 -1
{_1 J) em Mo;.




53. Encontre uma base para ger(sen’x, cos’x, cos 2x) em F

54, Seja S = {v;,..., v,} um conjunto linearmente inde-
pendente em um espago vetorial V. Prove que, se v é um
vetor de V que ndo pertence ao conjunto ger(S), entdo S’ =
{v,...,V, v} ainda € linearmente independente.

55.Seja S ={v, ..., v,} um conjunto gerador para um es-
pago vetorial V. Prove que, se v, pertence ao conjunto
ger(vy, ..., V,—1), entdo S’ = {v,..., v,.;} ainda é um
conjunto gerador para V.

56. Prove o Teorema 7(f).

57.Seja {vy, . . ., v,} uma base para um espaco vetorial V, e se-
jam ¢y, ..., ¢, escalares ndo nulos. Prove que {¢vy, ..., c,v,}
também € uma base para ¥

58. Seja {vi, ..
Prove que

., v,} uma base para um espaco vetorial V/

{VL,V1+V2,V]+V2+V3, ...,VI+"'+V”}

também € uma base para V

Sejam n + 1 nimeros reais distintos ay, ay, . .., a,. De-
fina os polinémios py(x), py(x), . .., p.(x) por
pix) = (x—ap) (x = a1 )(x = @) (x
l (@ — ag) (@ — ai- )@ — @) (& — a,)

Esses sdo conhecidos como polinémios de Lagrange asso-
ciados a ay, ay, . . ., a,. [Joseph-Louis Lagrange (1736—1813)
nasceu na Itdlia, mas passou a maior parte de sua vida na
Alemanha e na Franca. Fez contribuicbes muito impor-
tantes a teoria dos nimeros, d dlgebra, a astronomia, d
mecdnica e ao cdlculo de variagbes. Em 1773, foi o primei-
ro a interpretar um determinante como um volume (veja o
Capitulo 4).]

59. (a) Calcule os polinémios de Lagrange associados com
a0=1,a1 226612:3.

(b) Prove que, em geral,
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60. (a) Prove que o conjunto B = {py(x), p,(x), ..., ()}
dos polindmios de Lagrange € linearmente independente
em P,,. [Sugestdo: tome cypy(x) + - + ¢, p,(x) = 0 e use
o Exercicio 59(b).]

(b) Deduza que B € uma base para &®,,.

61. Se g(x) é um polindmio arbitrdrio em %, conclui-se,
pelo Exercicio 60(b), que

q(x) = copofx) + - + c,p,(x) )

para alguns escalares ¢, . . ., ¢,

(a) Prove que c¢; = g(a;) parai =0,...,n, e deduza que
q(x) = q(ag) po(x) + - + gla,) p,(x) é a representacdo tini-
ca de g(x) relativa a base B.

(b) Prove que, para quaisquer n + 1 pontos (ay, cg), (a1, ¢1),

, (an, ¢,) cujas primeiras componentes sdo distintas, a
funcdo g(x) definida pela equacéo (1) é o tinico polindmio
de grau menor ou igual a n que passa por todos os pontos.
Essa f6rmula é conhecida como formula de interpolacdo
de Lagrange. (Compare-a com o Problema 19 que apa-
rece em Investigacdo: Aplicacdes Geométricas de Deter-
minantes, no Capitulo 4.)

{c) Use a férmula de interpolacdo de Lagrange para en-
contrar o polindmio de grau menor ou igual a 2 que passa
pelos pontos

0 @,6),2,-1)e(3,-2)
(i) (-1, 10), (0, 5) e (3, 2)

62. Use a férmula de interpolagdo de Lagrange para pro-
var que, se um polindmio em P, tem n + 1 zeros, entéo
ele deve ser o polindmio nulo.

63. Encontre uma férmula para o niimero de matrizes in-
vertiveis em M, (Z,). [Sugestdo: isso € o mesmo que deter-
minar o nimero de bases diferentes para Z,. (Por qué?)
Conte o nimero de maneiras que podemos construir uma
base para Z/;, um vetor por vez.]

~s~ m muitas aplicagdes, um problema descnto por meio de um sistema de coordenadas pode ser resolvido
mais facilmente pela troca por um novo sistema de coordenadas. Essa troca normalmente se da por uma

,%%w%ﬁ mudanca de varidveis, um processo que vocé provavelmente encontrou em outros cursos de matemética.
Na 4lgebra linear, uma base nos dd um sistéma de coordenadas para um espago vetorial, através da nocéo de

e




416  CAPITULO6  Espagos Vetoridis

Figura |

vetores de coordenadas. Freqiientemente, qualquer problema em particular podera ser simplificado se escolher-
mos a base correta. Por exemplo, considere a estrutura molecular do zinco, mostrada na Figura 1(a). Um cientista,
ao estudar o zinco, pode querer medir o comprimento das ligacdes entre os 4tomos, os angulos entre essas ligagoes
e assim por diante. Essa anélise serd enormemente facilitada com o uso de coordenadas e das ferramentas da édlge-
bra linear. A base candnica € os eixos coordenados candnicos associados, xyz, ndo sdo sempre a melhor escolha.
Como mostra a Figura 1(b), neste caso {u, v, w} é provavelmente uma escolha de base para R3 melhor que a base
canOnica, uma vez que esses vetores se alinham perfeitamente com as ligacdes entre os 4tomos de zinco.

Matrizes de Mudanca de Base

A Figura 2 mostra dois sistemas de coordenadas diferentes para R?, cada um se originando de uma base
diferente. A Figura 2(a) mostra o sistema de coordenadas relativo & base B = {u,, u,}, enquanto o da Figura
2(b) se origina da base C = {v, v}, onde

»
P

.

P>

(a) b)
Figura 2

O mesmo vetor x é mostrado relativamente a cada sistema de coordenadas. Fica claro, pelos diagramas,
que os vetores de coordenadas de x relativos as bases B e C sdo
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respectivamente. Conseqiientemente, existe uma conexdo direta entre os dois vetores de coordenadas, Uma ma-
neira de encontrar essa relagéo é usar [x]; para calcular :

cmwram =[] 2] [ ]

Entdo podemos encontrar [x]. escrevendo x como uma combinagdo linear de v; e v,. Entretanto, existe uma
maneira melhor de proceder — uma que nos dard um método geral para lidar com tais problemas. O proxi-
mo exemplo ilustra esse enfoque.

EXEMPLO | Usando as bases B e C acima, encontre [x]., sabendo que [x]; = BJ

SOLUGAO: Uma vez que x = u; + 3, escrevendo u; e u; em termos de v; e v, obtemos as coordenadas de x
em relacdo a C, como pedido. Encontramos

e w3l [

portanto,
X =wu + 3w,

= ("3"1 -+ 2V2) + 3(3V1 - Vz)
= 6V1 - V2
Isso nos da

0 que estd de acordo com a Figura 2(b). 4
Esse método pode ndo parecer nem um pouco mais facil que o sugerido antes do Exemplo 1, mas tem
uma grande vantagem: agora podemos encontrar [y] a partir de [y]; para qualquer vetor y de R%, com muito

pouco trabalho adicional. Vamos examinar de um ponto de vista diferente os célculos feitos no Exemplo 1. A
partir de x = u; + 3u,, temos

[x]e = [u; + 3wy]c = [w;]¢ + 3[wy]e

pelo Teorema 3 da Secdo 6.3. Dessa maneira,

onde P € a matriz cujas colunas so [u;] ¢ e [u]c. Esse procedimento pode muito bem ser generalizado.

‘«‘Deﬁnigﬁo‘ Sejam B = {u,, . ..;u,} eC={w,...,v,} bases para um espaco vetorial V A matriz
nXn, cujas colunas sio os vetores de coordenadas [uy], . . . , [u,]¢ dos vetores de B em relacdo a
base C, € denotada por P, ; e é chamada de matriz de mudanca de base de B para C — isto &,

~ ’Pc;zs - [[ﬁx}c [“é]é o w]e]
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Pense em B como a base “antiga” e em C como a base “nova”. Com isso, as colunas de P, g sdo so-
mente os vetores de coordenadas obtidos aos escrevermos os vetores da base antiga em termos dos novos. O
Teorema 1 mostra que o Exemplo 1 € um caso especial de um resultado geral.

€ TEOREMA | | |
Sejam B={u;,...,u,}eC= {v{,. -+, ¥} bases para um espaco vetorial V, e seja Pc. g a matriz
de mudanca de base de B para C. Entdo: ' - -
a. Pooplxln = [x]¢ paré todoxem V, ’ L . L
b. P 5 € a Unica matriz P com a propriedade P[x]; = [x], paratodoxem V
C. Pe g€ invertivel e (Pe p) ' = Py e . :

DEMONSTRACAQ: (a) Seja x um elemento de V e seja

Ouseja, x = cyuy + - + ¢,u,,. Entéo:

[xle = [cuy + -+ cu,]c
= Cl[ul]C +o T+ Cn[un]C
= [[ul]c [un]Cj :

Cll
= Peplx]p

(b) Suponha que P seja uma matriz nXn com a propriedade de P[x]z = [x]¢ para todo x em V Tomando x = u;,
0 i-ésimo vetor da base B, vemos que (x| = [u;]5 = e;, portanto, a i-ésima coluna de P é

p: = Pe; = Plu]s = [u]e
que €, por defini¢do, a i-ésima coluna de P¢ . 3. Segue que P = P, _p.

() Uma vez que {uy, . .., u,} é linearmente independente em V, o conjunto {[u]e, ..., [w,]c} é linearmente in-
dependente em R”, pelo Teorema 4 da Se¢do 6.3. Portanto, pelo Teorema Fundamental, P, 5 = [[u]c - [u,c]
€ invertivel.

Para todo x em V, temos P._z[x]s = [x].. Resolvendo par a[x];, obtemos

[x]s = (Pep)'[x]e

para todo x em V. Portanto, (P¢. )~ € uma matriz que muda a base de C para B. Assim, pela propriedade da
unicidade (b), devemos ter (PC’%\B)_l =Ppec ®

Observagoes: ¢ Vocé pode pensar na mudanga de base como uma transformagio (sem divida, é uma
transformacéo linear) de R” para ele mesmo, que simplesmente faz a troca de um sistema
de coordenadas para outro. A transformacfo correspondente & matriz P, , aceita [x]z
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como dado de entrada e retorna [x; como resultado; (Pe.5)™' = Pz, faz justamente o
oposto. A Figura 3 dd uma representagio esquemaética do processo.

X
&

e [ s
Multiplicacéo

(
: por Pe-g -
xle — i
Rn —— Rl‘l
Multiplicacio
por Pg-¢ = (Pe-p)™!

Figura 3 Mudangca de base

¢ As colunas de Py . g sdo os vetores de coordenadas de uma base relativamente 2 outra.
Para lembrar qual base é qual, pense na notagdo C < B como “B em termos de C”.
Também ajuda lembrar que P, . p[x]p € uma combinagéo linear das colunas de Py . g;
mas, uma vez que o resultado dessa combinacdo é [x], as colunas de Py . g devem ser os
vetores de coordenadas em relacio a base C.

EXEMPLO 2 Encontre as matrizes de mudanca de base P,z € Ps. o paraasbases B = {1,x,x}eC={l +x,
x +x2,1 + x%} de P,. A partir dai, encontre o vetor de coordenadas de p(x) = 1 + 2x — x2 relativo 4 base C.

SOLUCAQ: Mudar para a base canonica ¢ facil, portanto, encontraremos Py, primeiramente. Observe que
os vetores de coordenadas de C em termos de B sdo

1 0 1
M+xlg=|1], [x+x2=|1], [1+x];=]0
0 1 1

(Reveja a Observagdo que aparece apds o Exemplo 5 da Segéo 6.3.) Com isso,
1 01
PB(—C =11 1 0
01 1

Para encontrax Pe . g, poderfamos escrever cada vetor de B como uma combinagao linear dos vetores
em C (faca isso), mas é muito mais facil usar o fato de P._z = (Ps._.)”!, pelo Teorema 1(c). Obtemos

1 1 1
2 2 2
Pecy=Pge)'={-3 5 3
i 1 1
2 2 2
Agora,
[p(x)]e = Penlp(x)]s
r 1 1 1
2 2
A
-3 3lL-1

1

O R M N R

o que estd de acordo com o Exemplo 16 da Secéo 6.3.

A;
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Observacio: o Se ndo precisamos de P¢ . s explicitamente, podemos encontrar [p(x)], a partir de
[p(x)]s e de P cusando elimina¢do gaussiana. A reducio nas linhas produz

[Poec | [P()]s] = [I1(Psee) ' [p(x)]s] = [1 | Pecslp(x)1s] = [I | [p(*)]c]

(Veja na préxima se¢do como usar a eliminagdo de Gauss-Jordan.)

Vale a pena repetir a observagio feita no Exemplo 2: mudar para a base canonica € facil. Se £ é a base
canodnica de um espago vetorial V e B é uma outra base qualquer, entdo as colunas de Ps _ 5 sdo os vetores
de coordenadas de B relativamente a base £, e esses sdo normalmente “visiveis”. Faremos uso desta obser-
vacdo novamente no préximo exemplo. -

EXEMPLO 3 Em My, seja B a base {Ey, Ey1, E12, En} e seja C abase {4, B, C, D}, onde
1 0 11 1 1 1 1
A’[o 0}’ B‘{o o}’ C"{l o]’ D‘[l J

Encontre a matriz de mudanca de base P._; e verifique que [ X ], = P._z[X]; para X = B ﬂ
SOLUGAO I: Para resolver esse problema diretamente, devemos encontrar os vetores de coordenadas de B
em relagéo a C. Isso envolve a soluc@o de quatro problemas de combinacéo linear da forma X = a4 + bB +
cC + dD, onde X estd em B e devemos encontrar g, b, ¢ e d. No entanto, estamos com sorte, pois neste caso
podemos encontrar por inspegdo os coeficientes pedidos.

Claramente, Ej1 = A, E;1=-B+ C,E;;=-A + Be Eyp =—C + D. Assim,

1 0 -1 0
0 -1 1 0
[Enle = ol [Enle = 10 [Eple = ol (Enlc = -1
0 0 1
1 0 -1 0
ortanto = -0 - 10
P Pecs = [[Eule [Eule [Enle [Enl]= 0 0 -1
0 o o0 1
Sex = B },entéo
1
3
(X1s = |
4
10 -1 011 -1
0 -1 1 013 -1
e X, = =
PecslXls =1 0 —-11]2 -1
0 0 14L4 4

Esse € o vetor de coordenadas, em relacdo a base C, da matriz

10 1 1 11 11
~A-B—-C+4D = — ~ - +
A-B-C [O OJ {O 0} {1 OJ 4{1 1}
1 2
B {3 4J"X
como deveria ser.

SR
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SOLUGAO 2: Podemos calcular P._; de maneira diferente, como a seguir. No Exercicio 21, serd pedido que
vocé prove o seguinte: se £ € uma outra base para My, entdo P s = Pe ePec s = (Pec o) 'Peo . Se £ é a base
candnica, entdo P, _; € P.._. podem ser encontradas por inspec@o. Temos

1000 1111
oo 10 o111
Pees™lo 10 0] © Pec™ |0 0 1 1
00 01 0 0 0 1
(Vocé vé o porqué?) Portanto,
Pecs = (Pece) ' Pecs
111 1771 000
_10 111 0 01090
0011 0100
L0 0 0 1 0 0 01
1 -1 0 0][{1 000
_10 1 -1 0o 010
0 0 1 -1(/01 00
RY 0 0 14,0 0 0 1
10 -1 0]
_10 -1 1 0
0 1 0 -1
L0 0 1.
0 que esté de acordo com a primeira solucio. £
Observacio: ¢ O segundo método tem a vantagem de nfo exigir o calculo de nenhuma combinacio linear;

a desvantagem € que requer que encontremos a inversa de uma matriz. Entretanto, usar
um CAS facilita na hora de determinar a matriz inversa. Concluimos que, em geral, o se-
gundo método € preferivel ao primeiro. Se bem que, para alguns problemas, o primeiro
método pode ser tdo facil de aplicar quanto o segundo. De qualquer forma, vamos des-
crever uma terceira abordagem, que possivelmente serd a melhor.

O Método de Gauss-Jordan para o Cadlculo de uma Matriz de Mudanga de Base

Encontrar a matriz de mudanca de base para” uma base canénica é fcil, e pode ser feito por inspecéo.
Encontrar a matriz de mudanca de base a partir™* de uma base canénica é quase tio facil quanto, mas exige o
célculo da inversa de uma matriz, como no Exemplo 2. Se fizermos isso & m#o, normalmente acharemos (ex-
ceto para o caso 2X2) a inversa pela eliminacdo de Gauss-Jordan. Vamos agora considerar uma modifica¢do
do método de Gauss-Jordan, que pode ser usada para encontrar a matriz de mudanga de base entre duas
bases ndo candnicas, como no Exemplo 3.

Suponha que B = {u,,...,u,} eC = {v,...,v,} sejam bases para um espaco vetorial V, e Pc ., a matriz
de mudanca de base de B para C. A i-ésima coluna de P é

* N.T: Oitélico é do tradutor.
“*N.T.: O italico é do tradutor.
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portanto, u; = p1; ¥1 +---+ PniVn- Se & é uma base qualquer de V, entdo

(wle = [piwi + -+ puale = pulvile + o + PulVale

Em forma de matriz, isso pode ser reescrito como

vile = el @ | =[ule
Pai

que podemos resolver aplicando a elimina¢do de Gauss-Jordan a matriz aumentada
Ivile o [vale | [wie]

Existem # sistemas de equagdes desse tipo para serem resolvidos, um para cada coluna de P¢ . g, mas a ma-
triz de coeficientes [[vi]e - [V.le] € a mesma em cada caso. Portanto, podemos resolver todos os sistemas si-
multaneamente ao aplicarmos a reducdo por linha a matriz aumentada nX2n

(vile - [Valellwle - [w]e] = [CB]

Como {v,...,v,} é linearmente independente, pelo Teorema 4 da Secdo 6.3, {[ Vi, ...,[ V,lc} também o é.
Portanto, a matriz C, cujas colunas sdo [v]e, ..., [V,)e, tem a matriz-identidade nXn, I, como sua forma
escalonada reduzida por linha, pelo Teorema Fundamental. Segue que a eliminagfo de Gauss-Jordan ird neces-
sariamente produzir

[C|B]—[1]P]
onde P = P,p.
Acabamos de provar o seguinte teorema:
€ TEOREMA 2
Sejam B = {uy, .., u}e C = {vy, ..., v,} bases para um espaco vetorial ¥ Sejam B = [[u]¢ ...

[w,]e] e C =[[vi]e...[valc} onde £ é uma base qualquer de V. Entio, aphcando-se redugao por
linha a matriz aumentada nXx2n,[C | B}, obtemos

[ClB]ﬁ[I lPC(——B}
Se £ é uma base candnica, esse método € particularmente facil de usar, uma vez que, neste caso, B=Pgs
e C = Pg . ¢. Vamos ilustrar esse método refazendo o problema do Exemplo 3.
EXEMPLO 4 Refaga o Exemplo 3 usando o método de Gauss-Jordan.

SOLUCAO: Tomando & como a base candnica para Mo, vemos que

OO O =
O OO
O O = O
_O O S
[ R R
[T e B
O ped ped e
b b b ek




A reducdo por linhas produz

11111 0 00
1011110010
[CIBI=10% 01 1]0 1 0 0
000 1{0 0 01

(Verifique.) Com isso,
1
0
P:
CeB 0
0

como encontramos anteriormente.
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10001 0 -1 0
0100/0 -1 1 0
0010/0 1 0 -
000 1|0 0

0 -1 0

-1 1 0

1 0 -1
0

€ EXERCICIOS 6.4 ¢

Nos Exercicios de 1 a 4:
(a) Encontre os vetores de coordenadas [X)s e [X]. de X rela-
tivos as bases I3 e C, respectivamente.

(b) Encontre a matriz de mudanca de base P, s de BB para C.

(c) Use sua resposta d parte (b) para calcular [x]¢, e compare
sua resposta com a encontrada na parte (a).

(d) Encontre a matriz de mudanga de base Py de C para B.

{e) Use suas respostas as partes (c) e (d) para calcular [X)s, e
compare sua resposta com a encontrada na parte (a).

= o= o} (e[} i em®

3

oo (i [
e
)

1 01
C = 10,111,
0

1

k]

0

0

1
1
01¢
0

<

em R3

Nos Exercicios de 5 a 8, siga as mesmas instrucoes dadas
Para os Exercicios de 1 a 4, usando p(x) no lugar de x.

5 p(x)=2-x,B={l,x},C={x1+x}em P

6. p(x)=1+3x, B={1+x,1 - x},C={2x,4}em P,
7. p(x)=1+x B={1+x+xx+x,x%, C=
{1, x, ¥’} em®P,

8. p(x)=d4—-2x—x* B={x,1+xAx+x} C=
{1,1 +x,x*}em P,

Nos Exercicios 9 e 10, siga as mesmas instrugbes dadas
para os Exercicios de 1 a 4, usando A no lugar de x.

4 2
0 -1

e={[0 22 s LS pem e
P R R R I
e= {1 L LD i em e

Nos Exercicios 11 e 12, siga as mesmas instru¢bes dadas
para os Exercicios de 1 a 4, usando f(x) no lugar de x.

9. A= { }, B = a base candnica

11. f(x) = 2senx — 3cosx, B = {senx + cos x, cos x},
C = {senx, cos x} em ger(senx, cosx)

12. f(x) = senx, B = {senx + cos x, cos x}, C = {cos x —
sen x, sen x -+ cos X} em ger(sen x, cos x)

13. Rotacione os eixos coordenados xy por um angulo 8 = 6(0°
no plano, no sentido anti-hordrio, para obter novos eixos coor-
denados x'y’. Use os métodos desta secfio para encontrar (a) as
coordenadas x 'y’ do ponto cujas coordenadas xy sdo (3, 2) e (b)
as coordenadas xy do ponto cujas coordenadas x 'y’ sdo (4, -4).
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14. Repita o Exercicio 13 com 6 = 135°.

17 2 ,
15. Sejam B ¢ C bases de R Se C = {{ZJ’ LJ} e a matriz

de mudanca de base de B para C é
1 -1
P —
CB { -1 2:‘
encontre 5.

16. Sejam B e C bases de Py, Se B={x,1 + x,1 -~ x + x’} ea
matriz de mudanga de base de B para C é

PC<—B=

=D
N O
[ S

encontre C.

Em Calculo, vocé aprende que um polinémio de Taylor de
grau n ao redor de um ponto a é um polinémio da forma

p(x) =ay + ay(x — a) + ay(x — ay + -+ a{x — a)"

onde a, # 0. Em outras palavras] é um polinémio cuja expan-
sdo se dd em termos de poténcias de x - a, em vez de poténcias
de x. Os polindmios de Taylor sio muito titeis para aproximar
fungdes que sdo “bem comportadas” perto de x = a.

6.5 Transformacoes Lineares

bitrarios.

O conjunto B = {1,x = a,(x — a)%,...,(x — a)"} éuma
base para P, para qualquer niimero real a. (Vocé vé uma
maneira rdpida de provar isso? Tente usar 0 Teorema 4 da
Secdo 6.3.) Esse fato nos permite usar as técnicas desta
secdo para reescrever um polindmio como um polindmio
de Taylor ao redor de um ponto a dado.

17. Expresse p(x) = 1 + 2x — 5x% na forma de um polinémio
de Taylor ao redor de a = 1.

18. Expresse p(x) = 1 + 2x — 5x% na forma de um polinémio
de Taylor ao redor de a = -2.

19. Expresse p(x) = x* na forma de um polinémio de
Taylor ao redor de a = 1.

20. Expresse p(x) = x° na forma de um polinémio de

Taylor ao redor de @ = 1.
21. Sejam B, C e D bases de um espago vetorial V de di-
mens#o finita. Prove que

PD(—CPC&B = PD<—B

22. Seja V um espago vetorial n-dimensional com base

B = {v,...,V,}. Seja P uma matriz invertivel nXn, e tome
w; = puvy toe A+ DniVy
parai=1,...,n Prove que C = {u,...,u,} é uma base

de V e mostre que P = Pp_.

&

a Secdo 3.6, vimos as transformacdes lineares no contexto das transformacdes matriciais de R” para
R™. Nesta se¢do, estenderemos esse conceito para transformacdes lineares entre espagos vetoriais ar-

Definicio Uma transformacdo linear de um espago vetorial V paraﬁm espaco vetorial W é

uma aplicagio T: V. —> W tal que, para todou e v em V e para todos os escalaresc,

1. T(u + v) = T(u) + T(v)
2. I(cv) = cT(v)

E imediato provar que essa defini¢io é equivalente a exigir que T preserve todas as combinacdes lineares —

isto &,
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T :V — W é uma transformacao linear se, e somente se,

Tlevitownmt - +ov)=cIw) +oTW) + -+ ¢T(w)

paratodovy,...,vpem Veescalarescy, ..., cp

EXEMPLO I Toda transformacao matricial € uma transformacéo linear. Isto é, se A é uma matriz mXn, en-
tao a transformacdo T4 : R” — R, definida por

T4(x) = Ax para x em R"

¢ uma transformacao linear. Isso nos da um outro enunciado para o Teorema 1 da Secdo 3.6, sob esse nov

enfoque. &

EXEMPLO 2 Defina T': M,,,, — M, por T(A) = AT. Prove que T é uma transformagao linear.

SOLUCAO: Verificamos a afirmagio para A e B em M,,, e escalares c,

T(A+B)=(A+B)"=A4"+ B"=T(A) + T(B)
e T(cA) = (cA)" = cA” = cT(A)

Portanto, T é uma transformacao linear.
J;%‘\\EXEMPLO 3 Seja D o operador diferencial D:% — % definido por D(f) = f'. Prove que D é uma
transformacio linear.
SOLUGAO: Sejam fe g fungdes diferencidveis e ¢, um escalar. Entdo, de Calculo, sabemos que

D(f +g)=(f+g) =f" +¢g =D(f) + D(g)

e D(cf) = (cf) = cf" = cD(f)

Dessa forma, D é uma transformacéo linear.

Em Cilculo, vocé aprende que toda fungfo continua definida no intervalo [a, b] é integrdvel. O préximo
exemplo mostra que a integra¢do é uma transformacdo linear.

1{%EXEMPLQ 4 Defina S : €4[a,b] >R por S(f) = [’ f(x)dx. Prove que S € uma transformacéo linear.

SOLUGAO: Sejam fe g em %[a, b]. Entdo:

S(f+g)=

b
(f + &)(x) dx

(f(x) + g(x)) dx

=g"“; AT

b b
= | f(x)dx + J g(x) dx

)+ S(g)

=

i

Py

S

4
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Portanto, S € linear.

EXEMPLO 5 Prove que nenhuma das transformacgdes a seguir é linear:
(a) T: My — R definida por T{A) = det 4

(b) T: R — R definida por T{(x) = 2*

(¢) T: R— R definida por T{x) = x +1

SOLUCAO: Em cada caso, damos um contra-exemplo especifico para provar que uma das propriedades de uma
transformacéo linear nfo se verifica.

(a)Seja A = [1 0} e B= {O OJ. Entio A + B = [(1) ﬂ,portanto,

0 0 0 1
1 0
T(A+B)=det(A+B)=.O 1.=1
Mas
1 0 0 0
+ = + = + =0+0=
T(A) + T(B) = detA + detB '0 ol " lo 1’ 0+0=0

portanto, T{A + B) # T{A) + T(B) e T néo é linear.
(b)Sejax=1ey=2. Entdo:

T(x+y)=TR)=2"=8#6=2"+22=T(x) + T(y)

por isso 7 néo é linear.
(c)Sejax =1ey=2.Entdo:

Tx+y)=T@)=3+1=4%5=1+1)+2+1)=Tx) +T()

Portanto, T nio € linear.

Observacio: o O Exemplo 5(c) mostra que vocé deve ser cuidadoso quando depara com a palavra

“linear”. Vista como uma fungdo, T(x) = x + 1 é linear, pois seu grafico é uma reta.

‘ Entretanto, ela ndo € uma transformacdo linear do espaco vetorial R nele mesmo,

— pois nédo satisfaz a definicdo. (Quais fungdes lineares de R em R também serdo
' transformacdes lineares?)

Existem duas transformagdes lineares especiais que merecem ser destacadas.

EXEMPLO 6 (a) Para quaisquer espacos vetoriais V e W, a transformacéo Ty : V — W que leva qualquer ve-
tor de V no vetor nulo de W é conhecida como transformacédo nula — isto é,

Tyv) =0 paratodo vem V
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(b) Para qualquer espago vetorial V, a transformagéo /: V — V que leva cada vetor de V em si mesmo é chamada
de transformagdo identidade — isto ¢,

I(v) = v paratodo vemV

(Se for importante identificar o espago vetorial V, escreveremos [y para maior clareza.) As demonstracdes d

que as transformacdes nula e identidade so lineares foram deixadas como exercicios.

Propriedades das Transformagées Lineares

No Capitulo 3, todas as transformacdes lineares eram transformagoes matriciais, e suas pro-

priedades estavam diretamente relacionadas com as propriedades das matrizes envolvidas. O

==p> teorema a seguir é fécil de provar para transformacgdes matriciais. (Prove-o!) A demonstracio

completa, para transformacdes lineares em geral, precisa de um pouco mais de cuidado, mas
ainda assim € direta.

€ TEOREMA |
Seja T': V — W uma transformacéo linear. Entéo:
(2) 7(0)=0
(b) T(-v)=~1{v), paratodovem V.
(¢) T(u—v) = T(u)- I(v), paratodouevem V.

DEMONSTRACAQ: Provaremos as propriedades (a) e (c), e deixaremos a demonstracdo da propriedade (b)
para o Exercicio 21.

=35> (a) Seja v um vetor qualquer em V Entdo, T(0) = T(0v) = 07(v) = 0, como querfamos. (Vocé po-
de justificar cada uma das passagens?)

(©) T -v) = Tu + (-1)v) = T(w) + -1)T(v) = Tw) - 1(v). &

Observagdo: o A propriedade (a) pode ser 1til para provar que certas transformacdes ndo sdo lineares.
Para ver como a usamos dessa forma, considere o Exemplo 5(b). Se T(x) = 2%, entéo
T(©0) = 2° = 1 # 0, e, conseqiientemente, T ndo € linear, pelo Teorema 1(a). Mas fique
alerta: existem muitas transformacdes que de fato levam o vetor nulo no vetor nulo, mas,
ainda assim, ndo so lineares. O Exemplo 5(a) ilustra esse caso: o vetor nulo € a matriz
nula 2X2, O, portanto, T(O) = det O = 0, mas j& vimos que T(A4) = det A néo ¢ linear.

A propriedade mais importante de uma transformagao linear T: V — W é que T fica completamente de-
terminada pelo seu efeito em uma base de ¥ O préximo exemplo mostra o que isso significa.

EXEMPLO 7 Suponha que T seja uma transformacéo linear de R? em @, tal que

2 2
T{ﬂ=2~3x+x2 e T{3}=1-x“

E —1 a
ncontre T[ 2} e T[b}'

- SOLUGAO: Como B = { E } [ﬂ } é uma base para R? (por qué?), todo vetor de R? pertence ao con-

junto ger(B). Resolvendo

-
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SHEEHE
)= ++[3])

ol

=72 = 3x + x*) + 3(1 — &)
=11 + 21x — 10x?

obtemos ¢ =

I

I

De maneira similar, descobrimos que

-0

portanto,
a 1 2
T[b:' = T<(3a - 2b)[1] + (b — a)LJ)
= (3a — 2b)TEJ + (b~ a)T[;!
= (@Ba—-2b)2=3x + x*) + (b - a)(1 — x?)
= (5a — 3b) + (=9a + 6b)x + (4a — 3b)x>
(Observe que, tomandoa=-1eb =2, recuperamos a solucio T[ -ﬂ = -11 +21x — 10x2.) L 4

A demonstragdo do teorema geral é imediata.

€ TEOREMA 2

Seja T : V — W uma transformagio linear, e seja B = {v,...,v,} um conjunto gerador de V
Entéo, I'(B) = {T(w)), ..., T(v,)} gera a imagem de 7.

DEMONSTRACAO: A imagem de T é o conjunto de todos os vetores de W que sdo da forma T(v), onde v é
um elemento de V Seja T(v) na imagem de 7. Uma vez que B gera V, existem escalares ¢y, ... ., ¢, tais que

vV=cov + o+,

Aplicando T e usando o fato de ser uma transformacfo lindar, vemos que

T(V) = T(Clvl + o C,,V,,) = ClT(vl> +o+ CnT(vn)

Em outras palavras, T(v) pertence ao ger(7(B)), como exigido. &

O Teorema 2 se aplica, em particular, quando B é uma base de V Vocé pode estar conjecturando que,
neste caso, T(B) seria uma base para a imagem de 7. Infelizmente, isso ndo é sempre verdade. Vamos tratar
desse assunto na Sec¢do 6.6.
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Composicdo de Transformacgoes Lineares

Na Secdo 3.6, definimos a composi¢do de transformag¢des matriciais. A defini¢do se estende de maneira
6bvia para transformagdes lineares em geral.

Definicao Se 7: U —>VeS:V — Wsio transformagoes lineares, a compaszgao deScomTéa
aplicagdo S o T2 defmlda por

(SoT)u) = S(T(n))
onde u é um elemento de U.

Observe que S ° T é uma aplicagdo de U em W (veja a Figura 1). Note também que, para a defini¢io fazer
sentido, a imagem de T deve estar contida no dominio de S.

u . ¥ W
- 1w g

Figura | Composicgo de transformacoes lineares

EXEMPLO 8 SejamT7:R*—®, e S: P, — P, transformacdes lineares definidas por

T[ZJ =a+(a+bx e S(p(x))= xp(x)

Encontre (S » T){_ﬂ e(Se T)[;j.

SOLUGCAO: Calculamos

(SOT)[_;} = S(T[_:%}) =8B+ (3-2)x)=5S@+x)=x(3+x)=3x+x

(Se T)m = S(T[ZD = S(a + (a + b)x) = x(a + (a + b)x) = ax + (a + b)x*

No Capitulo 3, mostramos que a composigio de duas transformagdes matriciais era uma outra transfor-
macdo matricial. Em geral, temos o seguinte teorema:

»

© TEOREMA 3
SeT:U—VeS: Vs Wsio transformagoes lmeares entdo SeT:U— W é uma transformacéo hnear

2 .
S o T: 18-se “S composta com T".
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DEMONSTRACAO: Sejam v e w em U e seja ¢ um escalar. Entéo:
(SeT)v +w=ST( +w)
= S(T(v) + T(w) Pois T € linear
= S(T(v)) + S(T(w) Pois § é linear
=(SeT)(v) +(SeT)(w)

e (SoT)(cv) = S(T(cv)) 7
= S(cT(v)) Pois T é linear
= cS(T(v)) Pois S é linear
= (S > T)(¥)

Portanto, S » T € uma transformacfo linear. €
As propriedades algébricas das transformacdes lineares espelham as das transformacdes matriciais, as

quais, por sua vez, estdo relacionadas com as propriedades algébricas das matrizes. Por exemplo, a com-
posigdo de transformagdes lineares é associativa — isto €,se R, S e T sdo transformacdes lineares, entio

Ro(SeT)=(RoS)eT

desde que essas composicdes facam sentido. A demonstracio dessa propriedade é idéntica 2 mostrada na Secdo 3.6.
O préximo exemplo nos mostra outra propriedade util (mas ndo surpreendente) das transformacdes lineares.

EXEMPLO9 SejamS:U—VeT: VoW transformacdes lineares, e sejal: V— Va transformacéo iden-
tidade. Entdo, para cada v em V, temos

(T I)(v) = T(I(v)) = T(v)

Uma vez que T o7 e T tém o mesmo valor em cada v de seu dominio, segue que T o/ = T. De maneira simi-
lar, 78§ = S.

Observagéo: ¢ Vale a pena prestar atencdo ao método utilizado no Exemplo 9. Suponha que queiramos
provar que duas transformagdes lineares (ambas de V em W) Ty e T, sdo iguais. E sufi-
ciente provar que Ty(v) = Ty(v), para todo v de V/

Outras propriedades das transformacdes lineares serdo exploradas nos exercicios.

A Inversa de Transformacoes Lineares \

Definicio Uma traﬁsformagéo linear T: V — W & invertivel se existe uma transformacio linear -
7' : W—Vtal que
T,°T=[V € T"T’ZIW

Nesse caso, T' é uma inversa de T,

Observagdes: ¢ O dominio V e o contradominio W de T néo tém de ser os mesmos, como no caso das
transformacdes matriciais invertiveis. Entretanto, como veremos na proxima se¢do, Ve
W devem ser intimamente relacionados.
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Composicdo de Transformacées Lineares

Na Secdo 3.6, definimos a composicdo de transformagdes matriciais. A defini¢do se estende de maneira
Obvia para transformagdes lineares em geral.

Definicdo Se 7: U—> Ve S: : V> Wsiao transformagoes lineares, a composicdo de S comTe¢a
aplica¢do § o T2 definida por

 (SeT)w) = ST(w)

onde u é um elemento de U

Observe que ST ¢ uma aplicagio de U em W (veja a Figura 1). Note também que, para a definicio fazer
sentido, a imagem de T deve estar contida no dominio de S.

SeT
. v .V , o
. g S , -
. s = e

Figura | Composi¢io de transformacées lineares
EXEMPLO 8 SejamT:R*—®, e S: P, — P, transformacdes lineares definidas por
Tm =a+(@+bx e Sp(x)) = xp(x)

Encontre (S o T)[nﬂ e(Seo T)[ZJ,

SOLUGAQ: Calculamos

(SoT)[_zJ = S(T[_ﬂ) =SB+ (B-2)x)=8S@+x)=x(3+x) =3x+

(So T)m = S<Tm> = S(a+(a+b)x)=x(a+ (a+b)x)=ax+(a+h)x &

No Capitulo 3, mostramos que a composicdo de duas transformagdes matriciais era uma outra transfor-
magio matricial. Em geral, temos o seguinte teorema:

>

€ TEOREMA 3 . o R
Se T:U—VeS:V—s Wsio transformacdes lineares, entéokS o T :U — W € uma transformacio linear.

2§ T:1é-se “S composta com T”.

:
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DEMONSTRACAO: Sejam v e w em U e seja ¢ um escalar. Entfo:
(SeT)v+w=S(T(v+w)
=ST(v) +T(w) Pois T'é linear
= S(T(v)) + S(T(w) Pois S € linear
=(SeT)v) + (S T)w

: T = STev)) |
= S(cT(v)) Pois T ¢ linear
=cS(T(v)) Pois § ¢ linear
=c(SoT)(v)

Portanto, S > T € uma transformacéo linear. €

As propriedades algébricas das transformagdes lineares espelham as das transformacoes matriciais, as
quais, por sua vez, estdo relacionadas com as propriedades algébricas das matrizes. Por exemplo, a com-
posi¢do de transformacdes lineares é associativa — isto €, se R, S e T'sdo transformacdes lineares, entio

- Ro(SoT)=(RoS)oT

desde que essas composicdes facam sentido. A demonstracio dessa propriedade é idéntica 4 mostrada na Secdo 3.6.
O préximo exemplo nos mostra outra propriedade ttil (mas nio surpreendente) das transformacdes lineares.

EXEMPLO9 SejamS:U—VeT: VoW transformagdes lineares, e sejal: V— Va transformacao iden-
tidade. Entdo, para cada v em V, temos '

(T'e I)(v) = T(I(v)) = T(v)

Uma vez que T > 7 ¢ T tém o mesmo valor em cada v de seu dominio, segue que 7o/ = 7. De maneira simi-
lar, 70§ = S. &

Observacgio: ¢ Vale a pena prestar atencdo ao método utilizado no Exemplo 9. Suponha que queiramos
provar que duas transformacées lineares (ambas de Vem W) T} e T} sdo iguais. E sufi-
ciente provar que 75(v) = T»(v), para todo v de V/

Outras propriedades das transformacées lineares serdo exploradas nos exercicios.

A Inversa de Transformacoes Lineares \

Definigﬁo Uma transformacdo linear T': V — W é invertivel se existe uma transformagéolihear
T": W— Vtal que
TloT:IV € T°T’=IW

Nesse caso, T é uma inversa de T

Observacdes: + O dominio V e o contradominio W de 7T nio tém de ser os mesmos, como no caso das
transformacGes matriciais invertiveis. Entretanto, como veremos na proxima se¢do, Ve
W devem ser intimamente relacionados.
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¢ A necessidade de T ser linear poderia ser omitida dessa defini¢do. Como veremos no
Teorema 7 da Se¢éo 6.6, se T’ € uma aplicagdo qualquer de Wa Vitalque T’ T =], e
ToT'=Iw,entdo T’ é forcosamente linear.

z

¢ Se T' € uma inversa para 7, entdo a defini¢do implica que 7 € uma inversa para 7.
Dessa forma, T’ € invertivel também.

EXEMPLO 10 Verifique se as aplicagdes 7: R* » @, ¢ T' : #; — R’ definidas por

Tm=a+(a+b)x e T/(C+dx):{dic}

sjo inversas uma da outra.

SOLUGCAO: Calculamos

eerft]=r(r2]) s rar@rnn = [, 0 ]=[]

~—

(ToT'Yc+dx)=T(T(c +dx)) = T[ } =c+(c+({d—-c))x=c+dx

C
d—c¢
Dessaforma, T e T=IgpeT T = I . Portanto, T e T’ sdo inversas uma da outra.

Assim como no caso das matrizes invertiveis, a inversa de uma transformacéo linear, quando existe, é
dnica. O teorema a seguir € o andlogo ao Teorema 1 da Secdo 3.4.

€ TEOREMA 4

Se T € uma transformacio linear invertivel, entdo sua inversa é Unica.

DEMONSTRACAO: A demonstragio é a mesma do Teorema 1 da Seciio 3.4, com a composi¢do de transfor-
magdes lineares no lugar do produto de matrizes. (Pediremos para vocé completar essa demonstragao no
Exercicio 31.) 4

Gragas ao Teorema 4, se T & invertivel, podemos nos referir 4 inversa de T. Ela serd denotada por T
(chamada de “T inversa”). Nas préximas duas se¢des, vamos determinar quando uma transformacéo linear €
invertivel e encontrar sua inversa, quando ela existir.

€ EXERCICIOS 6.5

Nos Exercicios de 1 a 12, determine se T é uma transfor- 4. T : M,,,— M,,, definida por T(A) = AB -~ BA, onde B ¢é
macdo linear. uma matriz nXn fixa

bl _ [a +b 0 } 5.T: M,, — R definida por T(A) = tr(4)
d 0 c+d

b}_{l a—d
c d| |lb—c¢c 1

LT : M,,— M,, definida por T[LCZ

2

] 6.7 : M, — R definida por T(A) = ayan - a,,

2.T: My — M,, definida por T{ 7.T : M,, — R definida por T(A) = posto(A)

3.T:M,,— M,, definida por T(4) = AB, onde B é umama- 8. T : P, — P, definida por T(a + bx + cx?) = (@+1)+
triz nXn fixa (b +1)x +(c + D)x?
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9.7 :%,—P, definida por T(@a+ bx +cx?)=a+b(x + 1) +
bx+1)?

10.7 : ¥ — F definida por T(f) = f(x?)

11.7 : % — & definida por T(f) = (f(x)?

12.7: ¥ — R definida por T(f) = f(c), onde ¢ é um escalar
fixado

13. Prove que as transformacgdes S e T do Exemplo 8 sdo
lineares.

14. Seja T : R* - R’ uma transformagéio linear para a qual

1 3

f1]-| 2| e o]

5 a
CalculeT[ZJ eT[b].

1
15.Seja T : R* - P, uma transformacéo linear para a qual

1 3
= — = + 2
TLJ 1—-2x e T[_J x + 2x

-7 a

leT .
Calcule [ 9J eT[bJ
16. Seja T : P, — P, uma transformacéo linear para a qual

T(1) =3 —=2x, T(x)=4x - x*, T(x?) =2 + 242
Calcule T(6 + x -4x2) e T(a + bx + cx?).
17.Seja T : P, > P, uma transformacdo linear para a qual
T+ x) =1+ 2% T(x + x*) =x - x2,
TA+x*) =14 x+ x*

Calcule T(4 - x + 3x%) e T(a + bx + cx?).

18. Seja T: M, —R uma transformacdo linear para a

10 11
:\T :2
o o]=v s o]-=

11 11
7 o)=3 1t 1=

1 3 a b
CalculeT[4 Z]eTL dJ'

qual

19. Seja T': M, — R uma transformacéo linear. Prove que
existemn escalares a, b, ¢ e d tais que

T[w
y

w
para qualquer [y

x}:aw+bx+cy+dz
b4

X
J em Mzz.
Z

20. Prove que no existe uma transformacfio linear T : 3 My
tal que

2 3
T|1\=1+x T|0|=2-x+x
0 2
0
T 6|=—-2+2x?
-8
21. Prove o Teorema 1(b).

22. Seja{vy, ..., v,} uma base para um espago vetorial V, e
seja T:V—V uma transformacio linear. Prove que, se
Tv)=v, Tw)=v,..., T(v,) = v, T é a transformacio
identidade em V

23. Seja T: P, — %P, uma transformagéo linear tal que

Ay TxK) = kx*~! para k = 0,1,..., n. Prove que Téo
JL*‘\ operador diferencial D.

24. Sejam vy, ..., v, vetores em um espaco vetorial V, e
seja T :V — W uma transformacdo linear.

(@) Se {T{vy), ..., T(v,)} é linearmente independente em W,
prove que {vy, ..., v,} é linearmente independente em V/

(b) Prove que a reciproca da parte (a) € falsa — isto é, no
€ necessariamente verdade que, se {vy, ..., Vu} € linear-
mente independente em V, entdo {T(v)), ..., T(v,)} é
linearmente independente em W, Ilustre essa afirmagio,
dando um exemplo de uma transformagéo T : R? — R2.

25. Defina as transformacdes lineares .S : B2 —» MyeT:R2—
R? por

a a+b b c 2c+d
S[bJ‘[ NN Tu“[—d}
2 x
Calcule (§ T)[ J e(Se T)[yJ. Voct consegue calcular

(T - S)[XJ? Em caso afirmativo, calcule.
y

26. Sejam as transformacdes lineares S : P> PreT:
P, — P definidas por

Sla +bx) =a+ (a+ b)x + 2bx?
e T(a+ bx + cx?) = b + 2cx

Caleule (S o T)3 + 2x - x) e (S o T)(a + bx + cx?). Vocs
consegue calcular (T ° S)(a + bx)? Em caso afirmativo, calcule.

27. Sejam as transformacdes lineares S PP, eT:P,—
-&\ %, definidas por

ax:
S(p(x)) = plx +1) e T(p(x)) = p'(x)

Calcule (S ° T)(p(x)) e (T ° S)(p(x)). (Sugestio: use a Regra da
Cadeia.)




28. Sejam as transformacdes lineares S: P, — P, e T

ﬁ @, — P, definidas por
ax

S(p(x)) = px+1) e T(p(x)) = xp'(x)

Caleule (S ° T)(p(x)) & (T ° S)(p(x)).

Nos Exercicios 29 e 30, verifique que S e T sdo inversas uma
da outra.

dx +y

29, § : R? — R? definida por S[ﬂ = [Sx 4y

x—-y

2
R? definida por T{ } [ x4 4y}
30. S : P — P, definida por S(a + bx) = (-4a + b) + 2ax ¢
T:%®; — % definida por T(a + bx) = b/2 + (a + 2b)x
31. Prove o Teorema 4.
32. Seja T:V —V uma transformacéio linear tal que
ToT =1
(a) Prove que {v, T'(v)} € linearmente dependente se, € so-
mente se, T(v) = xv,

(b) D& um exemplo de uma transformag&o linear para
V=R

} e T:R2—
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33, Seja T:V —V uma transformagio linear ta] que
TeT=T.

(a) Prove que {v, T(v}} ¢ linearmente dependente Se, e so-
mente se, T(v)=vou T(v)=0.

(b) D& um exemplo de uma transformagéo linear para V = R2,

O conjunto de todas as transformacdes lineares definidas
em um espago vetorial V a valores em um espaco vetorial
W € denotado por £(V, W). Se S e T estdo em £(V, W),
podemos definir a somade Se T, S+ T, por

S+ DM =5 +TH)
para todo v em V. Se ¢ é um escalar, definimos cT, o milti-
plo escalar de T por c, por

(€I)(v)=cT(v)
para todo v em V. Assim, tanto S + T quanto cT sdo trans-
formagdes de V. em W.

34. Prove que S + T e ¢T sdo transformacdes lineares.

35. Prove que £(V, W) € um espago vetorial com essa
adigdo e essa multiplicagdo por escalar.

36. Sejam R, S e T transformacdes lineares para as quais
as operagdes a seguir fazem sentido. Prove que

(@R (S+T)=RoeS+R-T

®)c(R<S) = (cR) > S = Ro{cS), para qualquer escalar c.

6.6 O Nicleo e a Imagem de uma Transformacao Linear

%)’ lineares.

Definicdo Seja T : V — W uma transfor-
mac¢ao linear. O niucleo de T, denotado
por ker(7), é o conjunto de todos os ve-
tores de V que séo levados por 7 em 0 de
W — isto é,

ker(7) ={vem V:T(v) = 0}

espaco anulado e o espago-coluna sdo dois dos subespagos fundamentais associados com uma
matriz. Nesta se¢do, estenderemos as nogdes de imagem e espaco anulado as transformagdes

A palavra kernel é derivada do termo cyrnel, do mgles
antigo, uma forma da palavra corn, significando se-
mente (seed) ou grio (grain). Tal como um grao de
milho, o kernel de uma transformacao linear € o seu
“ndcleo” ou “semente”, no sentido de que ¢é ele que
carrega informacdes sobre multas propriedades im-
portantes da transformagio.”

A imagem de T, denotada por im(T), é o conjunto de todos os vetores de W que séo imagens de vetores de V

através de T — isto &,

im(7T) = {T(v):vem V}

= {wem W :w = T(v) paraalgum v em V

—_—

* NT:Isso explica por que usamos a notagio ker (T') para denotar o niicleo de T0
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EXEMPLO |  Seja A uma matriz mXn, e seja T = T4 a transformacio matricial de R" em R correspon-
dente. definida pof I(v) = Av. Entdo, como vimos no Capitulo 3, a imagem de T é o espago-coluna de A.

O ntcleo de T é
ker(T) = {v em R":T(v) = 0}
={vem R": Av = 0}
= anul{A)

Em outras palavras, o niicleo de uma transformacio matricial & apenas o espaco anulado pela matriz cor-
respondente. :

i EXEMPLO 2 Encontre o nicleo ¢ a imagem do operador diferencial D : P3 — P, definido por
L4 Dip(x)) = p'(x).

SOLUGAQ: Uma vez que D(a + bx + cx? + dx®) = b + 2cx + 3dx?, temos que

ker(D) = {a + bx + cx? + dx*: D(a + bx + cx® + dx*) = 0}
= {a+bx+cx2+dx3:b+26x+3dxz=0}

Mas b + 2cx + 3dx? = 0 se e somente se b = 2¢ = 3d = 0, 0 que implica que b=c=d = 0. Portanto,
ker(D)={a+bx+cx2+dx3:b=c=d=0}

= {a:aem R}

Em outras palavras, o nicleo de D é o conjunto dos polindmios constantes.
A imagem de D € todo ®,, pois qualquer polindémio de ®, ¢ a imagem de algum polindmio de P35 por D
(isto €, a derivada). Para sermos especificos, se a + bx + cx? pertence a P,, entio

a+bx +cxt= D<ax + (g)xz + <§>x2>

L
%\ EXEMPLO 3 Sejas:? —R a transformacio linear definida por

S(p() = [ pte) dx

0

Encontre o nicleo e a imagem de S.

e

! .

[SYE)

1
Figural Sey = —g + bx, entdo j ydx =20
[}
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SOLUCAO: Temos, em detalhe, 1
S(a + bx) = f (a + bx) dx

0

= ax + éxz}l
] 2 0
b
= <a+§>——0=a+§
Portanto, ker(S) = {a + bx: S(a + bx) = 0}

b
—{a+bx.a+5—~0}
b
= {a+bx.a-—§}
={—g—+bx}

Geometricamente, o ker(S) € formado por todos os polindmios lineares cujos gréficos tém a propriedade de ter
a drea entre a linha e o eixo x igualmente distribuida acima e abaixo do eixo no intervalo [0, 1](veja a Figura 1).

A imagem de S € R, uma vez que todo niimero real pode ser obtido como a imagem de algum polindmio
de ®q através de S. Por exemplo, se a é um niimero real arbitrario, entdo

1
Jadx=[ax](‘)=a—0=a

0
portanto, a = S(a).

EXEMPLO 4  Seja T : My — My a transformac@o linear definida por tomar a transposta: T(4) = A’
Encontre o nidcleo e a imagem de T.

SOLUCAO: Vemos que ker(T) = {A em My :T(A) = O}
= {A em Mzz:AT = O}

Mas, se AT = 0, entdo A = (AT =0T = 0. Segue que ker(T) = {0}
Uma vez que, para qualquer matriz A em My, temos que A = (A7)T = TIAT) (e A7 estd em Myy), deduzi-
mos que im(7") = M»,.

Em todos esses exemplos, o nicleo e a imagem de uma transformacio linear sdo subespacos do dominio
¢ do contradominio, respectivamente, da transformacio. Como estamos generalizando o espaco anulado e o
€Spaco-coluna de uma matriz, isso talvez néo seja surpreendente. Entretanto, ndo devemos tomar nada como
Certo, por isso precisamos provar que ndo se trata de uma coincidéncia.

@ TEOREMA 1|
Seja T': V — W uma transformacio linear. Entéao:

a. O nicleo de T é um subespaco de v
b. A imagem de T é um subespaco de W.
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DEMONSTRACAO: (a) Como T(0) = 0, o vetor nulo de V pertence ao ker(T), portanto, ker(T) € néo vazio.

Sejam v e w elementos de ker(T), e seja ¢ um escalar. Entdo, T(v) = T(w) = 0, e, portanto,

Tv+w)=TWv)+Tw)=0+0=90

T(cv) =cT(v)=c0=0

[

Portanto, v+ w e cv estdo em ker(T), e ker(T) € um subespaco de V

(b) Como 0 = T(0), o vetor nulo de W estd em im(T), por isso im(7') é ndo vazio. Sejam T(v) e T (w) elementos
de im(7), e seja ¢ um escalar. Entéo, T(v) +T(w) = T(v + w) € a imagem do vetor v + w. Uma vez que v e w es-
td0 em V, v + w também est4, e, dessa forma, 7(v) +7(w) € um elemento de im(7). De maneira similar, temos
¢T(v) =T(cv). Uma vez que v estd em V, cv também estd, por isso cT(v) é um elemento de im(T). Portanto,
im(T) é um subconjunto ndo vazio de W que é fechado para a adigdo e para a multiplicagdo por escalar, e,
conseqientemente, ¢ um subespaco de W. €

Na Figura 2, temos uma representacio esquemética do niicleo e da imagem de uma transformagdo linear.

{ kex(T) D)
T w

Figura2 OniicleoeaimagemdeT: V> W

No Capitulo 3, definimos o posto de uma matriz como a dimensio de seu espago-coluna, e a nulidade de
uma matriz como a dimensdo do espago anulado pela matriz. Agora, vamos estender essas defini¢bes para
transformacdes lineares.

Definicio Seja T:V — W uma transformacao linear. O posto de T ¢ a dimensdo da imagem de '
T, e é denotado por posto(T). A nulidade de T é a dimensao do ntcleo de T, e € denotada por
nulidade(T).

EXEMPLO 5 Se A é umamatrize T =T, ¢é a transformagéo matricial definida por 7{(v) = Av, aimagem e o
nicleo de T sdo, respectivamente, o espago-coluna e o espago anulado por A, de acordo com Exemplo 1.
Assim, da Seg¢do 3.5, temos

posto(T) = posto(4) e nulidade(T) = nulidade(A4)
I%\« EXEMPLO 6 Encontre o posto e a nulidade da transformacio linear D : 3 — %P, definida por D (p(x)) = p'(x).
SOLUCAQ: No Exemplo 2, calculamos im(D) = @,, portanto,
posto(D) = dim P, =3

O nticleo de D é o conjunto de todos os polindmios constantes: ker(D)={a:aestiem R} ={a-1:aestd em
R}. Segue que {1} é uma base para ker(D), e, portanto,

nulidade(D) = dim(ker(D)) =1 3
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Dyg\\l EXEMPLO 7 Encontre o posto e a nulidade da transformacao linear S : #, - R definida por

S = | plo) dn
0

SOLUCAQ: Sabemos, a partir do Exemplo 3, que im(S) = R € posto(S) = dim R = 1. Sabemos também que

ker(S) = {-—g—i— bx:bem R}

={b(—}+ x):bem R}
= ger(—3 + x)

portanto, {—3 + x} € uma base para ker(S). Dessa forma, nulidade(S) = dim(ker(S)) = 1.

EXEMPLO 8 Encontre o posto e a nulidade da transformagcéo linear 7': My — My, definida por T{A) = AT,
SOLUGAO: No Exemplo 4, vimos que im(T) = Mo, e ker(T) = {O}. Segue que

posto(T)=dim My =4 e nulidade(T)=dim{O}=0 t 4

No Capitulo 3, vimos que o posto e a nulidade de uma matriz A mXn estdo relacionados pela férmula

posto(A) + nulidade(A) = n. Esse é o Teorema do Posto (Teorema 8 da Se¢éo 3.5). Uma vez que a transfor-
macéo matricial T = T4 tem R"” como seu dominio, poderiamos reescrever a relagdo como

posto(A) + nulidade(A) = dim R”

Essa versdo do Teorema do Posto se estende de modo natural as transformacdes lineares em geral, como
voc€ pode observar nos trés dltimos exemplos:

posto(D) + mnulidade(D) = 3 + 1 =4 = dim®; Exemplo 6
posto(S) + nulidade(S) =1 + 1 =2 = dim® Exemplo 7
posto(7) + nulidade(T) = 4 + 0 = 4 = dim My Exemplo 8

0 TEOREMA 2 O Teorema do Posto

Seja T: V — W uma transformacao linear de um‘e‘spa ¢o de dimenséo finita  em um espaco ve-
torial W. Entdo: - -

posto(7') + nulidade(T) = dim v

Na préxima se¢do, vocé verd como adaptar a demonstragio do Teorema 8 da Se¢do 3.5 para provar essa
versdo do resultado. Por hora, daremos uma demonstracao alternativa que ndo usa matrizes.

DEMONSTRACAO: Seja dim V = n e seja {vy, ..., v;} uma base para ker(T) — portanto, nulidade(T) =

dim(ker(7T)) = k. Como {vy, ..., v;} é um conjunto linearmente independente, ele pode ser estendido a uma
base de V, pelo Teorema 7 da Secio 6.3. Seja B={v,...,¥%, Y%ip,...,V,} uma bas§ obtida dessa maneira. Se
Pudermos provar que o conjunto C = {T(vk 1), ..., T(v,)} é uma base para im(T), entdo teremos que

posto(T) = dim(im(7T)) = n - k, e, dessa forma,
posto(T) + nulidade(T') = k + (n —k)=n=dim V

como desejado.
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Certamente C esta contido na imagem de 7. Para provar que C gera a imagem de 7, seja 7(v) um vetor na ima-
gem de 7. Entéo, v estd em V, e, como BB € uma base para V, podemos encontrar escalares cy, . . ., ¢, tais que

V=0Vt v GV o 0y,

nt'n
Como Vi, ...,V estdononucleo de T, temos que T(vy) = --- = T(v;) =0, portanto,

T(v) =T(c\vy + - + Vi + CeagVist 00+ €,V)
= CIT(vl) + ok CkT(vk) + Ck+lT(vk+l) +oot C”T(V,,)
Ck-HT(Vk-{—l) +oe F C/zT<vn)

il

Isso prova que a imagem de T é gerada por C.
Para provar que C € linearmente independente, suponha que existem escalares ¢4 4 1, . . . , ¢, tais que

CoatT(Ver) ¥+ ¢,T(v,) =0

Entéo, T(ck 4+ 1Vk+1 + -+ + Cy¥y) = 0, 0 que significa que ¢ 4 Vi 11 + --- + ¢,v, estd no nicleo de T e, por-
tanto, € expansivel como combinagéo linear dos vetores vy, ..., v, da base de ker(7) — digamos,

Cr+1Vg 41 +o CpVp = 1V +ot CrVi
Mas agora eV o OV T Vi — o — C¥, = 0
e a independéncia linear de B implica que ¢; =... =¢, =0. Em particular, ¢4 , 1 =... = ¢, = 0, 0 que significa
que C é linearmente independente.
Acabamos de provar que C € uma base para a imagem de 7, por isso, pelos nossos comentarios ante-
riores, a demonstracio estd completa. €
Ja verificamos o Teorema do Posto para os Exemplos 6, 7 e 8. Na pratica, esse teorema nos permite en-

contrar o posto e a nulidade de uma transformacao linear fazendo apenas a metade do trabalho. Os exem-
plos a seguir ilustram esse procedimento.

EXEMPLO 9 Encontre o posto e a nulidade da transformagao linear 7 : P, — %; definida por
T(p(x)) = xp(x). (Verifique se T é realmente linear.)

SOLUCAO: Fazendo detalhadamente, temos
T(a + bx + cx*) = ax + bx* + cx°
Segue que

ker(T) = {a + bx + cx’: T(a + bx + cx*) = 0}
={a+bx+cx2:ax+bx2+cx3=()}
={a+bx+cx*:a=b=c=0}

= {0}
portanto, nulidade(T") = dim(kexr(7T)) = 0. O Teorema do Posto implica que

posto(T) = dim %, - nulidade(T) =3-0=3

. E . s
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Observagdo: ¢ No Exemplo 9, uma vez que ¢ imediato ver que {x, x%, x’} é uma base para a imagem de
T, também seria simples encontrar o posto de T primeiro. Em geral, entretanto, € mais
facil calcular um deles (0 posto ou a nulidade de uma transformagcéo linear); em seguida,
podemos usar o Teorema do Posto para obter o outro. Com a pratica, vocé saberd qual o
melhor caminho a seguir.

EXEMPLO 10  Seja W o espago vetorial das matrizes simétricas 2X2. Defina uma transformacio linear
T:W — Pppor
T[Z lc)]=(a—b)Jr(b—c)x+(c——a))c2

—=p> (Verifique que T € linear.) Encontre o posto e a nulidade de T.

SOLUCAO: A nulidade de T é mais facilmente obtida que o posto, por isso vamos fazer o seguinte:

ker(T)={:Z IC)::T[Z ﬂ=0}
={Z f::(a—b)+(b—-c)x+(c—a)x2=0}
={Z l;::(a—b)=(b—c)=(c—a)=()}
RIMERE:
SIS {H)

Portanto, { E ﬂ } ¢ uma base para o nicleo de 7, e por isso nulidade(T) = dim(ker(7)) = 1. Pelo Teorema do

Posto e o Exemplo 21 da Secdo 6.3, temos que posto(7') = dim W —nulidade(T)=3-1=2.

Transformacoes Lineares Injetoras e Sobrejetoras

Vamos investigar critérios para determinar se uma transformagio linear € invertivel. As propriedades-
chave para essa discussdo sdo a injetividade e a sobrejetividade.

Definicdo Uma transformacdo linear 7: V. —> W € injetora se T leva vetores distintos de V em ve-
tores distintos de W. Se im(7') = W, entdo T € sobrejetora.

Observacoes ¢ A definicio de injetora pode ser escrita mais formalmente como:

T:V— W éinjetorase, paratodouevemV,
u 7 v implica que T{u) # 1{v)

Essa afirmacfo € equivalente a:

T:V—W éinjetorase,paratodouevemV,

T(u) = I{v) implicaqueu=v.
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A Figura 3 ilustra essas duas afirmacdes.

T T
1% w vV W
(a) T é injetora (b) T nao é injetora

Figura 3

+ Uma outra maneira de escrever a defini¢do de sobrejetividade é a seguinte:

T:V — W ¢ sobrejetora se, para todo w em W, existe pelo menos um v em V tal que

w=1T(v)

Em outras palavras, dado w em W, serd que existe algum v em V tal que w = T{v)? Se, para um w arbitrario,
conseguirmos resolver essa equagdo para v, T serd sobrejetora (veja a Figura 4).

1% w Vv w
(a) T ¢ sobrejetora (b) T nédo é sobrejetora

Figura 4

EXEMPLO 11  Quais das seguintes transformagdes lineares sdo injetoras? E quais sdo sobrejetoras?
5 2x

(a) T: R? > R3 definida por T[y] =lx=—y

0

%:\ (b) D : P3 — P, definida por D(p(x)) = p'(x)

(¢) T': My, — My, definida por T(4)= AT
X2

]. Entio:
Y2

SOLUCAQ: (a) Seja T[ J = T[

X1
N

k]

portanto, 2x; = 2x; e x1 ~ y; = x; - y. Resolvendo essas equacdes, vemos que x{ = x3 € y1 = y,. Dessa forma,

X L. .
[yl} = [;ZJ e, conseqlientemente, 7 € injetora.
1 2
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T ndo é sobrejetora, pois sua imagem ndo é todo 3. Para ser mais especifico, ndo existe vetor [x] em 2
Yy

0
= tal que T[ﬂ = {0} (Por que nao?)

(b) No Exemplo 2, provamos que im(D) = %,, portanto, D € sobrejetora. Mas D ndo € injetora, uma vez que
diferentes polinémios de %, podem ter a mesma derivada. Por exemplo, w3 #x3 + 1, mas D(x3) =3x2= D(x? + 1).
(c) Sejam A e B em M,,, com T(A) = T(B). Entao, AT = BT, portanto 4 = (AT)T =(BT)T = B. Segue que T ¢ in-
jetora. No Exemplo 4, provamos que im(T) = M. Segue que T € sobrejetora. &

Existe um critério muito simples para determinar se uma transformacéo linear € injetora.

4 TEOREMA 3

Um transformacio linear T: V — W ¢ irijetorase e somente se ker(T) = {0}.

DEMONSTRACAO: Assuma que T ¢ injetora. Se v estd no niicleo de 7, entdo T(v) = 0. Mas sabemos que
T(0) = 0, portanto, T(v) = T{0). Como T € injetora, isso implica que v = 0, portanto o tnico vetor no nticleo de
T é o vetor nulo.

Reciprocamente, assuma que ker(T') = {0}. Para provar que T ¢ injetora, sejam u e v em V tais que T{u) =
T(v). Entdo, T(u ~ v) = T(u) - T(v) = 0, o que implica que u — v est4 no nicleo de T. Mas ker(T) = {0}, por-
tanto, devemos ter u — v = 0, ou, equivalentemente, u = v. Isso prova que 7 € injetora. ¢

EXEMPLO 12 Prove que a transformagcdo linear T : R? — 4 definida por

T|% | =a+ (a+b)x
HEEEY

¢ injetora e sobrejetora.

SOLU(;AO: Se {Z] esta no nicleo de T, entdo

a

O:T{b

}=a+(a+b)x

b

Z] = [8} Conseqiientemente, ker(T) = {{O]} eT

Com isso,a =0ea+ b =0. Assim, b = 0, e, portanto, [

€ injetora, pelo Teorema 3.
Pelo Teorema do Posto,

posto(7) = dim R?* — nulidade(T) =2 —-0=2

Portanto, a imagem de T é um subespag¢o bidimensional de R2, e isso implica que im(T) = R2, Segue que T é
sobrejetora. L 4

@

Para transformacdes lineares entre dois espagos vetoriais n-dimensionais, a injetividade e a sobre-
jetividade estdo fortemente relacionadas. Observe primeiro que, para uma transformacéo linear
T:V — W, kex(T) = {0} se e somente se nulidade(T) = 0, e T € sobrejetora se, e somente se,
posto(T') = dim W. (Por qué?) A demonstragio do préximo teorema utiliza, essencialmente, o
método do Exemplo 12.
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€ TEOREMA 4 |
Suponha que dim V' = dim W = z. Entao, uma transformacdo linear 7: V — W ser4 injetora se, ¢
somente se, for sobrejetora. : | :

DEMONSTRACAO: Assuma que T seja injetora. Entéo, nulidade(T") = 0, de acordo com o Teorema 3 € a ob-
servagdo que precede o Teorema 4. O Teorema do Posto implica que

posto(T) = dim V - nulidade(T)=n-0=n

Portanto, T € sobrejetora.
Reciprocamente, assuma que 7 seja sobrejetora. Entdo, posto(7') = dim W = n. Pelo Teorema do Posto,

nulidade(T) = dim V - posto(T)=n-n =0
Assim, ker(T)={0}, ¢ T é injetora. ¢

Na Secdo 6.5, ressaltamos que, se 7: V — W é uma transformagcéo linear, entfo a imagem de uma base
para V, aplicando-se 7, nfio € necessariamente uma base para a imagem de 7. Agora, veremos uma condi¢iio
que garante que uma base de V serd levada por T a uma base de W,

€ TEOREMA 5

Seja T': V — W uma aplicacdo linear injetora. Se § = {v, ..., V¢} € um conjunto linearmente in-
dependente em V, entdo 7(S) = {T(vy), ..., T(v)} € um conjunto linearmente independente em W,

DEMONSTRACAO: Sejam cy, ..., ¢, escalares tais que

CIT(Vl) + - 4 CkT(Vk) = 0

Entéo, T(civi + = + ¢,vp) = 0, 0 que implica que ¢yvy + -+ + ¢V, estd no nicleo de 7' No entanto, como T é
injetora, ker(T') = {0}, pelo Teorema 3. Assim,

v+t v, =0

Mas {vy, ..., v} é linearmente independente, por isso todos os escalares c; devem ser 0. Portanto, {T(vy), ...,
T(v)} é um conjunto linearmente independente. ¢

COROLARIO 6
Suponha que dim V = dim W = n. Ento, uma transformacdo linear injetora T:V—> w leva uma

base de V em uma base de W,

DEMONSTRAGAO: Seja B ={vy, ..., v,} uma base de V Pelo Teorema 5, T(B) = {T(vy), . .., T(v,,)} é um con-
junto linearmente independente em W, portanto, s6 precisamos provar que 7{53) gera W, Mas, pelo Teorema
2 da Segdo 6.5, T(B) gera a imagem de 7. Além disso, T € sobrejetora, de acordo com o Teorema 4, por isso
im(T") = W. Conseqiientemente, 7{58) gera W, o que completa a demonstracdo. €
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EXEMPLO 13 Seja 7: R’ — @, a transformacio linear do Exemplo 12, definida por

Tm =a+ (a+b)x

Entdo, pelo Coroldrio 6, a base canonica & = {e;, e;} de R? é levada em uma base T(E) = {T(e)), T(e,)} de Py.
Vemos que

T(e,) = Tm —l+x e T(e) = Tm .

Segue que {1 + x, x} € uma base de P;.

Podemos agora determinar quais transformacdes lineares 7: V — W sdo invertiveis.

€ TEOREMA 7

Uma transformacdo linear 7': V — W serd invertivel se, e somente se, for injetora e sobrejetora.

DEMONSTRACAO: Assuma que T ¢ invertivel. Entdo, existe uma transformagcéo linear 7-!: W — V tal que
T‘loTzlv [+ TOT—“}:I;,V
Para provar que T € injetora, seja v pertencente ao ntcleo de 7. Entédo, 7(v) = 0. Portanto,

THT(¥) =T7'0)=(T""=T)v) =0
=J(v)=0
=v=290

o que garante que ker(7T") = {0}. Portanto, T ¢ injetora, pelo Teorema 3.
Para provar que T é sobrejetora, seja w um elemento de W, e seja v = T~}(w). Entdo:

T(v) = T(T"(w))
= (T°T™")(w)
= I(w)

=W

0 que prova que w é a imagem de v por 7. Como v é um elemento de V, isso prova que T ¢ sobrejetora.
Reciprocamente, assuma que T seja injetora e sobrejetora. Isso significa que nulidade(7) = 0 e posto(T) =
dim W. E necessdrio provar que existe uma transformaco linear 7" : W — V talque 7" e T=Iy e To T' = Iy,
Seja w um elemento de W. Como T € sobrejetora, existe algum vetor v em V tal que 7(v) = w. De fato, existe
um tnico vetor v com essa propriedade, pois, se v’ fosse um outro vetor de V tal que T(v') = w, entdo T(v) =
T(v'), como T é injetora, temos que v = v'. Portanto, faz sentido definir uma aplicagédo 7' : W— V por T"(w) = v.
- Segue que

(T =T)(v) =TT(¥) =T'(w) = v
¢ (ToT')w)=T(T' (W) =T() =w

Portanto T" o T=Iye To T' = Iyy. Agora, é necesséario provar que 7’ é uma transformacdo linear.
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Para isso, sejam w; e Wz em W, e sejam ¢; e ¢, escalares. Como feito anteriormente, sejam 7{v{) = w; e
? '
T(Vz) = W»y. Entdo vy = T'(Wl), V2= T (Wz) €

T'(eow + oawy) = T'(c,T(vy) + ¢;T(v,))
=T'(T(ev + &w))
= I{c;v; + ;v)
=V + GV

o’ (w) + ;T (w,)

Conseqilentemente, 7" € linear e, portanto, pelo Teoréma 4 da Se¢g0 6.5, 7" = T"1. ¢

Isomorfismos de Espacos Vetoriais

Agora estamos em condigdes de descrever, em termos concretos, o que significa dizer que dois espagos
vetoriais sdo “essencialmente 0 mesmo”.

~ Definicdo  Uma transformacéo linear T: V — W é um iSomorfismo quando ¢ injetora e sobre-
Jetora. Se V e W sdo dois espacos vetoriais tais que existe um isomorfismo de V em W, entio
dizemos que V é isomorfo a W e denotamospor V.= W.

EXEMPLO 14 Prove que ?,_, e R" sdo isomorfos.

SOLUGAO: O processo de formar o vetor de coordenadas de um polindmio nos mune de um possivel iso-
morfismo (como j4 observamos na Segdo 6.3, apesar de ndo termos usado o termo isomorfismo naquela

ocasido). Especificamente, defina T: ?,_,—R" por T(p(x)) = [p(x)]s, onde € = {1, x, . .., x""'} é a base candnica
de ®,_, — isto é,
ay
n—1 a
T(ay+ax +-+a, x" ) = .
a

n-1

O Teorema 3 da Segéo 6.3 prova que 7 é uma transformacéo linear. Se pX)=ap+ax + - +a, 1x" 1 estd no
ntcleo de T, entdo

ay 0

D =Tlag+ax o+ ax ) =

ay-1 0
Assim,ap=a; =+ - =a,_; =0, e por isso p(x) = 0. Portanto, ker(T) = {0}, e T'é injetora. Como dim P, =dmR*=n,T
também € sobrejetora, pelo Teorema 4. Dessa forma, T é um isomorfismo, e ®,_, = R". <

EXEMPLO I5 Prove que M,,,, e R™" sdo isomorfos.

SOLUGCAQ: Uma vez mais, a aplicacdo definida
pela formagdo do vetor de coordenadas de M,,,
para R™" (como no Exemplo 15 da Segfo 6.3) é um
isomorfismo. Os detalhes da demonstracdo sio
deixados como exercicio. @

Os termos isomorfismo e isomorfo sdo derivados de
_duas palavras gregas: isos, que significa “igual”, e
morph, “forma”. Assim, falando figurativamente, es-
 pagos vetoriais isomorfos tém “a mesma forma”.
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Na verdade, a maneira mais facil de dizer se dois espagos vetoriais sio isomorfos é simplesmente verificar
suas dimensdes, cOmo nos mostra o teorema a seguir.

& TEOREMAS8

Sejam V e W dois espacos vetoriais de dimensdo finita. Entdo, V é isomorfo a W se, e somente
se,dim V =dim W. ‘ ‘ '

DEMONSTRACAO: Seja n = dim V Se V é isomorfo a W, entfio existe um isomorfismo 7 : V — W, Como T é
injetora, nulidade(T") = 0. O Teorema do Posto implica que

posto(T) = dim V — nulidade(T)=n-0=n
Portanto, a imagem de T € um subespaco n-dimensional de W. No entanto, como T é sobrejetora, W
= im(T'), portanto dim W = n, como queriamos demonstrar. :
Reciprocamente, assuma que V e W tenham a mesma dimenséo, n. Seja B ={vy, ..., v,,} uma base para V,
4 e seja C = {wy, ..., wW,} uma base para W. Vamos definir uma transformacéo linear 7: V — W e entdo provar
: que T é injetora e sobrejetora. Um vetor v de V, arbitrario, pode ser escrito de forma tnica, como uma com-
binagdo linear dos vetores da base B — digamos,

V=V Tty

n

Definimos T por

T(V) =W +oe CyW,

—@} E imediato verificar que T é linear. (Faga-0.) Para ver que T € injetora, suponha que v esteja no
nucleo de 7. Entéo:

cwy +o+ew,=Tv) =0
¢ a independéncia linear de C implica que ¢y = - - - = ¢, = 0. Mas entéo
V=ciVi+ -+ V=0

portanto, ker(T') = {0}, o que significa que T é injetora. Como dim V = dim W, T também € sobrejetora, pelo
Teorema 4. Portanto, T é um isomorfismo, e V=W

EXEMPLO 16 Prove que R" e 2, ndo sdo isomorfos.

N SOLUCAO: Como dim R” =1 #n + 1 = dim ®,,, R"” e ?,, ndo sio isomorfos, pelo Teorema 8.
EXEMPLO 17 Seja W o espago vetorial das matrizes simétricas 2X2. Prove que W € isomorfo a R,

SOLUQA(S: No Exemplo 21 da Segdo 6.3, provamos que dim W = 3. Assim, dim W = dim R3, e portanto
W = R3, pelo Teorema 8. (Existe um candidato bvio para um isomorfismo 7: W — R3. Qual é7) ¢

Observagio: + Nossos exemplos sdo todos de espagos vetoriais reais, mas 0s teoremas que provamos sdo
verdadeiros para espacos vetoriais sobre nimeros complexos C ou Z,, onde p é um
primo. Por exemplo, o espago vetorial My (Z,) das matrizes 2X2 com elementos de Z
tem dimensdo 4 como um espaco vetorial sobre Z;, €, assim, Myy(Z,) = Z;.

75
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€ EXERCICIOS 6.6 ¢

.1. Seja T: My — My @ transformacdo linear definida por

e al= 15 d]

(a) Quais das seguintes matrizes pertencem a ker(T)?

o2 Wi wf

Quais das matrizes do item (a) pertencem a im(T)?

(c) Descreva ker(T) e im(T').

2. Seja T : My, —R? a transformagio linear definida por
T(A) = tr(4).

(a) Quais das seguintes matrizes pertencem a kex(T)?

ol wld @) ]

(b) Quais dos seguintes escalares pertencem a im(7)?
o @y -2 G yvvz o

(c) Descreva ker(T) e im(T).

3.SejaT : P, —R? a transformacio linear definida por

T(a + bx + cx?) = [Z;Ij

(a) Quais dos seguintes polindmios pertencem a ker(T)?

H1+x (@({)x—x* (i)1+x—x2

(b) Quais dos seguintes vetores pertencem a im(7)?

.10 |1 . |0
o) ol @]

{c) Descreva ker(T) e im(T).

4. Seja T: P — P, a transformagio linear definida por

T(p(x)) = xp'(x).
A
(a) Quais dos seguintes polindmios pertencem a ker(T)?
@H2 @G)x* @)1-x

(b) Quais dos polindmios do item (a) pertencem a im(7)?
(c) Descreva kex(T) e im(7).

Nos Exercicios de 5 a 8, encontre bases para o niicleo e a
imagem da transformacao linear T do exercicio indicado.
Em cada caso, encontre a nulidade e o posto de T e veri-

fique o Teorema do Posto.
5. Exercicio 1 6. Exercicio 2
7. Exercicio 3 8. Exercicio 4

Nos Exercicios de 9 a 14, encontre a nulidade ou o posto de
1, e entdo use o Teorema do Posto para encontrar o outro.

o[
c—d
10. T : @, — R? definida por T(p(x)) = Bgm

9.7 : M, — R? definida por T{Z

1. T:My— My

B

-1 1

12. T : My — M,, definida por T(A) = AB ~ BA, onde
1 -1

=] i

13. T : &, — R definida por T(p(x)) = p'(0)

14.T : My, — M3, definida por T(A)= A - AT

definida por T(A) = AB, onde B =

Nos Exercicios de 15 a 20, determine se a transformacio
linear T é (a) injetora e (b) sobrejetora.

2 _—
15.7: R> 5 R? deﬁnidaporT[x} = { * y}
y x+ 2y
. x—2y
16. 7 : R* - R*® definida por T[ } =|3x+y

%i\ Y x+y

2a—b
17.7: %, — R’ definida por T(a + bx + cx*) = |a+ b — 3¢

c—a
18.T : @, — R? definida por T(p(x)) = [iﬁi’ﬂ

| a—b b-c
. @3 - _
19.T : R’ — My, definida por T| b [a+b b+cJ
c

a+b+c b——2c]
b—2c ’

onde W € o espago vetorial das matrizes simétricas 2x2.

a
20.7 : R* — W definida por T'| b :[ e
c

Nos Exercicios de 21 a 26, determine se V e W sio isomorfos.
Caso sejam, descreva explicitamente o isomorfismo TV — W,

21. V = D3 (matrizes diagonais 3X3), W = R3

22. V = 83 (matrizes simétricas 3X3), W = U; (matrizes
triangulares superiormente 3%3)

23. V = Sz (matrizes simétricas 3X3), W = §; matrizes anti-
simétricas 3X3)

24.V =Py, W={p(x)em P;: p(0) = 0}
25.V=C,W=R?
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26.V={Aem M: tr(A) =0}, W= R? 34.Sejam S V—->WeT: U=V transformacdes lineares.

27. Prove que T : P, — P, definida por T(p(x)) = p(x) +  (a)Prove que, se S o T é injetora, entdo T também o &,
p'(x)é um isomorfismo.

i?ﬁ\

28. Prove que T: P, — P, definida por T(p(x)) = p(x - 2) é
um isomorfismo.

29, Prove que T': %, — @, definida por T(p(x)) = x”p<%>
& um isomorfismo.

30. (a) Prove que 6[0, 1] = €[2, 3] [Sugestdo: defina T : (b) Prove que, se dim V' > dim W, entdo T ndo pode ser
@[0, 1] — €[2, 3] tomando 7{f) como a fungdo cujo valor Injetora.

(b) Prove que, se S o T' € sobrejetora, entdo S também o &,

35. Seja T': V — W uma transformacio linear entre dois
espagos vetoriais de dimens&o finita.

(a) Prove que, se dim V < dim W, entdo T nfo pode ser so-
brejetora.

em x é (T(f))(x) = flx - 2), para x no intervalo [2, 3] 36. Sejam n + 1 ndmeros reais distintos, ay, ay, ..., a,.
(b) Prove que 6[0, 1]= %[a, a + 1], para todo a. Defina T: %, — R"* ! por

31. Prove que €[0, 1] = €[0,2].

32. Prove que [, b] = 6[c,d] paratodoa<bec<d plag)

33.Sejam S: V—We T: U— V transformagdes lineares. T(p(x)) = p(:al)

(a) Prove que, se S € T sdo injetoras, entdo S o T também o é. (' )
p all

(b) Prove que, se S e T sdo sobrejetoras, entdo S o T tam-
bém o €. : Prove que T é um isomorfismo.

6.7 A Matriz de uma Transformacao Linear

5

= Teorema 2 da Sec¢fo 6.5 provou que uma transformacio linear 7': V — W fica completamente deter-
% ;% minada pelo seu efeito em um conjunto gerador de ¥ Em particular, se sabemos como T age em uma
% base para V, entdo podemos calcular 7(v) para qualquer vetor vem V. O Exemplo 7 da Segédo 6.5 ilus-
trou esse procedimento. Implicitamente, usamos essa propriedade tdo importante das transformacoes linea-
res no Teorema 2 da Seco 3.6 para nos auxiliar a calcular a matriz candnica de uma transformacéo linear T :
R" — R™. Nesta se¢do, vamos provar que toda transformac¢io linear entre espacos vetoriais de dimensdo
finita pode ser representada como uma transformacfo matricial.

Suponha que V seja um espaco vetorial n-dimensional, W seja um espaco vetorial m-dimensionale T: V
— W seja uma transformacéo linear. Sejam B e C bases para V e W, respectivamente. Entéo, a aplica¢do
que leva v no vetor de coordenadas R(v) = [v]z define um isomorfismo R : V — R". Ao mesmo tempo, temos
um isomorfismo S : W — R” dado por S(w) = [W]¢, 0 que nos permite associar a imagem 7(v) com o vetor
[T(v)]c em R™. A Figura 1 ilustra as relaces.

:;%f‘\

Figura |
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Como R é um isomorfismo, ele ¢ invertivel; podemos entdo formar a aplicacio composta

SoToR:R'—>R"

que leva [v]p em [T{¥)lc. Uma vez que essa aplicagdo vai de R” a R™, sabemos, do Capitulo 3, que é uma
transformagdo matricial. Qual € entdo a matriz candnica de S o 7' R~1? Gostariamos de encontrar A, ama-
trizmXn tal que A[v]s = (ST o R™')([v]3). Ou, como (S T o R™N([v]z) = [T(¥)]e, © que queremos é

Alvls = [T(W)]e

Surpreendentemente, A é ficil de ser encontrada. A idéia basica é a mesma do Teorema 2 da Secdo 3.6. As
colunas de A sdo as imagens dos vetores da base canonica de R” pela aplicagdo de S o T o R!, Mas, se
B ={v,...,v,} €éuma base para V, entdo

R(v;) = [v]5
0

<— i-ésimo elemento

i

portanto, Rl(e;) = v,. Conseqiientemente, a i-ésima coluna da matriz A que procuramos € dada por

(SoToR™")(e) = S(T(R(e,)))
= S8(T(v))
=[T(v)]e

que € o vetor de coordenadas de 7(v;) em relacdo a base C de W,

Resumimos essa discussdo como um teorema:

€ TEOREMA |

Sejam V e W dois espacos vetoriais de dimenséo finita com bases B e C, respectivamente, onde
B={vi,...,v,}.Se T:V— Wéuma transformacdo linear, entdo a matriz A mxn, definida por

A= 0760k [T | [T0)e]

satisfaz a equacdo

Al

para todo vetorvem V.
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A matriz A do Teorema 1 € conhecida como matriz de T em relagdio as bases B e C. Essa relacio ¢ ilustrada
a seguir. (Lembre-se de que T4 denota a multiplicagao por A.)

v — T(¥)
$ 4

[¥]s —= A[v]s = [TW)]e

Observagoes: o As vezes, a matriz de uma transformacio linear T em relacio as bases B e C é denotada
, por [T]c. s Observe a direcéio da flecha: da direita para a esquerda (e ndo da esquerda
para a direita, como em 7 : V — W). Com essa notagéo, a equacéo final do Teorema 1

torna-se

[Tlecslv]s = [T(¥)]e

Observe que os Bs nos subscritos aparecem lado a lado e parecem se “cancelar” mutua-
mente. Em palavras, essa equacéo diz “A matriz de T, multiplicada pelo vetor de coorde-

nadas de v, € igual ao vetor de coordenadas de T(v)”.
No caso especial onde V = We B = ¢, escrevemos [T ]z (em vez de [T]s<5). O Teorema 1
entdo afirma que

[T1slv]s = [T(V)]s

¢ A matriz de uma transformagcéo linear em relac@o as bases dadas & unica — isto é, para
qualquer vetor v de V, existe somente uma matriz A com a propriedade especificada pelo
Teorema 1, ou seja,

Alv]s = [T(v)]e

(Sera pedido que vocé prove isso no Exercicio 39.)

¢ O diagrama que aparece apds o Teorema 1 € as vezes chamado de diagrama comutativo,
pois podemos comegar no canto superior esquerdo com o vetor v e chegar a [T{v)]c no
canto inferior direito de duas maneiras diferentes, mas equivalentes. Se, como fizemos
anteriormente, denotarmos por R e S as aplica¢des coordenadas que levam va [v]z e wa
[w] ¢, respectivamente, poderemos resumir essa “comutatividade” por

SeT=T,°R

A raz8o para usarmos o termo comutatividade torna-se clara quando V= We B = C, pois
¢ entdo também temos que R =S, ¢

RoeT=T,°R

sugerindo que a aplicacdo coordenada R comuta com a transformacao linear 7' (desde
que usemos a versdo matricial de T — ou seja, T, = Ty, — onde for necessario).

¢ A matriz [T].. 5 depende da ordem dos vetores nas bases B e C. Ao rearranjar os vetores
de qualquer uma das bases, afetamos a matriz [T]..p. [ Veja 0 Exemplo 2(b).]

EXEMPLO | SejaT: R > R2a transformacao linear definida por

o x — 2y
Ty =[x+y—3zJ
Z

-
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e sejam B = {e,, e, €5} € C = {€, e(} bases para R? e R?, respectivamente. Encontre a matriz de T em relagdo
V 1

as bases B e C e verifique o Teorema 1 parav = 3.
-2
SOLUCAO: Primeiro, calculamos

T(e,) = EJ T(e,) = [—ﬂ, T(ey) = {_g}

Em seguida, precisamos conhecer seus vetores de coordenadas em relacdo a base C. Uma vez que

1 =2 0
[1}=e2+el, [ 1J=e2—2e1, {_3}=—3e2+0e1

temos

1 -3
Tl =y} rek=[ )} mene=|7]
Portanto, a matriz de T em relagdo as bases Be C é

A= [Tlecs = [[T(e))]c [T(ex))e [T(es5)]c]
_ [1 1 —3}
1 -2 o0

Para verificar o Teorema 1 para v, primeiro calculamos

1
T(v) =T _; = [;ﬂ
1
Entdo, [vls=1] 3
-2
e o[-

=35>  (Verifique esses resultados.)
Usando todos esses fatos, podemos confirmar que

1
1 -
1 3} N [—10

A=} 17 o] = 17

=2

2L EXEMPLO2 SejaD: %5 — @, o operador diferencial D(p(x)) = p'(x). Sejam B = {1, x, 2, '} e C = {1, x, %}

bases para P e P, respectivamente.

(a) Encontre a matriz A de D em relago as bases B e C.
(b) Encontre a matriz A’ de D em relacdo as bases B’ e C, onde B' = {2, X% x, 1},
(¢) Usando o item (a), verifique o Teorema 1 calculando D(5 — x + 2x% e D(a + bx + cx* + dxd),
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SOLUGAO: Primeiro observe que D(a + bx + cx* + dx®) = b + 2¢x + 3dx?. (Veja o Exemplo 2 da Secéo 6.6.)
(a) Uma vez que as imagens da base B pela aplicacdo D sio D(1) =0, D(x) = 1, D(x?-) = 2x e D(x?) = 3x2, seus
vetores de coordenadas em relagdo a base C sdo

1 0 0
» [DE)]e=1{01, [DO)]e = {2} [D(x%)], = {o}
0 0 3

A =[Dlecs = [[DW)]e | [D(¥)]e | [DED]e | [D(x)]e]

U

b) Como a base B’ € apenas a base B na ordem inversa, vemos que
b

o OO

(D) = Ii

Conseqiientemente,

<o O O
O O e
S N O
W o o

A" = [Dlecy = [[D(x)]e | [D(x)]e | [D(x)]e | [D1)]e]

0 01
0 2 0
300

(Isso mostra que a ordem dos vetores nas bases B e C afeta a matriz de uma transformacio em relacio a essas
bases.)
(c) Primeiro, calculamos D(5 - x + 2x%) = -1 + 6x? diretamente, obtendo o vetor de coordenadas

ey

O OO

-1
(D5 — x +2x)]e=[-1+ 6x*] = { O:l
6

Por outro lado,

5
[5-x+23)= -1
¢ 0
2
portanto,
0100 _i ~1
Al5—x+2X=10 0 2 0 ol= 0 =[D(5—-x+2x3)]c
0 003 N 6

0O que estd de acordo com o Teorema 1. Deixamos a demonstracio do caso geral como um exercicio. ¢

Como a transformacgo linear do Exemplo 2 € facil de ser usada diretamente, ndo ha vantagem em usar
Sua matriz para fazer calculos. Entretanto, em outros exemplos — especialmente nos grandes —, o método
que usa matrizes pode ser mais simples, uma vez que é muito bem adaptado para implementagio computa-
cional. O Exemplo 3 ilustra a idéia basica por trds desse método indireto.
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EXEMPLO 3 Seja T: P, — P, uma transformacéo linear definida por
T(p(x)) = p(2x = 1)

(a) Encontre a matriz de T em relacdo a base £ = {1, x, x%}.
(b) Calcule T(3 + 2x - x?) indiretamente, usando o item (a).

SOLUCAO: (a) Temos que

T(1) =1, T(x)=2x—-1, T(x*)=2x~1)?=1— 4x + 4x*

e, assim, os vetores de coordenadas sio

1 -1 1
[T(1)]; = [o}, [T(x)]s = [ 2}, (T()] = [_4]

1 -1 1
[Te = [UTM)]e [T | [T(H)]e] = {0 2 *4}

Portanto,

<
(e
=N

(b) Aplicamos desta maneira o Teorema 1: o vetor de coordenadas de p(x) = 3 + 2x ~ x2 em relacéo a base £ é

3
[p(x)]e = { 2}
-1

[T +2x = x*)]e = [T(p(x))]
= [Tllp(x)]e
-1

I

Segue que T(3+2x~x%)=0-1+8 x-4-x? =8~ 4x% (Calcule T(3 + 2x —x}) =3 + 22x ~ 1)~ (2x - 1)
diretamente, para verificar essa afirmacéo.) &

Portanto, pelo Teorema 1,

A matriz de uma transformacao linear as vezes pode ser usada de formas surpreendentes. O Exemplo 4
mostra sua aplicagdo a um problema tradicional de Calculo.

dado por W = ger(e®*, xe**, x%3*). Como o conjunto B = {e*, xe™, x?¢**} ¢ linearmente independente

%)Y(\ EXEMPLO 4  Seja & o espaco vetorial das fungdes diferencidveis. Considere o subespago W de @
=8>  (por qué?), ele é uma base para W.

(a) Prove que o operador diferencial D aplica W sobre si mesmo.

(b) Encontre a matriz de D em relagdo  base B.

(c) Calcule a derivada de 5¢3* + 2xe>* — x2¢™ indiretamente, usando o Teorema 1, e verifique-a usando
o item (a).
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SOLUGAO: (a) Aplicando D a um elemento genérico de W, vemos que
D(ae™ + bxe™ + cx?*) = (3a + b)e* + (3b + 2¢)xe™ + 3cxle™

~=p> (verifique isso), que € um elemento de W.

(b) Usando a férmula do item (a), temos que

D(ae™ + bxe™ + cx’¢*) = (3a + b)e™ + (3b + 2c)xe™ + 3cx’e™

3 1 0
[D(e)]s = M [D(xe™)]s = M [D(xe)]s = H
0 0 3

portanto,

Isso implica que

W N O
e — 1

O O W
O W e

[D]s = [[D(e™)]s | [D(xe™)]5 | [D(x’e™)]s] = {

(c) Para f(x) = 5¢** + 2xe>* — x2¢>*, vemos, por inspegio, que

5
f)s=| 2
-1
Assim, pelo Teorema 1, temos

31 0] 5 17
[D(f(x))]Bz[D]s[f(x)]lg:{O 3 2“ z}z[ 4}
0 0 3JL-1 -3

0 que, por sua vez, implica que f'(x) = D(f(x)) = 17e3* + 4xe3* — 3x%3*, e esse resultado estd de acordo com a
férmula obtida no item (a). L 4

Observacio: ¢ O objetivo do Exemplo 4 ndo € provar que esse método é mais facil do que o célculo (di-
reto) da derivada. Ndo ha divida de que, uma vez obtida a férmula do item (a), ndo
temos muito o que fazer. O que merece ser destacado é que métodos matriciais podem
ser usados no que parece, na superficie, ser um problema de Célculo. Exploraremos essa
idéia com mais detalhes no Exemplo 8.

EXEMPLO 5 Seja V um espago vetorial n-dimensional, e seja I a transformagéo identidade em ¥ Qual € a ma-
triz de J em relagdo s bases B e C de V, se B = C (inclusive quanto 4 ordem dos vetores da base)? E se B# C?

SOLUCAOQ: Seja B = {v,, ..., v,}. Entdo, I(v;) = vy, . .., I(v,) = V,, portanto,

I0))s= | | =en [O)Is=|: | =en - HOs=]|"|=e,
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e,se 5=,

e = [LO6D)]s 1 )]s £ [I(%,)]5]

(
[el ) ' en]
1

Il

Il

H

a matriz-identidade nXn. (Era o que vocé esperava, ndo?)
No caso de B # C, temos

[I(v)]e = vile ..., [{(v)]e = (Ve

portanto,
Hlees = ([vile i-i (Vale]
= PC<—B

a matriz de mudanga de base de 3 paraC.

Matriz da Transformacdo Linear Composta e Matriz da Transformacio Linear Inversa

Vamos generalizar os Teoremas 3 e 4 da Secdo 3.6 para obter um resultado que nos permitird encontrar
facilmente a inversa (se existir) de uma transformacdo linear entre dois €spacos vetoriais de dimensdo finita.

€ TEOREMA 2

Sejam U, Ve W espacos vetoriais de dimensao finita com bases B,CeD, respectivamente. ;
Sejam T : U—>VeS:V— W transformacées lineares. Entdo: '

LA

2 e 7 : [S [ TJD(._B = [S}DG—C[T]C‘-—B

Observagdes: ¢ Em outros palavras, esse teorema diz “A matriz da composta € o produto das matrizes”.
¢ Note que os “subscritos internos” ¢ devem ser 0$ mesmos € parecem se cancelar mutua-
mente, deixando apenas os “subscritos externos” na forma D « B.

DEMONSTRACAO: Vamos provar que as colunas correspondentes das matrizes [ o Tlpes € [Slpec[T]eep sd0
as mesmas. Seja v; o i-ésimo vetor da base . Entdo, a i-ésima coluna de [SoTlp s €

(S TYW)]p = [S(T(¥)]»
= [SlpecT(V)1e
= [SlpeelTlees[Viln

pela aplicagio do Teorema 1, duas vezes. Mas [vi]s = ¢; (por qué?), por isso
[S}De—c[T]a—B[Vi] = [SloeclTlecpe;

€ a i-ésima coluna da matriz [SIpec[T]ee s Conseqiientemente, a i-ésima colunade (S T],, seade (STpe[Tleepsdo
iguais, como querfamos provar. ¢
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EXEMPLO 6  Use métodos matriciais para calcular (S o T)[;j para as transformagcdes lineares S e 7 do

Exemplo 8 da Segdo 6.5.

SOLUgAO: Lembre-se de que T: R* > P, e §: P — P, sdo definidas por

T[;j=a+(a+b)x e S{a + bx) = ax + bx?

Escolhendo as bases candnicas £, £, e £” para R2, P e Py, respectivamente, vemos que

[T}&—SZE ﬂ e [Slece =

O e D
- O O

(Verifique isso.) Pelo Teorema 2, a matriz de S° T em relaggdoa e £" €

I
=
o

~
=
1
Cn

[(SoT)]ere

I
O = o
»—*OOT:
O
_ o
| I
I
[ S )
_ o o

Assim, pelo Teorema 1,

Il

] -]
0

0 0 .
1 O[b}= a
1 1 a+b

I

Conseqiientemente, (S o T') [Z} = ax + (a + b)x?, 0 que estd de acordo com a solugdo encontrada para o Exemplo 8

da Se¢do 6.5.

No Teorema 7 da Seciio 6.6, provamos que uma transformacfo linear € invertivel se, e somente se, ela for
Injetora e sobrejetora (isto é, se ela for um isomorfismo). Quando os espagos vetoriais envolvidos tém dimen-
$4o finita, podemos utilizar os métodos matriciais que desenvolvemos para encontrar a inversa de uma trans-

formagdo linear dessas.

© TEOREMA 3

Seja T': V — W uma transformacio linear entre espacos vetoriais n-dimensionais V e W, e sejam
B e C bases para V e W, respectivamente. Entao, T é invertivel se, e somente se, amatriz[T] ¢ g
for invertivel. Nesse caso,

((Tleen) ' = [T 'sec
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DEMONSTRACAQ: Observe que as matrizes de T'e de T~ (se existir) sdo nXn. Se T € invertivel, entdo TtoT=1y
Aplicando o Teorema 2, obtemos

L,=[Iy]s=[T""Tl
= [T el T)ees

Isso mostra que [T] ¢ g é invertivel e que ([Tlees)™ = [T ' pec-
Reciprocamente, considere invertivel A =[T] ¢ 5. Para provar que T'¢ invertivel, € suficiente mostrar

—>> queker(T) = {0}. (Por qué?) Para isso, seja v no niicleo de 7. Entdo, T(v) = 0, por isso

Alvlg = [TlewslVls = [T(W)]e = [0]c = 0

o que significa que [v]; estd no espaco anulado pela matriz invertivel A. Pelo Teorema Fundamental, isso im-
plica que [v] = 0, 0 que, por sua vez, implica que v = 0, como desejado. 4

EXEMPLO 7 No Exemplo 12 da Segdo 6.6, provamos que a transformacdo linear 7 : R? —@,, definida por
a
T[b} =g+ (a+b)x

¢ injetora e sobrejetora, e por isso invertivel. Encontre T

SOLUCAO: No Exemplo 6, encontramos a matriz de 7 em relacdo as bases canénicas & e & de R? e P res-
pectivamente:

e[l ]

Do Teorema 3, segue que a matriz de 7~ em relacdo as bases £’ e £ é
1 0] 1 0
-1 = o -t =
[T ece = (Tlews) [1 ’ = 'l

Pelo Teorema 1,

Isso significa que

T 'a+ bx) =ae, + (b —a)e, = [b i a]

(Note que a escolha da base canonica torna esse tltimo célculo completamente irrelevante.)

O préximo exemplo, uma continuac¢io do Exemplo 4, mostra que matrizes podem ser usadas no Célculo,
em certos problemas de integragdo. Em um curso de Calculo, a integral especifica que consideraremos € nor-
malmente obtitla pela aplicagio, duas vezes, do método da integragdo por partes. Compare esse método com
0 n0SSO.
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174 . . i . .
"» _EXEMPLO 8 Prove que o operador diferencial &+, restrito ao subespaco W = ger(e™, xe™, x2¢3) de g,
LA ¢ invertivel, e use esse fato para encontrar a primitiva
Jx2e3" dx
ar SOLUCAO: No Exemplo 4, descobrimos que a matriz de D em relagéo a base B = {e*, xe™, x>} de W é
310
0 0 3
n- .
Portanto, pelo Teorema 3, temos que D € invertivel em W, e a matriz de D1l¢
31 0] [3 -4 %
[0z = (D)= |0 3 2| =|0 5 =5
00 3 0o o0 !
Como o célculo da primitiva é a operacgdo inversa da derivagdo, essa € a matriz correspondente & primitivagio
em W, Queremos encontrar uma primitiva para a fungéo x%e>* cujo vetor de coordenadas é
S-

0
[x’e*]z; =10
1

Conseqiientemente, pelo Teorema 1,

1 L2 2

5 =5 3|0 27

)i 2 — 2

=10 3 50| =]-%
1 1

0 0 s]U1 3

Com isso,

3¢ c_ 2 :
sze‘ Ydx = e — ixe™ + Lxfe

-~

(Para ficar completamente correto, precisamos adicionar uma constante de integragao. Ela néo aparece aqui,
pois estamos trabalhando com transformacdes lineares, que devem levar o vetor nulo no vetor nulo, o que
forca a constante de integracio a ser zero também.)

Atencdo: Em geral, o operador diferencial ndo é uma transformagado invertivel. (Veja o Exercicio 22.) O
exemplo anterior mostra que, fazendo as restricdes necessérias, as vezes ela € invertivel. Vamos trabalhar

o, mais essa questao nos Exercicios de 27 a 30.
T-
m -

* N.T: Confira o Exemplo 3 da Se¢do 6.5
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Mudanca de Base e Semelhanga

Suponha que 7: V —> V seja uma transformacéio Iir.lear, e B e C sejam duas bases diferentes para V. E na-
tural se perguntar se as matrizes [T |5 e [T} estdo relacionadas, e como. A resposta a essa questdo € extrema-
mente satisfatoria, e se relaciona com algumas das questdes que consideramos no Capitulo 4.

A Figura 2 sugere uma maneira de resolver esse problema. Seguindo as setas ao redor do diagrama, do
canto esquerdo superior ao canto direito inferior, de duas maneiras diferentes, mas equivalentes, vemos que
[ o T =Tol, oque ja sabfamos, pois ambos séo iguais a 7. Entretanto, se a versdo “de cima” de T € em re-

lagdo a base C e a versdo “de baixo” é em relagdo & base B, entdo 7=/ T =TI ¢ em relagdo a base C em
seu dominio e em relagfio a base B em seu contradominio.
}base C

} base B

Figura2 [T =T¢-]

Assim, a matriz de T, neste caso, € [T]z_.. Mas

(Tlgee = I Tlpec = []peclT e
(T]gee = [T o Ilpeec = [T]aesl{ ]5ec

POrtantO,[[]Bﬁc[T]c(_c = I:T:[B(__BI:I:IB(,,C .
A partir do Exemplo 5, sabemos que [1]3¢ = Py, a matriz (invertivel) de mudanca de base de C para B.
Se denotarmos essa matriz por P, entdo também teremos que

Pl=(Psge) ' = Pep

Com essa notacio,

P[T}a—c = [T}B&‘BP

portanto (Tlewe = P! T]spP ou [T]e= P [T]sP

Assim, as matrizes [T]; e[T]¢ s@o, na terminologia da Segdo 4.5, semelhantes.
Vamos resumir essa discussdo em um teorema.

€ TEOREMA 4
Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita com bases B e C,eseja 7:V — V uma transfor-
macdo linear. Entdo: ‘ , - . -
' [T]e = P [T]sP

onde P é a matriz de mudanca de base de C para B.
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Observagio: + Uma maneira de nos ajudar a lembrar que P deve ser a matriz de mudanca de base de para
B, e ndo de B para C, é olhar o que diz o Teorema 4 quando escrito com todos os detalhes,
Como mostramos no diagrama a seguir, os “subscritos internos” devem ser os mesmos (todos
Bs), e como que se cancelar, sobrando apenas os “subscritos externos”, que sdo ambos Cs.

(Tlee—c = PoeglTlg—5Pre—c

O Teorema 4 € usado freqlientemente quando estamos tentando encontrar uma base em relagdo a qual a
matriz de uma transformagcéo linear € particularmente simples. Por exemplo, podemos perguntar se existe uma
base C de V' tal que a matriz[T] ¢ de T: V — V seja uma matriz diagonal. O Exemplo 9 ilustra essa aplicacio.

-

Se possivel, encontre uma base C para R? tal que a matriz de T em relagdo a base C seja diagonal.

EXEMPLO 9 Seja T: R? — R? definida por

x+3y}
2x + 2y

SOLUCAO: A matriz de T em relacio & base canénica & é

=5 3]

Essa matriz € diagonalizdvel, como ja vimos no Exemplo 3 da Sec#o 4.5. De fato, se

el e el

entdo P'[T].P = D. Se tomarmos C como a base de R? formada pelas colunas de P, entdo P ser4 a matriz de
mudanca de base P, de C para £. Pelo Teorema 4,

portanto, a matriz de T em relagdo a base ¢ = { 1 , [ ﬂ} ¢ diagonal.

Observagdes: o E fécil verificar que essa solucio estd correta, calculando [T'] ¢ diretamente. Vemos que

AR WEE KL I I IR R R R B

Assim, os vetores de coordenadas que formam as colunas de [T'] ¢ s@o

L= e LI

o que estéd de acordo com a solugdo apresentada anteriormente.

+ O procedimento geral para tratar de um problema como 0 exposto no Exemplo 9 € to-
mar a matriz candnica [T]¢ e determinar se ela é diagonalizédvel, e, nesse caso, encontrar
bases para seus auto-espacos, como feito no Capitulo 4. A solucio prossegue exatamente
como descrito no exemplo anterior.

A definigdo a seguir é motivada pelo Exemplo 9.
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Definicdo Seja V um espago vetonal de dimensdo ﬁmta e seja. T : V = V uma transformacao
linear. Entdo, T é dmgonaltzavel se existir uma base C para V tal que a matriz [7] seja uma ma-

triz diagonal.

Nio é dificil provar que, se B for uma base qualquer para V, entdo T serd diagonalizavel se, e somente se,
a matriz [T] for diagonalizavel. Essencialmente, foi isso que fizemos, para um caso particular, no dltimo
exemplo. No Exercicio 42, serd pedido que vocé prove esse resultado em geral.

As vezes é mais facil escrever a matriz de uma transformagcéo linear em relacdo a uma base “néio candnica”.
Podemos entdo reverter o processo utilizado no Exemplo 9 para encontrar a matriz candnica. Vamos revisitar o
Exemplo 5 da Secdo 3.6 para ilustrar essa idéia.

EXEMPLO 10 Seja ¢ a linha através da origem de R? com vetor de direcio d = [ﬂ Encontre a matriz
candnica da projecéo sobre €. 2

SOLUCAQ: Denotemos por T a projecio. Ndo ha nenhum problema em assumir que d é um vetor unitério

(isto &, d3 + di = 1), pois qualquer miltiplo ndo nulo de d serve como vetor de dire¢io para €. Seja d’ = [_ddz};
1
temos que d e d’ sdo ortogonais. Como d’ também € um vetor unitdrio, o conjunto D = {d, d'} € uma base

ortonormal para R?.
Como vemos na Figura 3, T(d) =d e T(d') = 0. Portanto,

@l = |g] o @y, -]

A
X
A
\
\
\
T
.M,V'le 0N > X
= T(d) = d
Figura 3
. 10
assim, T, =
Tho= 5 o)
A matriz de mudanca de base de D para a base candnica £ é
= d] —‘dz
Feen = [dz d J
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portanto, 2 matriz de mudanca de base de £ para D é
— -1
P'D(—E = (Pgep)"‘ = [dl dz} = { dl d3:|
Entéo, pelo Teorema 4, a matriz candnica de T €

(T]e = Pecp T ]pPpes
-l ol )
dy, dy J|0 0ll—-d, d;
_ [ di dldz} : -
did, &3

o que estd de acordo com a parte (b) do Exemplo 5 da Segéo 3.6.

EXEMPLO Il Seja T: %, — P, a transformacio linear definida por
T(p(x)) = p(2x — 1)

(a) Encontre a matriz de T em relagdo abase B = {1 + x,1 — x, ¥’} de P,.
(b) Prove que T € diagonalizavel e encontre uma base C para %, tal que [T ] ¢ seja uma matriz diagonal.

SOLUCAO: (a) No Exemplo 3, descobrimos que a matriz de T em relagdo & base canénica £ = {1, x, x2} é

1 -1 1
Tle=[0 2 -4
0 0 4

A matriz de mudanga de base de B para £ €

[T]s = PT[T]eP

Lo L o1 -1 1fr 1 0
=13 -3 OMO 2—4“1 -1 0}
L0 0 1jlo o 4]0 0 1
10 -3
:—123}
.00 4

= (Verifique isso.)
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==5>  (b) Os autovalores de [T]¢ sd0 1, 2 e 4 (por qué?), por isso sabemos que [T]¢ é diagonalizével,
pelo Teorema 5 da Sec¢do 4.5. Os autovetores associados a esses autovalores sdo

1 -1 1
01, 14, =2
0 0 1
respectivamente. Portanto, tomando
1 - 1 1 0 0
P=10 1 -2 e D=0 2 0
0 1 0 0 4

temos que P7'[T];P = D. Além disso, P é a matriz de mudanca de base de uma base C para &, e por isso as
colunas de P sdo os vetores de coordenadas de C em termos de &. Segue que

C={l,-1+x1~2x+x%

e[T]CZD.

As idéias que acabamos de discutir podem ser generalizadas para relacionar as matrizes [T].. 5 e (Tlecy
de uma transformacéo linear 7: V — W, onde B e B’ sio bases para Ve C e C' sdo bases para W. (Veja o
Exercicio 44.)

Vamos concluir esta se¢fo revendo o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis e incorporando a
ele alguns dos resultados deste capitulo.

€ TEOREMA 5 Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis: Versao 4

Seja A uma matriz nXn e seja T: V. — W uma transformacéo linear cuja matriz [T]., 5, em re-
lagdo as bases Be C de V e W, respectivamente, é A. As afirmacdes a seguir s3o equivalentes:

a. A éinvertivel. :

b. Ax = b tem soluc@o tnica, para todo b em R”.

C. Ax = 0 56 admite a solucdo trivial. :

d. A forma escalonada de A, por reducio por linhas, é I,..

¢. A € um produto de matrizes elementares.

f. posto(4)=n

g. nulidade(4) = 0

h. Os vetores-coluna de A sdo linearmente independentes.
- 1. Os vetores-coluna de A geram R”.

J- Os vetores-coluna de A formam uma base para R

k Os vetores-linha de A sio linearmente independentes.

L. Os vetores-linha de A geram R”.

m. Os vetores-linha de A formam uma base para R”.

n.det 4 #0 . ‘

0. 0 ndo € um autovalor de A.

p. 1 € invertivel.

q. 1 ¢ injetora.

r. T é sobrejetora.

s. ker(T') = {0}

t.im(7T)=W ’ , .
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DEM()NSTRAC;AQ: A equivaléncia (q) <> (s) é o Teorema 3 da Sec@o 6.6, € (r) <> (t) € a defini¢do de sobreje-
tora. Como A é nXn, devemos ter dim V = dim W = n. A partir dos Teoremas 4 ¢ 7 da Se¢éo 6.6, obtemos
Y& @< (r). Finalmente, conectamos as dltimas cinco afirmagdes as outras usando o Teorema 3 desta se¢io

’para obter ()< (p)- @

€ EXERCICIOS 6.7 ©

Nos Exercicios de 1 a 12, encontre a matriz [Tlees da
transformagdo linear T : V — W em relagdo as bases B e C
de V e W, respectivamente. Verifique o Teorema 1 para o
vetor v calculando T(v) diretamente e usando o teorema.

1. T : P — P definida por T(a + bx) = b — ax, B =
c={lx},v= p(x) =4+ 2x

2. T: % — P definidapor T(a + bx) =b —ax,B={1 +
x1—xhC={lLx}v=plx)=4+2x

3. T: %, — P, definida por T(p(x)) = p(x + 2), B = {1, x, x°},
c={l,x+2,(x+2)7v=px)=a+bx+cx’
4.7:P;— P deﬁnidla por T(p(x)) =px +2), B={1,x +2,
(x +2)%L,C={L,x,x}Lv=px)=a+bx+cx’

5,7 : %, — R? definida por T(p(x)) = ggﬂ, B={1,x x*},

C={e,e}v=px)=a+bx+cx

6.T:P,— R definida por T(p (x)) = L’;gi}, B={x x,1},

C= {B},[ﬂ},v=p(x) =g+ bx + cx*

7.T : R? - R3 definida por

S

AR R ()

b ] 2P -1
11717 1

c=<1lol, |11 ,v=|:_,77}
L0] LO]

. _ a
8. Repita o Exercicio 7 com v = }

9. T: My, — My, definida por T(A) = A", B =C =

: fa b
{E117 E'IZ: E21, Ezz}, v=A= Z d:|

10. Repita o Exercicio 9 com B = {Ey, Eay, Epp, Ey} e C =
{EIZ’ Ezla EZZ’ Ell}‘

11. T: My, — My, definida por T(4) = AB — BA, onde B =

1 -1 a b
{Nl J,B=C= {E\, Ey, By, Eppl,v=A = L d}

12. T': My — Mo, definida por T(A)=A - AT, B=C=

) a b
{Ei1, Ep Ey,Ext,v=A= [ }
. ¢ d

13. Considere o subespaco W de 9, dado por W = ger(sen x,

J»—%cos x).

(a) Prove que o operador diferencial D leva W em si mesmo.
(b) Encontre a matriz de D em relagdo a base B ={ sen x, cos x}.
(c) Calcule indiretamente a derivada de f(x) =3 sen x - 5
cos x, usando o Teorema 1, e verifique que ela estd de
acordo com f'(x) calculada diretamente.

14. Considere o subespaco W de %, dado por W = ger(e?,
dy ).
A

(a) Prove que o operador diferencial D leva W em si mesmo.

(b) Encontre a matriz de D em relacdo & base B = {e*,
8-2'\,}.

(c) Calcule indiretamente a derivada de f(x) = ¥ - 3™,
usando o Teorema 1, e verifique que ela estd de. acordo
com f '(x) calculada diretamente.

15. Considere o subespaco W de 9, dado por W = ger(e™,

Yy €** cos x, e** sen x). -
dx

(a) Encontre a matriz de D em relagdo & base B = {e*,
e cos x, e”*sen x}.

(b) Calcule indiretamente a derivada de f(x) = 3 — ¥
cos x + 2¢% sen x, usando o Teorema 1, e verifique que ela
estd de acordo com f'(x) calculada diretamente.

16. Considere o subespago W de &, dado por W = gex(cos x,

ﬂ\ Sen x, X cos X, X sen x).
dx\

(a) Encontre a matriz de D em relagdo a base 3 = {cos x, sen x,
X COS X, X Sen x}.

(b) Calcule indiretamente a derivada de f(x) = cos x + 2x
cos x, usando o Teorema 1, e verifique que ela estd de
acordo com f'(x) calculada diretamente.

Nos Exercicios 17 e 18, T: U —- Ve S:V — Wsdo
transformacdes lineares; B, C e D sdo bases para U, V e
W, respectivamente. Calcule [S o Tp,. 5 de duas maneiras:
(a) encontre S o T diretamente e entdo calcule sua matriz, e
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(b) encontre as matrizes de S ¢ de T separadamente e use o

Teorema 2. !i p(0)

17. T: %, — R2 definida por T(p(x)) = p(l)jLSZRZ_»RZ

a a—2b
definida porS[b} = [Za _ b}’B ={1,x},C =D ={e,, &}

18. T: % — P, definida por T(p(x)) = p(x + 1), §: P, — P,
definida por S(p(x)) =p(x + 1), B = {1,x},C = D = {1, x, x*}

Nos Exercicios de 19 a 26, determine se a transformacio
linear T é invertivel considerando sua matriz em relagio ds
bases candnicas. Se T ¢ invertivel, use o Teorema 3 € o
método do Exemplo 7 para encontrar T,

19. T"do Exercicio 1 20. T do Exercicio 5
21. T do Exercicio 3

22. T : P, — P, definida por T(p(x)) = p'(x)

23. T: Py — P, definida por T(p(x)) = p(x) + p'(x)

P

3 2
24. T: My, — M>, definida por T(A)= AB, onde B = { 2 J
25. T do Exercicio 11 26. T do Exercicio 12

Nos Exercicios de 27 a 30, use o método do Exemplo 8
para calcular a integral dada.
dxd
27. [ (sen x — 3 cos x) dx (veja o Exercicio 13)
28. [ 5¢~?%* dx (veja o Exercicio 14)
29. [ (> cos x - 2¢** sen x) dx (veja o Exercicio 15)
30. [ (x cos x + x sen x) dx (veja o Exercicio 16)

Nos Exercicios de 31 a 36, é dada uma transformacio linear
T:V — V. Se possivel, encontre uma base C para V tal que
a matriz [T)e de T, em relacdo a base C, seja diagonal.

3

.2 2 .. al _
IT:R°—>R deflmdaporT[bJ LJer

. 2 2 gafing al _la—b
R.T:R°—>R deflmdaporT[b} [a+b}

33. T: P — Py definida por T{a + bx) = (4a + 2b) + (a + 3b)x
34. T: Py — P, definida por T(p(x)) = plx + 1)
35. T: % — P, definida por T(p(x)) = p(x) + xp'(x)

36. T: P, —> P, definida por T(p(x)) = p(3x + 2)

37. Seja € a linha através da origem de R? com vetor de di-

d,

reciod = { d } Use o método do Exemplo 10 para encontrar

2

a matriz canonica da reflexdo por €.

38. Seja W o plano em R’ com equacio x — y + 2z = 0. Use
o método do Exemplo 10 para encontrar a matriz cand-
nica da projegdo ortogonal sobre W. Verifique se sua res-
posta estd correta, usando-a para calcular a projegdo or-
togonal de v sobre W, onde

Compare sua resposta com o Exemplo 4 da Se¢do 5.3.
(Sugestdo: encontre uma decomposi¢io ortogonal de R3
como R* = W + W+, usando uma base ortogonal de W,
Veja o Exemplo 3 da Secdo 5.2.)

39. Seja T : V — W uma transformacfo linear entre es-
pacos vetoriais de dimensfio finita, e sejam B e C bases
para V e W, respectivamente. Prove que a matriz de T em
relagdo as bases B e C é tinica — isto é, se A é uma matriz
tal que A[v]z = [T(v)].paratodovem V,entdo A = [T]._p.
(Sugestdo: encontre valores de v que provem isso, uma co-
luna de cada vez.)

Nos Exercicios de 40 a 45, seja T : V — W uma transfor-
magdo linear entre espagos vetoriais de dimensdo finita, V
e W. Sejam B e C bases para V e W, respectivamente, e seja
A= [T:'Ce—li-

40. Prove que nulidade(T") = nulidade(A).
41. Prove que posto(T) = posto(4).

42.Se V= We B =C, prove que T é diagonalizdvel se, e
somente se, A € diagonalizdvel.

43. Use os resultados desta se¢fio para dar uma demons-
tragdo, bascada em matrizes, do Teorema do Posto (Teorema
2 da Seco 6.6).

44. Se B' e C' também sdo bases de V e W, respectivamente,
qual € a relagdo entre [T] ¢ g e[T] ¢ —p5'? Demonstre sua
afirmacgo.

45. Se dim V = n e dim W = m, demonstre que £(V, W) =
M, (Veja os exercicios da Se¢do 6.5.)[Sugestdo: sejam B
e C bases para V e W, respectivamente. Prove que a apli-
cagdo o(T') = [T] ¢ — p, para T em $(V, W), define uma
transformacéo linear ¢ : £(V, W) — M,,, que é um iso-
morfismo.]




