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1.1 Introducao: O Jogo da Pista de Corrida

g—uitas quantidades mensurdveis — tais como comprimento, drea, volume, massa e temperatura — po-

- dem ser completamente descritas pela especificagfo de sua magnitude. Qutras quantidades — como
.aﬁ.veiocidade, forca e aceleragio — requerem tanto uma magnitude como uma direcdo para serem
descritas. Essas quantidades sdo vetores. Por exemplo, a velocidade do vento € um vetor que consiste na in-
tensidade do vento e da sua diregdo, tal comeo 10 km/h na diregio sudoeste. Geometricamente, 0s vetores
sao freqiientemente representados por flechas ou segmentos de reta orientados.

Embora a idéia de vetor tenha sido introduzida no século XIX, sua utilidade em aplicagdes — particular-
mente as aplica¢des em ciéncias fisicas — ndo foi percebida até o século XX. Mais recentemente, vetores
tiveram aplicacdes em ciéncia da computagio, estatistica, economia e ciéncias sociais. Examinaremos algu-
mas dessas muitas aplicagdes ao longo deste livro.

Este capitulo introduz a nogdo de vetores e comeca a examinar algumas de suas propriedades geo-
métricas e algébricas. Examinaremos também uma aplicagfio nflo geométrica na qual vetores sdo
titeis. Comecaremos, entretanto, com um jogo simples que introduz algumas das idéias cruciais. [Vocé
pode até querer joga-lo com um amigo durante aqueles {muito raros!) momentos chatos da aula de
Algebra Linear.]

O jogo acontece em um papel quadriculado. Uma pista, com uma linha de partida e uma linha de che-
gada, é desenhada no papel. A pista pode ser de qualquer comprimento ¢ forma, desde que seja suficiente-
mente larga para acomedar todos os jogadores. Neste exemplo, temos dois jogadores (vamos chami-los de
Ana e Beto) que usam canetas de cores diferentes para representar seus carros ou bicicletas, ou outra coisa
que eles usem para percorrer a pista. (Vamos pensar em Ana e Beto como ciclistas.)

Ana e Beto comecam desenhando uma marca sobre a linha de partida, em um dos pontos da grade do papel
quadriculado. Eles se revezam para avangar para um novo ponto da grade, de acordo com as seguintes regras:

1. Cada novo ponto da grade e o segmento de teta que o liga 20 ponto anterior precisam estar inteira-

mente dentro da pista.
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2. Dots jogadores ndo podem ocupar 0 mesmo ponto da grade ao mesmo tempo. (Esta é a regra que
proibe colisoes.)

3. Cada novo movimento estd relacionado com o movimento anterior da seguinte maneira: se em um
movimento um jogador anda ¢ unidades horizontalmente ¢ b unidades verticalmente, entfio, em
seu proximo movimento, esse jogador deve andar entre a - 1 e @ + 1 unidades horizontalmente, e
entre b — 1 ¢ b + 1 unidades verticalmehte. Em outras palavras, se o segundo movimento é de ¢
unidades horizontalmente e d unidades verticalmente, entdo |a — ¢/ = lelb ~ d} = 1. (Esta é aregra
da “aceleracio/desaceleracdo”.) Note que esta regra obriga o primeiro movimento a ser de uma
unidade verticalmente e/ou de uma unidade horizontalmente.

E eliminado o jogador que colide com outro ou sai da pista. O vencedor € o primeiro jogador que cruza a

linha de chegada. Se mais de um jogador cruzar a linha de chegada na mesma vez, aquele que ultrapassar
mais a linha de chegada serd o vencedor.

: S i No exemplo de jogo mostrado na Figura 1, a
_'-_O _matemat:co Wfaﬂdes .W"_‘_fam _ Rowan Hamﬂmﬂ.: i vencedora foi Ana. Beto acelerou demais e teve difi-
- (1805-1 855_) usou. CO“_C_?‘“_’S de. vetores em seu es- culdade para fazer a curva na parte superior da pista.
: 05 compie Para entender a regra 3, considere ¢ terceiro e
o guarto movimentos de Ana. Em seu terceiro
movimento, ela andou uma unidade horizontal-
mente e trés unidades verticalmente. Em seu quar-
to movimento, as op¢des que ela tinha eram andar de zero a duas unidades horizontalmente e de duas a qua-
tro unidades verticalmente. (Note que algumas dessas combinacdes a teriam levado para fora da pista.) Ela
gscolheu andar duas unidades em cada diregio.

Problema 1: Jogue alguns jogos de pista de corrida.
Problema 2: Seria possivel Beto vencer essa corrida escolhendo uma seqiiéncia diferente de movimentos?

Problema 3: Qual ¢ o menor niimero de movimentos necessdrio para retornar a um ponto no qual vocé j4 es-
teve antes?

Partida _ Ch;cgudn

Figura { Um exemplo de jogo de pista de corrida
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Problema 4: Use a notagiio [a, b] para denotar um movimento de g unidades horizontalmente e p unidades
verticalmente. {Tanto ¢ como b podem ser negativos.) Se o movimento [3, 4] acabou de ser feito, desenhe no
papel quadriculado todos os pontos da grade que podem ser alcangados no préximo movimento,

Problema 5: Qual o efeito liguido de dois movimentos sucessivos? Em outras palavras, se vocé andar [a, B]e
depois [¢, d}, quanto vocé andar4 horizontalmente e verticalmente no total?

Problema 6: Escreva a seqiiéncia de movimentos de Ana usando a notagdo [a, b]. Suponha que ela comece na
origem (0, 0) dos eixos de coordenadas. Explique como vocé pode achar as coordenadas dos pontos da grade
correspondentes a cada um dos movimentos dela, sem olhar para o papel quadriculado. Se os eixos tivessem
sido tracados de um outro jeito, de modo que o ponto de partida de Ana fosse o ponto (2, 3), € ndo a origem,
quais seriam as coordenadas do ponto onde ela parou?

Embora simples, esse jogo introduz virias idéias que serao lteis em nosso estudo de vetores. As trés
proximas sec¢des consideram vetores dos pontos de vista geométrico e algébrico, comecando como no jogo
de pista de corrida, no plano.

1.2 A Geometria e a Algebra dos Vetores

Vetores no Plano

Comecamos considerando o plano Cartesiano com os conhecidos eixos v e y.! Um vetor é um segmento de
linha orientado que corresponde ao deslocamento de um ponto A até outro ponto B, conforme mostra a
Figura 1 a seguir.

O vetor de A até B é denotado por 4B; dize-
mos que o ponto A € o ponte inicial ou origem
desse vetor, e que o ponto B ¢ o seu ponto final ou
extremidade. Muitas vezes, um vetor & simples-
mente denotado por uma s6 letra minuscula em
negrito, como v.2

O conjunto de todos os pontos do plano corres-
ponde ao conjunto de todos os vetores cujos pon-
tos iniciais coincidem com a origem O do plano
Cartesiano. A cada ponto A corresponde um vetor
a = OA; a cada vetor a com ponto inicial em O corresponde seu ponto final A. (Vetores com essa forma sio
as vezes chamados vetores posicao.)

E natural representar tais vetores usando coordenadas. Por exemplo, na Figura 2, A = (3. 2), ¢ escrevemos
o vetor a = OA =[3, 2] usando colchetes. De modo andlogo, os outros vetores da Figura 2 sio

b=[-1,3] e c=[2,-1]

' O plano cartesiano recebeu esse nome em homenagem ao filosofo matematico francés René Descartes {1596-1650). que introduziy o
conceito de coordenadas. Esse conceito permitiu que problemas geomérricas fossem tratados com ¢ uso de téenicas aludbricys.

* E diffcil indicar negrito quando escrevemos vetores A mao. Algumas pessoas preférem gserever ¥ para represenar o vetor denotado
POT ¥ 10 teXto impresso, mas na maioria dos casos ¢ aceitdvel usar simplesmente a letra v mintscula. Geralmente ficard claro, pelo
contexto, se essa letra denota um vetor ou néo.
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As coordenadas individuais (3 e 2, no caso de a) sdo
chamadas componentes” do vetor. As vezes nos refe-
1imos a um vetor como um par ordenado de ntimeros
reais. A ordem ¢ importante, pois, por exemplo,
[3. 2] #[2, 3} Em geral, dois vetores sdo iguais se e so-
mente se suas componentes correspondentes forem
lguais. Assim, [x, y]=[1, S]implica que x=1 e y = 5.

Muitas vezes é conveniente usar vefores coluna em vez de (ou além de) vetores linha. Outra representagio

3 . . = : . . A .
de [3, 2] ¢ { 2}. {O ponto importante é que as componentes estdo ordenadas.) Em capitulos futuros, vocé verd

qué vetores coluna sdo um pouco melhores do ponto de vista computacional. Por ora, tente se acostumar
com ambas as representacdes,

Voct talvez tenha notado que nio podemos realmente desenhar o vetor [0, 0] = 00 da origem até ela
mesma. Mesmo assim, esse é um vetor tio bom quanto qualquer outro e tem um nome especial: vetor nulo.
O vetor nulo é denotado por 0.

O conjunto de todos os vetores com duas componentes é denotado por R? {R denota o conjunto de todos
0s nimeros reais, dentre os quais as coordenadas dos vetores em R2 sio escolhidas).3 Assim, [-1, 3,5],
[VZ, 7]} e c=[} 4] estio todos em R2.

Pensando novamente no jogo da pista de corrida, tentemos relacionar aquelas idéias com vetores cujos
pontos iniciais ndo estio na origem. O fato de a palavra vetor ter sua raiz etimolégica no verbo “carregar”
nos da uma pista. O vetor (3, 2] pode ser interpretado da seguinte maneira: comecando na origem O, ande
trés unidades para a direita e depois duas unidades para cima, parando em P. O mesmo deslocamento pode
ser aplicado com outros pontos iniciais. A Figura 3 mostra dois deslocamentos equivalentes, representados
pelos vetores AB e CD.

Dizemos que dois vetores sdo iguais se eles tém o mesmo comprimento, a mesma diregio e 0 mesmo sen-
tido. Assim, AB = CD na Figura 3. (Embora tenham diferentes pontos iniciais e finais, eles representam o
mesmo deslocamento.) Geometricamente, dois vetores sio lguais se obtemos um deles deslocando o outro
paralelamente a si préprio (ou seja, fazendo uma translagdo), até que os dois vetores coincidam. Em termos
das componentes, na Figura 3 temos A = (3. 1) e B = (6, 3).* Note que o vetor [3. 2], que representa o desloca-
mento, € simplesmente a diferenga das respectivas componentes:

—

I_\E.W'I‘.: A expressio “coordenadas do vetor” também & usada.

5= & pronunciado como “r dois™,

4 . TN Oy ef : a i i
Quando o3 vetores sao expressos em terimos das suas coordenadas, eles estio sendo considerados analiticamente.




De modo andlogo,

e

CD =[~1~(=4),1 - (~1)] = [3.2]
e, portanto, AB = CD, como se esperava.

Um vetor como OP, que tem seu ponto inicial na origem do plano, estd na posi¢io padrio. A discussio
anterior mostra que todo vetor pode ser desenhado como um vetor na posigdo padrio. Reciprocamente, um
vetor na posicio padrio pode ser redesenhado (fazendo-se uma translagio) de modo que seu ponto inicial
seja um ponto qualquer do plano.

EXEMPLO | Dados A =(-1.2)e B =(3, 4), ache 4B ¢ redesenhe-o (a) na posigdo padrdo e (b) com o ponto
inicial no ponto C = (2, -1).

SOLUCAOQ: Calculamos AE = [3-(-1).4-2)={4, 2] Se fizermos a translagdo de AB para CD.onde C = (2, -1}
precisaremos ter D =(2 + 4, -1 +2) = (6, 1). (Veja a Figura 4.)

T =0 B(3, 4}
A(—1,2} /
T 4,2 s
+ =2 D6, 1
- = ( :x
T "”Eg—u

Figura 4
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Figura 5 Adiciio de vetores

Novos Vetores a Partir de Vetores Existentes

Muitas vezes queremos colocar “um vetor de
como no jogo da pista de corrida. Isso nos lev
cas com vetores.

Se colocarmos v depois de u, poderemos visualizar o deslocamento tot
tado por u + v. Na Figura 5, u ={1, 2lev=[2,

pois do outro™ e assim fazer um deslocamento suceder outro,
a & noglo de adigdo de vetores, a primeira das operagdes basi-

al como um terceiro vetor, deno-
2], de modo que o efeito resultante de colocar v depois de u é

que representa u +v. Em geral, se u=[u|, wole v = V1, v2], entdio sua soma u + v é o vetor

E 1til visualizar u + v geometricamente. A regra seguinte € a versao geométrica da discussio anterior.

© A Regra da Adicio
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Figura 7 O paralelogramo
determinado porue v

Transladando u e v paralelamente a eles mesmos, obtemos um paralelogramo, conforme mostra a Figura 7.
Esse paralelogramo é chamado de paralelogramo determinado por u e v. Ele nos leva a uma versdo equiva-
lente a regra da adig@o, para vetores na posi¢do padrio.

@ A Regra do Parale!ogramo

Dados os vetores wevnoR(na posxgao padro), sua soma. -
_ u +:¥ & o:vetor na posicao. padrdo sobre a. diagonal do .
- ardlelogramo determmado poruey. (Ve]a. aFigura8.) . o i

EXEMPLO 2 Dadosu=[3,-1]e v={1,4] calcule e desenhe u + v.

SOLUCAO: Calculamos u + v={3 + 1, - 1 + 4]=[4, 3]. Esse vetor é desenhado por meio da regra da adi¢iio na
Figura 9(a) e da regra do paralelogramo na Figura 9(b).

Figura 9 @ ®

A segunda operagiio bdsica que fazemos com vetores é a multiplicagdo por escalar. Dado um vetor v e
um nimero real ¢, o méltiple escalar cv é o vetor obtido pela multiplicagdo de cada componente de v por c.
Por exemplo, 3[-2, 4] =[-6, 12]. Em geral,
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(Geometricamente, ¢v € uma versdo de v em outra escala.
EXEMPLO 3 Sev=[-2,4] determine e desenhe 2v, ive -2y
SOLUCAQC: Calculamos da seguinte maneira;

2v = {2(~2), 2(d)] = |
v = [(=2).54)] = [-1.2]
El

Esses vetores sdo mostrados na Figura 10.

'O termo escalar: vem'da palavra'grega scala; que s
nifica “escada. Os degraus iguaimente’ espacados de
- uma escada sugerer uma escald; e, na arftmética ve-

torfal, a multiplicagao por uma constante altera apenas:
-3 escala (ou comprimento e sentido) de um vetor. 2
~Assim, as constantes sio conhecidas como ' escalares. |

e L e :

SRR T T

Figura 10

&

Observe que cv tem o mesmo sentido de v se ¢ > 0, ¢ sentido oposto se ¢ < 0. Além disso, 0 comprimento
de ¢v é |c| vezes o comprimento de v. Por esse motivo, no contexto dos vetores, as constantes (isto &, os
nimeros reais) sido chamadas de esealares. Levando-s¢ em conta a translacdo de vetores, dois vetores sdo
midltiplos escalares um do outro se e somente se eles sdo paralelos, como mostra a Figura 11.

Um caso especial de miltiplo escalar ¢ (-1)v, escrito como -v e chamado opostoe de v. Podemos usé-lo
para definir subtracdo de vetores: a diferenca entre u e v é o vetor u — v, definido por

A Figura 12 mostra que u-v corresponde a “outra” diagonal do paralelogramo determinado poru e v.
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"u + {—v)

Figura i} Figura [2 Subtracio de vetores

EXEMPLO 4 Secu=[l.2jcv=[-3,1]entdou~-v=[1-(-3),2-1]=[4,1]

A definigdo de subtracao no Exemplo 4 também lembra o procedimento para determinarmos
um vetor como AB. S¢ os pontos A e B correspondem aos vetores a e b na posi¢io padriio, en-
wsB>  tio AB = b - a, como mostra a Figura 13. [Observe que a regra da adicdo, aplicada a esse dia-
grama, fornece a equacgdo a + (b ~ a) = b. Se tivéssemos, acidentalmente, desenhado b — a com
extremidade em A e néio em B, o diagrama seria lido como b + (b ~ a} = a, o que é claramente
falso! Ainda nesta se¢o, falaremos mais sobre expressoes algébricas que envolvem vetores.]

o

) b -a

Figura 13

“Vetores em R3

Tudo o que fizemos até agora se generaliza facilmente para trés dimensdes. O conjunto de todas as triplas or-
denadas de nimeros reais € denotado por R, Pontos e vetores sao localizados usando-se trés eixos coorde-
nados perpendiculares dois a dois e que se encontram em uma origem O. Por exemplo, o ponto 4 = (1, 2, 3)
pode ser localizado assim: primeiro percorremos uma unidade ao longo do eixo x. entdo nos movemos duas
unidades paralclamente ao eixo y ¢ finalmente percorremos trés unidades paralelamente ao eixo z. O vetor
; correspondente a ={1, 2, 3] é entdo OA, como mostra a Figura 14,
! Uma outra maneira de visualizar o vetor a em R® é construir uma caixa cujas seis faces sejam determi-
! nadas pelos trés planos coordenados (os planos xy, xz, e yz) e pelos trés planos paralelos aos planos coorde-
: nados ¢ que passam por (1, 2, 3). O vetor [1, 2, 3} corresponde & diagonal que liga a origem ao vértice diame-
* tralmente oposto (Figura 15).
: As definigdes “componente a componente™ da adigiio de vetores e multiplicagiio por escalar s¢ estendem
a R' de maneira ébvia.
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[

Figura 14

Vetores em R

Em geral, definimos R" como o conjunto de todas as n-uplas ordenadas de nimeros reais, escritos como ve-
tores linha ou coluna. Assim, um vetor v em R" é da forma

As coordenadas individuais de v sdio as suas componentes; v; € chamada a i-ésima componente,

Estendemos a defini¢io de adigfio de vetores e multiplicacdo por escalar em R" de maneira 6bvia: se u =
[y, w2, o ) e v={v, va, o v a i-€ésima componente de u + v € i; + v, € a i-ésima componente de ¢v ¢
simplesmente cv;.

Como nédo podemos desenhar vetores em R", é importante que sejamos capazes de calcular com vetores.
Devemos ser cuidadosos e ndo assumir que a aritmética vetorial seja similar a aritmética dos ndmeros reais.
Freqiientemente o €, e os cdlculos algébricos que fazemos com os vetores séo similares aos que fazemos com
nimeros. No entanto, nas se¢des subseqiientes, encontraremos situacoes em que a dlgebra vetorial € bem dife-
rente das situagdes que encontramos em nossa experiéncia com 0$ nimeros reais. E importante, pois, veri-
ficar todas as propriedades algébricas antes de ceder & tentagfio de usd-las.

Uma dessas propriedades € a comuratividade da adicdo: u + v = v + u para velores u e v. Isso € certa-
mente verdadeiro em R°. Geometricamente, a regra de origem-de-um-na-extremidade-do-outro mostra que
u+ve v+ usio ambos a mesma diagonal do paralelogramo determinado por u e v, (A regra do paralelo-
gramo reflete essa simetria; veja a Figura 16.)

Figura lé u+v=v+ut
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Note que a Figura 16 é simplesmente uma ilustracdo da propriedade u + v = v + w. Nio ¢ uma

=-=w> demonstracdo, pois ndo considera todos os casos possiveis. Por exemplo, devemos incluir os ca-

sos onde u = v, u = v e u = 0. {Como seria o diagrama para estes casos?) Por esse motivo, é
necessaria uma demonstracio algébrica. Entretanto, € tdo fécil fornecer uma demonstragao vi-
. 1 2
lida em R quanto uma valida em R-.

O seguinte teorema resume as propriedades algébricas da adicio de vetores e multiplicacdo por escalar

em R As demonstracoes sdo conseqiiéncias das p10pr;ed’1dcs correspondentes dos nimeros reats.

© TEOREMA I Propriedades Aigebrlcas dos Vetores em R

i _Sejam u; \_f e w vetores em_R” eqe b escalcu‘es Entao v

Associatividads

" Distributividade -
- Distributividade:

B (a + b}u Sau+ bul
B a(bu)E (ab}u o

Observagdes:
que 0 + u =u, assim como-u+u=0.

11

¢ As propriedades {c) e (d), juntamente com a propriedade (a) de comutatividade, implicam

+ Se lermos da direita para a esquerda as propriedades (¢) e (f) de distributividade, elas
dizem que podemos faforar tanto um escalar quanto um velor que seja comum as parce-

las de uma soma.

DEMONSTRACAO: Provaremos as propriedades

(a) e (b} e deixaremos as demonstracOes das outras

propriedades como exercicios. Sejam
u=lug . v, e w=v v,

f-r"A paiavra teore _a se orlglna da palavra grega the
'.'_rema que por sua vez, verm de uma paEavra que sig- |
'-"__nnf‘ ica . exammar Um teorema = basead' em ldElaS

ﬁ

: . .

. {8 U+ v= iyt i)t [V v oo 1]

;;3

‘g = Ly + v+ ovae.. t, + v,

: = [y vy oy, )
LI ST U I TS L
=v+u

W

A segunda e a quarta igualdades valem pela defini¢io de adigdo de vetores, e a terceira decorre da comuta-

tividade da adiciio de nimeros reais.

(b) A Figura 17 ilustra a associatividade em [R*. Algebricamente, temos:

(w+v)+w= ([t )+ [viove oo v ) F v W
= [y oy, o TR U I ST T (U
= (g +vy) + owy (i + va) F o (i ov) o]
= uy & (v owy)otg (v o), b (v, T owy) ]
= (U bty oo i) F [V oy v sy, W]
= fi, tay oo e wy] + ([vive o] F lwwn w, 1)
=u+(v+w
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(4 V) b w=U (VW)

Figura 17
A quarta igualdade vale pela associatividade da adigio de ntimeros reais. Note o uso cuidadoso dos parénteses. 4

Pela propriedade (b) do Teorema 1, podemos, sem ambigtiidade, escrever u + v + w omitindo o0s parénte-
ses, ja que podemos agrupar os somandos na ordem que quisermos. Por (a), também podemos rearranjar os
somandos — por exemplo, como W + u + v — se assim o desejarmos. Da mesma maneira, somas de quatro
ou mais vetores podem ser efetuadas sem levarmos em conta a ordem ou a maneira de agrupar. Em geral, se
¥y, ¥2, ..., ¥4 880 vetores de R, escrevemos sua soma sem parénteses:

AR ST
O préximo exemplo ilustra o uso do Teorema 1 ao efetuarmos calculos algébricos com vetores.

EXEMPLO 5 Suponhamos que a, b e x sejam vetores em R

(a) Simplifique 3a + (5b — 2a) + 2(b — a).
(b} Se 5x —a = 2(a + 2x), encontre X em funcio de a.

.
SOLUCAQ: Darcmos ambas as solucdes com detalhes, fazendo referéncia a cada propriedade do Teorema 1
que usarmos. E uma boa pritica justificar todos os passos nas primeiras vezes que vocg fizer esse tipo de cdl-
culo. Uma vez familiarizado com as propriedades dos vetores, € aceitdvel que vocé omita alguns dos passos
intermedidrios para economizar tempo e ¢spago.

(a) Comecamos inserindo parénteses.

3a + (5b—2a) +2(b ~a)= (3a+ (5Sb~ 2a)) +2(b— a)
= (3a + (—2a + 3b)) + (2b — Za) {a), &)
= ((3a + (—2a)) + 5b) + (Zb ~ 2a) (b}
= ((3 + {~2))a + 3b) + (Zb ~ 2a) i)
= (a + 5b) + (2b — 2a)
= ((a + 5b) + 2Zb) — 2a (b, (h)
= (a + (5h + 2b)) ~ 2a )
= (a+ {5+ 2)b) — 2 {t)
=(7b+a) - 2a (a)
= 7h + (a — 2a) b
=7h+ (1 - 2)a (). ()
=7+ (—1)a
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Agora vocé pode ver por que concordaremos em omilir algumas dessas etapas! Na pritica, é

plificar essa seqiliéncia de operacdes como

Ja+ (35b—2a)+2(b~2a)=33+5b—2a+2b-2a
= {3a — 2a — 2a) + (5b + 2h)

it

—a+7b

ou até fazer a maior parte dos cdlculos mentalmente.

(b) Com detalhes, temos:

35x —a = 2{a + 2x)
5x — a = 2a + 2(2x)
Sx —a=2a+ (2-2)x
5x —a=2a+ 4dx
(5x —a) —dx = (2a + 4x) — 4x
(—a + 5x) — 4x = 2a + (4x ~ 4x)
—a+ {5x—4x)=2a+ 0
—a+{§~4)x="7a
—a+ {1)x = 2a
a+(—a+x)=a-2a
(a+(—2)) +x={(1+2)a
0+ x=13a
X =3a

Novamente, omitiremos muitas dessas etapas na maioria dos casos.

Combinagées Lineares e Coordenadas

Um vetor que ¢ uma soma de multiplos escalares de outros vetores é chamado de combinacdo linear desses

vetores. A defini¢fio formal ¢ a seguinte:

Def‘ mgao Um vetor vé
calares Ciica B e _' :
coa_-f“ c:entes da combmagao I:mar

2 1 2
EXEMPLO 6 O vetor | -2 | é uma combinacio linear de 0, 1 =34, ¢
-1 -1 1

30|42 -3 | -4 | =2
-1 1 0 —1

uma combmagao Imear de vetores v1 V3,

(a). (b)
(b), {d)
(0. (©)

(h)
(b). (f)
{d)
)

0

aceitdvel sim-

e vk se emstlrem es- :
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Observacio: determinar se um dado vetor é combinacio linear de outros vetores ¢ um problema do qual

nos ocuparemos no Capitulo 2.
Em 12, é possivel desenhar combinagdes lineares de dois vetores (ndo paralelos) facilmente.
. 3 i . . . .
EXEMPLO 7 Sejamu = . ev= 51 Podemos utilizar u e v para constituir um novo sistema de eixos (do

' 0 . . , . .
mesmo modo que ¢ = ol €€= determinam o sistema de cixos usual). Com esses novos eixos, podemos

obter uma rede coordenada que nos permita facilmente desenhar combinagdes lineares de u e v,

Figura {8

Como mostra a Figura 18, w pode ser localizado partindo-se da origem e percorrendo-s¢ —u seguido de
2v. Isto é,

w=—u-+2v

Dizemos que as coordenadas de w em relagfio a u ¢ a v sdo -1 e 2. (Note que essa € apenas outra maneira de
interpretar os coeficientes de uma combinacéo linear.) Segue que

(Observe que -1 ¢ 3 sao as coordenadas de w em relagio a e, ces)

Mudar do sistema de eixos usual para um outro alternativo é uma idéia Gtil. Tem aplicagdes em quimica
¢ geologia, ja que as estruturas moleculares e cristalinas freqiientemente nio se adaptam & rede retangular.
Neste Hvro, encontraremos essa idéia muitas vezes.
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¢ EXERCICIOS 1.2 ¢

1, Desenhe os seguintes vetores em posicio padrio em B2
[3 2

@a=|}] wv=2]
il va-|

©c=|"] @d=|_J

2. Desenhe os vetores do Exercicio 1 com suas origens no
ponto (-2, -3).

3. Desenhe os seguintes vetores na posigio padrao em R
(aya=10,2,0] (byb=[3,2, 1]

{©e=[1,-21] {dyd={-1.-1,-2]

4. Se os vetores do Exercicio 3 forem transladados de
modo que suas extremidades estejam no ponto {4, 3, 6),
ache os pontos corresporndentes is suas origens,

5. Para cada um dos seguintes pares de pontos, desenhe o
vetor AB. Depois, determire e redesenhe AB na posigio
padrio.

@ A=0,-1).B=(2 ) A= -2),B=02 ~1)
©A=02.3.8=33) DA=0¢H.8=0Y

6. Um excursionista anda 4 km na diregfio norte e depois 3
km na dire¢iio nordeste. Desenhe os vetores deslocamento
que representam o passeio do excursionista e o vetor que
representa o deslocamento a partir do ponto inicial.

Os Exercicios 7 a 10 se referem aos vetores do Exercicio 1.
Determine os vetores indicados e mostre como os resulta-
dos podem ser obtidos geometricamente.

T.a+b 8. b+e

9. d-c¢ 10, a-d

Os Exercicios 11 ¢ 12 se referem aos vetores do Exercicio 3.
Deterntine os vetores indicados.

11. 2a + 3¢ 12, 2¢-3b-d

13. Ache as componentes dos velores u, v.u + ve u - v,
onde u e v aparecem na Figura 19.

Figura 9

A
e
u )’:
ffg;
£
fj‘\()()“
. A
: S
; - : b ¥
T j
—F 20 Y 1
/"a’/
&
_'l“

14. Na Figura 20, A, B, C, D, E e F sio vértices

’ - de um
hexdgono regular centrado na origem.
Figura 20 ¥
A
C B
—]
D A
Lo
o
E F

Expresse cada um dos seguintes vetores em termos de a =
OAeb=08:

(a) AB (b) BC () AD
@ CF (e) AC

(fy BC + DE + FA

Nos Exercicios 15 e 16, simplifiqgue a expressao vetorial
dada. Indique quais propriedades do Teorema I vocé usou.
15. 2(a -3b) + 3(2b + a)

16 —3(a~c)+2(a+2b)+3c-1)

Nos Exercicios 17 e I8, encontre o vetor x em termos dos
vetores aeb.

17. x—a=2(x-2a)

18. x+2a-b=3x+a)-2(2a~h)

Nos Exercicios 19 ¢ 20, desenhe os eivos coordenados rela-
tivosa e v e localize w.

ou=_ v [ow-

—1 L

{2wa— —~ 2v
Y= a ¥

!
b

i -+ 3v

-2
20, o = { 3].v

Nos Exercicios 21 ¢ 22, desenhe os eixos coordenados usuais
no mesmo dingrama que os eixos relativos a u e v. Use estes
tiltimos para obter w coma combinacao linear deue v,

SRl
2w [S]e= (=[]

23, Desenhe diagramas para ilustrar as propriedades (d) ¢
(e)do Teorema 1.

24. Escreva demonstragdes algébricas das propriedades (d)
a{g)do Teorema L.
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1.3 Comprimento e Angulo: O Produto Escalar

E muito facil reformular os conceitos geométricos familiares de comprimento, distdncia e dngulo em termos
de vetores. Tal procedimento permitird que utilizemos essas idéias importantes e poderosas em ambientes
mais gerais do que B2 e RY. Nos sapitulos subseqiientes, elas serdo usadas como ferramentas geométricas
simples para resolver uma grande variedade de problemas que aparecerdo nas aplicagbes ~ mesmo quando
ndo houver nenhuma geometria aparente!

O Produto Escalar

As versdes vetoriais de comprimento, distancia ¢ ngulo podem ser todas descritas usando-se a nogéo de
produto escalar de dois vetores.

5 .;;':'l:jéﬁhigé'o: Se i

L BAVeE Y R gy oy,

Em palavras, u- v é a soma dos produtos das componentes correspondentes de we v. E importante notar dois
aspectos sobre esse “produto” que acabamos de definir. Primeiro, u e v devem ter o mesmo nimero de com-
ponentes; segundo, o produto escalar u-v é um nmimero, niio um vetor. (Este ¢ o motivo pelo qual u-v chama-
se produto escalar de u e v.) O produto escalar de vetores em R é um caso especial e importante da nogiao
mais geral de produto interno, que sera explorada no Capitulo 7.

ro1 -3

i
EXEMPLO | Caleule u-v. onde u = | 5
L 2

SOLUCAO: u-v = 1+(=3) +2-5+{=3).2=1

Observe que, se tivéssemos calculado v-u no Exemplo 1, terfamos obtido

Fica claro que u-v = v-u, jd que os produtos individuais das coordenadas comutam. A comutatividade € uma
das propriedades do produto escalar que usaremos com frequiéncia. As principais propriedades do produto
escalar estdo resumidas no Teorema 1.

< TEOREMA | Sejam u, v e w vetores de R” e ¢ um escalar. Entédo:

Comutatividade

Al u-vo= veul HR A o LT .
Wev AW L el N - Distributividade |

b.uvly +w)

L= 0 de, e somente §
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DEMONSTRACAO: Provaremos (a) e (c) e deixaremos a demonstragio das demais propriedades para os exercicios
{a) Aplicando a defini¢io de produto escalar para u-v e v-u, oblemos ‘ '

U-v = vy + v, + by,

= vy b vl R L v,

i

Y-u
onde a igualdade do meio segue do fato de a multiplicacio de ntmeros reais ser comutativa,

(¢} Usando as defini¢oes de produto de niimeros ¢ produto escalar, temos

{aa)-v = [au, ey, ... aw,dIvy v vl

= aingvy Foansvy b+ any,

If

altg vy + v L)

i

au-v)

Observagdes: ¢ A propriedade (b) pode ser lida da direita para a esquerda, e, neste caso, diz que
podemos pr o vetor u em evidéncia na soma dos produtos escalares. Também vale a
propriedade andloga, do “lado direito” — que decorre das propriedades (b) e (a)
(v+wlhu=v-u+w-u
+ A propriedade (c) pode ser estendida para obtermos u +(av) = a(u -v) (Exercicio 44). Tal
versdo estendida de (c) diz essencialmente que, tomando-se um miltiplo escalar de um
produto escalar de vetores, o escalar pode ser combinado com o vetor mais conveniente.
Por exemplo:

=1 =3.2D)[6.—4,0] = [—1,-3,2]- (416, 4,01} = [~1,—3,2]-[3,
2t | i !

2
i
[
=
=
It
L8]

Com essa escolha, evitamos introduzir fracées entre os vetores, como teria o agrupamento original.

» A segunda parte de (d) usa o conectivo I6gico se, e somente se. O Apéndice A discute essa
expressao com mais detalhe, mas, para 0o momento, vamos apenas observar que ela in-
dica uma dupla implicacio — isto é,

seu=0,entdou.u=0

e seu.n =0, entiou=190

O Teorema 1 mostra que aspectos da algebra dos vetores lembram a dlgebra dos nimeros. O préximo
exemplo mostra que algumas vezes podemos encontrar andlogos vetoriais de identidades familiares.

EXEMPLO2 Proveque(u-+v)-(u+v)=u-u+2u-v) +v-vpara quaisquer vetores u e v de R

SOLUCAQ: (+v¥}-w+v)=(u+v}j-uw+(m+v)v
= et Ve Uu-v - vey
= UvEUu-vy -t vey

=qgen + 2u-v) Fovew

mﬁ} (Identifigue as propriedades do Teorema 1 que foram usadas em cada etapa.)
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- Comprimento

Para entender qual a relaciio entre o produto escalar ¢ o cdlculo de comprimentos, recordemos como com-
primentos sdo calculados no plano. O Teorema de Pitagoras ¢ tudo de que precisamos.

M:vﬁ§;/§
//

1 ]

Figura |

. al - A . .
Em R2, o comprimento do vetor v = é a distancia da origem ao ponto (a, &), a qual, pelo Teorema de
p b g P

Pitagoras, é dada por V&® + b, como na Figura 1. Observe que a® + b% = v-v. Isso leva & seguinte defini¢io:

- Definicao O comprimento (ou norma) de um vetor v ‘em R" & 0 muimero ndo negativo |||

Vv s Vi e e

M =

Em palavras, o comprimento de um vetor € a raiz quadrada da soma dos quadrados de suas coordenadas.
Observe que a raiz quadrada de v-v estd sempre definida, pois v- v = 0. pelo Teorema 1(d). Note também que
a defini¢do pode ser reescrita como {|v}* = v-v. Isso serd de grande utilidade na demonstragao de outras pro-
priedades do produto escalar e do comprimento de vetores.

EXEMPLO3 [[2.3]]= V2 + 3 = VD3

O Teorema 2 enumera algumas das principais propriedades do comprimento de um vetor:

€ TEOREMA 2 Seja v um vetor em R e ¢ um escalar. Entdo

”VH =0 se; esomente se v= 0':._-'_ :
b flevll = fel IMF :

DEMONSTRACAO: A propriedade {a) segue imediatamente do Teorema 1{d). Para mostrar (b), temos
evi = (ev) - (ev) = €v-¥) = v

usando o Teorema 1(c). Tomando-se a raiz quadrada de ambos os lados, e usando o fato de que V¢ = i/,
para todo ntimero real ¢, obtemos o resultado. €

Um vetor de comprimento 1 é chamado vetor unitdrio. Em R*, o conjunto de todos os vetores unitérios
pode ser identificado com o circulo unitdrio, o circulo de raio 1 centrado na origem (veja a Figura 2). Dado
qualquer vetor ndo nulo v, podemos sempre encontrar um vetor unitario, de mesma diregéo e sentido que v,




1.3 Comprimento e Angulo: O Prodyto Escalar 19

dividindo v por seu préprio comprimento (ou, equivalentemente, multiplicando por 1/]v). Podemos mostrar
esse fato algebricamente usando a propriedade (b) do Teorema 2: se u = (1/{vf)v, entdo

fuf = [(1]vvl = [V

vil vl = (Wivhivi =

e u possui a mesma direcio e sentido que v, pois 1/]|v]] ¢ um nimero positivo. Achar um vetor unitdrio de mesma
diregiio e sentido €, em geral, um processo ao qual nos referimos como nermalizar um vetor” (veja a Figura 3.

~_ / .

g

) L LA &
i v

Figura 2 Vetores unitdrios em & Figura 3 Normalizagio de um vetor

1
drados de suas componentes, em cada caso, é 1. Analogamente, em R*, podemos construir vetores unitdrios

EXEMPLO 4 Em R’ sejam e| = [(ﬂ ee = {0} Entdo, e; € e, sd0 vetores unitdrios, pois a soma dos qua-

1 0 0
e, = 0. e, = l . € €y = (}
0 0 _ 1

Observe na Figura 4, que esses vetores ajudam a localizar os eixos de coordenadas positivas em R%e B

Em geral, em R", definimos vetores unitdrios ey, e,, . . ., e, onde e; possui 1 na i-ésima coordenada, ¢ zero, nas
demais, Tais vetores aparecem com freqgiiéncia na dloebra linear e sdo chamados de¢ vetores unitirios canonicos.

v

ey er
v t X
€y ¥

Figura 4 Vetores unitérios candnicos em B2 ¢ B

2

NEDEm portupuds, chamamos versor de v ao vetor unitdrio u =

1
]
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2
EXEMPLO 5 Normalize o vetorv = | ~1
3
SOLUCAO: |Ivi = V27 + (~1) + 3 = V14, portanto, um vetor unitirio com mesma diregdo e sentido de v ¢
dado por
2 UV
3 V14

Como a propriedade (b) do Teorema 2 descreve de que forma o comprimento se comporta em relagao a
multiplicacio por escalar, a curiosidade natural sugere que perguntemos se comprimento ¢ adicdo de vetores
sdo compativeis, Seria muito bom se tivéssemos uma identidade tal que [ju + v|| = {ju}} + ||v{]. mas, para quase
toda escotha de vetores u e v, isso ¢ falso. [Veja o Exercicio 42(a).] No entanto, nem tudo estd perdido: se tro-
carmos o sinal = por =, a desigualdade resultante serd verdadeira. A demonstragiio desse famoso e impor-
tante resultado — a Desigualdade Triangular — depende de outra importante desigualdade: a Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, que demonstraremos e discutiremos mais detalhadamente no Capitulo 7.

€ TEOREMA 3 A Desigualdade de Cauchy-Schwarz

+ Para quaisquer.vetores u e v em R,

Veja os Exercicios 55 e 56 para abordagens algébricas e geométricas das demonstragdes dessa desigualdade.

Em B2 ou B*, onde podemos usar geometria, fica claro, a partir de um diagrama como o da Figura 5, que

vale Tu + vi = ju| + ||vi, para quaisquer vetores u ¢ v. Mostraremos agora que isso é verdade em geral.
i i Ii I =)

o

u+v 2
‘,,f'
. -

-
Yy

ut S

Figura 5 A Desiguaidade Triangular

€ TEOREMA 4 A Desigualdade Triangular |

* Para quaisquer vetores we'v em R,

DEMONSTRACAO: Como ambos os lados da desigualdade sdo ndo negativos, mostrar que o
) quadrado do lado esquerdo é menor ou igual ao quadrado do lado direito € equivalente a provar
==£> o teorema. (Por qué?) Calculando, obtemos:

B+ v = (o v) - (u v
= 2{u-v) + vy Pelo Exemplo 2 ’
= u-vl 4+
= Jul® + 2)uaf|vi + ¥i® Por Cauchy-Schwarz
= (Jui + |v)?

como desejado. ®
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Distédncia

O conceito de distdncia entre dois vetores € andlogo ao de distdncia entre dois pontos na reta real ou dois
pontos no plano cartesiano. Na reta real (Figura 6), a distdncia entre os nimeros a ¢ b ¢ dada por jo - bl
{Tomar o valor absoluto assegura que nfio precisemos nos preocupar qual, @ ou b, é maior.) Essa distincia ¢ -
também igual a V{a ~ b)?, e sua generalizaciio para duas dimensdes € a formula familiar para a distancia ¢
entre pontos {a|, a2) e (by, by) — asaber, d = V{a, — b,)* + (@ — b, )".

Figura 6 d =la—bj=|-2-3 =35

[a b - . .
Em termos de vetores, se a = [ ’} ebh = L ! ] entdo d € exatamente o comprimento de a - b, como mostra
I

)

a Figura 7. Essa € a base para a préxima definicio.

(e, ) ¥ |
- A (ay, ﬁi;;"
fap b
T o ................................... r
()l JZ) 4] _bl

Figura 7 d = V(a, — b!)'3 + (ay — b_»): = fa — bi

. Definicio Acdistiancia d(u; v) entre vetores u ¢ v, em R”, & definida por.- |

V2 )
EXEMPLO 6 Determine a distincia entre u = lievs= 2
-1 ~2

V2

SOLUCAQ: Calculamos u — v = | —1 |, entdo
1

vy = fu—v| = V(V2)' + (~1)* + 1" = VI =2
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Angulos

. . ~ )

O produte escalar também pode ser usado para determinar o dngulo entre um par de vetores. Em R~ ou R,
o angulo entre os vetores nao nulos u e v serd o angulo 8, determinado por esses vetores, que satisfizer
0 =6 = 180°(veja a Figura 8).

¥ v
/ﬁ \\
A N 0
k g

u u

[ T
......... B u

P U S . i}
v u v &

Figura 8 O dnguloentre e v

Na Figura 9, considere o tridngulo de lados u, v ¢ u -~ v, onde § € o angulo entre u e v. Aplicando a lei dos
co-senos a esse tridngulo, vem que

Ju = vi* = Ju}® + |vi? = 2jul ] cos 6

= vy .v Virias vezes. obtemos

* 4 V7 - 2fuliv] cos 6

gue, depois de algumas simplificacdes, nos leva a u-v = |Jul|[v] cos ¢. Dessa tltima expressio obtemos a
seguinte {érmula para o angulo @ entre vetores nio nulos u e vem B2 ou R

EXEMPLO 7 Determine o angulo entre os vetores u = 2.1.-2]ev=[11 1}

SOLUCAQ: Caleulamos -y = 2+ 1 + 1-1 + (=2)-1=1ju} =

=12+ 12P+1'=

V3. Logo. cos # = 1/3V3 ¢ portanto, 8 = cos”' (1/3V/3) = 1,377 radianos.

EXEMPLO 8 Determine o Angulo entre as diagonais de duas faces adjacentes de um cubo.
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SOLUCAO: As dimensdes do cubo nio importam. Assim, consideraremos um cubo com lados de compri-
mento 1. Escolha um sistema de eixos coordenados em B* como mostra a Figura 10, e tome as diagonais
representadas pelos vetores[1, 0, 1}e [0, 1, 1] O dngulo @ entre esses vetores satisfaz

L0401+ 11
B VIVZ

1
cos G = v2~

de onde segue que o dngulo procurado € 7/3 radianos, ou 60°.

Figura 10

(Na verdade, n&o precisamos fazer nenhum calculo para obter essa resposta. Se desenharmos uma ter-
ceira diagonal unindo os vértices (1,0, 1) e (0, 1, 1), teremos um tridngulo equilatero, jd que todas as diagonais
das faces tém o mesmo comprimento. O 4ngulo que procuramos é um dos dngulos desse tridngulo, e, por-
tanto, mede 60°. As vezes, uma pequena idéia pode economizar muitos célculos; em casos como este, ela
fornece uma verificagdo confortdvel em nosso trabalho!)

Observagoes: ¢ Como mostra esta discussdo, geralmente teremos de estabelecer uma aproximagio para
o dngulo entre dois vetores. Entretanto, quando o dngulo for um dos chamados angulos
especiais (0% 30° 45°, 60°, 90°, ou um multiplo inteiro desses), deveremos ser capazes de
reconhecer seu co-seno (Tabela 1) e entdo obter o correspondente dngulo com exatidio.
Em todos os outros casos, usaremos uma calculadora ou computador para aproximar o
angulo desejado por meio da fungio arco - co-seno.

Tabela | . Co-sencs de Angulos Especials

] 0° 30° 459 60° 0
cos 0 V3 . V3 Voo vt VI 0
S — —_— P ROV e

2 2 2 V2 2 2 2

- . . ] o . 5

¢ A deducéo da férmula para o co-seno do Angulo entre dois vetores € valida somente em R
ou R, ja que depende de um fato geométrico: a lei dos co-senos. Em R”, para n > 3, a for-
mula pode ser considerada uma definigdo. Isso faz sentido, pois a desigualdade

u+v

de Cauchy-Schwarz implica que |~ Talo varia de -1 a 1, exata-
i (H Y

mente comao ¢ co-5enao.

= 1. e, portanto

u vy
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Vetores Ortogonais

O conceito de perpendicularidade ¢ fundamental em geometria. Qualquer pessoa que estuda geometria
compreende rapidamente a importancia e utilidade dos dngulos retos. Generalizaremos agora a idéia de per-
pendicularidade para vetores em R”, onde € chamada de ortogonalidade.

Em R2 ou R?, dois vetores ndo nulos u e v a0
perpendiculares se o dngulo ¢ entre eles ¢ um
angulo reto — isto é, se § = #/2 radianos, ou 90°.

A palavra ortogonal é derivada da palavra grega or-
“thos, que significa “reto”, e gonia, que significa “dn-" ¢
"gulo”. Por. isso, ortogonal significa fiteralmente “an-

gulo reto”. 'O equivalente em latim é retangular. = -

Assim, ——-Y— = cos 90° = 0, e, portanto, u-v = (.

ulf|vi

Isso motiva a seguinte definigio:

. Definigao Dois vetores u e v em R” sdo oriogonais entre siseu-v = 0.

Como 0-v = 0, para todo vetor v em R”, dizemos que o vetor nulo € ortogonal a qualguer vetor.
EXEMPLO 9 Em®iu= [1.1,-2)e v=[3, 1, 2] sdo ortogonais, poisu-v=3+1-4=0.

EXEMPLO 10 Do Exemplo 2, temos que ju + vi’ = juj® + 2(u-v) + v}, para quaisquer vetores u e v em

.

R". Segue imediatamente que ju + v|* = juj® + jvi® se, e somente se, u-v = 0. Este é o Teorema de Pitdgoras

para R" {Figura 11).

}{;1_1”+'v§1 2={ul?+] v} 2s:_é;__é'éonleri't'e"ée-, uev sdo ortogonais..

Figura 11 O Teorema de Pitdgoras

O conceito de ortogonalidade ¢ um dos mais importantes ¢ Uteis em dlgebra linear, e freqlicntemente
aparece de maneiras surpreendentes. O Capitulo 5 oferece um tratamento detalhado deste tépico, mas ire-
mos encontra-lo muitas vezes antes disso. Um problema no qual a ortogonalidade claramente desempenha
um papel importante ¢ na determinagdo da distdncia de um ponto a uma reta, onde “baixar a perpendicular”
¢ um procedimento familiar.
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Projecoes \

Consideraremos agora o problema de encontrar a distincia de um ponto a uma reta no contexto dos vetores,
Como veremos, essa téenica conduz a um importante conceito: o da proje¢iio de um vetor sobre Qutro.

Como mostra a Figura 12, o problema de achar a distancia de um n ponto £ a uma reta r fem R ou ) se
reduz ao problema de achar o compnmento do segmento de reta PB, perpendicular a r, ou, equivalente-
mente, o comprimento do vetor PB. Se escolhermos um pomo A sobre r; entdo, no tridngulo retdngulo
AAPB, os outros dois vetores sdo o cateto AP e a hipotenusa AB. O vetor AP é chamado de projecio de A5
sobre a reta r. Interpretaremos agora esta situagao em termos de vetores.

Figura 12 A distincia de um ponto a uma reta

Considere dois vetores ndo nulos u e v. Seja p o vetor obtido ao tracarmos a perpendicular a partir da ex-
tremidade de v sobre u, € seja # 0 dngulo entre u e v, como mostra a Figura 13. Entdo, claramente p = jpi,
onde @ = (1/[luf)u € o versor de u. Além disso, da trigonometria elementar temos ||pj = |v| cos 8, e sabemos

Y P . —
ue cos § = - . Dessa forma, depois de algumas substituicdes, obtemos:
q . g G

Tu

Figura 13 A projecio de v sobre us
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DeﬁmgéoSeu € V530 vetores em RI'e u # 0, a projecdo de v.sobre u & ofzvétor’i’p:fbju(if)f'cfe-fidi"d&ﬁbr

Um modo alternativo de obter essa férmula é descrito no Exercicio 57.

Observagdes: ¢ O termo projecio vem da idéia de projetar uma imagem em uma parede (com um proje-
tor de slides, por exemplo). Imagine um feixe de luz com raios paralelos entre si e per-
pendiculares a u incidindo sobre v. A projeciio de v sobre u é justamente a sombra
langada, ou projetada, por v sobre u.

+ Pode ser qtil interpretar proju(v) como uma funcio de varidvel v. Entfo, a varidvel v
ocorre apenas uma vez no lado direito. Além disso, é de grande ajuda ter em mente a
Figura 13, que nos lembra que proj,(v) € um miltiplo escalar do vetor u (ndo v}).
==3> o Na delinigdo de proj,{v), embora tenhamos considerado v néo nulo, assim como u {por
qué?), é claro, do ponto de vista da geometria, que a projeciio do vetor nulo sobre u é 0.
A definigiio confirma esse fato, pois (2—3)11 =0u=0
+ Se o dngulo entre u e v for obtuso, como na Figura 14, entio proj,{v) terd sentido oposto
ao de u, ou seja, proj,(v) serd um miiltiplo escalar negativo de u.

“’"} ¢ Se u for um vetor unitdrio, entéo proj,(v) = {u - vju. (Por qué?)

Figura 14
EXEMPLO Il Ache a projeciio de v sobre u em cada caso.
F-1 (2 :
(a)v=i J ¢ uxl'_ byv=12] e u=e;
3 1
3
1 i/j2
©v=1{2 ¢ u= 12
3 1Iv2

[ Y]

SOLUCAQ: (a) Calculamos u - v = {

ereman [} o
‘13 =leu-u=| |-/ | =5 Portanto,

BNEREE




(b) Como e3 é um vetor unitirio,
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0
Proje(¥) = (e:-vie; = 3e, = |
3
€) lemos que ju; = ; + ; + 5 = 1, Entio,
T que juf =+ [ +4 Enta
. 3y M2 saevy] 2T s vay |
proj,(v} = {u-vju = 5+ 1+ 5 112 =] 12 | = —
- 13 - 1132 )

¢ EXERCICIOS 1.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a 6, calcule u - v.

- 3 3 4
l.uw—{ 2}.v—[1] ZIB_{—Z]"—[()]

1 2 32 1.5
Jou= 2|, v=13 dou=|~-06|v= 4.1

2 1 ~14 ~(3,2

S.u =1L V2 V3.0 v =4, -VZ,0,-5)
6. u=[112, ~325 2,07, ~1,83],
v =[~229.1,72, 433, ~1,54]

il

Nos Exercicios de 7 a 12, determine a norma do vetor liuj| do
exercicio indicado e dé o versor de u.

7. Exercicio 1 8. Exercicio 2 9. Exercicio 3

10. Exercicio 4 11. Exercicio 5 12. Exercicio 6

Nos Exercicios de 13 a 16, enconire a distancia dlu, v) entre
os vetores we v do exercicio indicadeo.

14, Exercicio 2

16. Exercicio 4

13. Exercicio 1

15, Exercicio 3

17. Se u, v e w sdo vetores em R'n=2ecdéum gscalar, ex-
plique por que as scguintes expressées ndo fazem sentido:
(b) u-v +w
{d)e(v+w)

(@) fu- ]
© u-{v-w)

Nos Exercicios de 18 a 21, determine se o dngulo entre v e
¥ é agudo, obtuso ou reto,
3 -1
18. u = [ LV =
G t

2 1
1. u=|~-1)yv=1}-2

20.u=[4,3, 1] v=[1,-1,1]
2Lu={09, 2.1, 12} v=[-4.5, 2,6, —0.8]

Nos Exercicios de 22 a 23, encontre o dngulo entrew e v do
exercicio dado.

22, Exercicio 18 " 23, Exercicio 19

24, Exercicio 20 25, Exercicio 21

26. Scjam A = (-3,2), B= (1, 0)e C = (4, 6). Prove que o
tridngulo AABC ¢ um triangulo retangulo.

27.Sejam A = (1. 1, -1}, B = (~3,2, -2)e C = (2,2, ~4).
Prove que o tridngulo AABC & um tridngulo retanguio.
28. Determine o dngulo entre uma diagonal de um cubo e

uma aresta adjacente.

29. Um cubo possui quatro diagonais. Mostre que nio existem
duas dessas diagonais que sejam perpendiculares entre si.

Nos Exercicios de 30 a 35, encontre a projecio de v sobre
u. Faca um esboco nos Exercicios 30 e 31.

wo[oe [ we-[o-]

) , 1 2
: N I Bl S I I
Zous=|~fiv={ -2 33, 1 1 =
1 b
3 < -1 -

_fosy (2.1]
34.u~-{1S ‘",1,2
3,01 1,34
3Bou=| 033 v=| 425
2.52 ~1,66
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A Figura 15 sugere duas maneiras pelas quais os vetores po-
dem ser usados para calcular @ drea de um tridngulo. A drea

A do tridngulo na parte (a) é dada por §|u)|]v — proj,(v)|.
¢ a parte (b} sugere a forma trigonométrica da drea de wmn
tridngulo: A = Yiul|visend. (Podemos usar a identidade
sen = V1 — cos® @ para achar sen 6.) Nos Exercicios 36 ¢
37, calenle a drea do tridngulo de vértices dados, usando
ambos os métodos.

¥ = projuly)

(a)

Figura 15 (b
(364 =(1,-1), B=(2.2, C=(40)
3T A=(3.-1.4), B=(4-2.6,C=(5.0,2)

Nos Exercicios 38 e 39, encontre todos os possiveis valores
de k para os quais os doeis vetores sdo ortogonais.

) } 1 L2
e 2 -
38 u = },v:{"”] = —1|v=| k
3 k-1

2 -3

|

e[}

{41, Descreva todos os vetores v =

H
au= i
b

42,’Sob que condigdes as seguintes iguaidades sio ver-
dadeiras para vetores s ¢ v em R? ou B?
(b) Jiu +

43.(a} Prove o Teorema 1(b). (b) Prove o Teorema H(d).

-

X .
} que sao ortogonats
v

@ Ju+ v =

= |lufl — iv]

" .l g i
44, Prove que u - av = ¢(u + v). para todos os velores g e v
em R" e todos os nfimeros q.

i 40, Descreva todos os vetores v = { ] gue sdo ortogonais

- 85. A Desigualdade de Cauchy-Schwarz |u-vi = [uf|v

s

45, Prove que |u — vi = i} — |v], para quaisquer ve-
tores u e v em R (Sugestdo: substitua u por u — v na
Desigualdade Triangular.)

46, Suponha conhecido que u+v = u-w. Pode-se concluir
que v = w? Em caso afirmativo, dé uma prova vilida em
1" caso contrario, dé& um contra-exemplo (isto €, um con-
junto especifico de vetores U, v e W para 0s quais uv =

urwmasy # w)
47. Prove que (u + v)-(u — v) = [uf® — iv|* para quais-

quer vetores u ¢ v em B,

48. (a) Prove que fu+ v)' + [u - v} = 2l + 2| v,
para quaisquer vetores u e v em i

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u + v ¢ - v em
R? ¢ use a prova da parte (a) para deduzir uma pro-
priedade sobre os paralelogramos.

49, Prove que u-v = iu + vi* = {ju — v}*, para quais-
quer vetoresu e v em R

50. {a) Prove que ju +
v siio ortogonais.

= Uy — v| se, ¢ somente se, u e

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u+ veu—vem
R2 e use a prova da parte {a} para deduzir uma proprie-
dade sobre os paralelogramos.

51. (a) Prove que u + ¥ ¢ 1 — v sdo ortogonais se. ¢ so-
mente se. full = |vi. (Sugestdo: veja o Exercicio 47.)

(b} Desenhe um diagrama mostrando w, v,u + ye u— v em
RZ e use a prova da parte (a) para deduzir uma pro-
pricdade sobre os paralelogramos.

52.{a) Prove que, s¢ u ¢ ortogonal a v e a w. entdo u ¢ or-
togonalav +w.

{b) Prove que, sc u ¢ ortogonal a v e a w, entdo u ¢ 0rtogo-
nal a s¥ + fw, para quaisquer nimeros s ¢ 1.

33, Prove que u ¢ ortogonal a v — proj,(v}), para quais-
quer vetores u e vem B, comu # {).

projy(¥)-

(b) Prove que projy(v — proju(¥)) = 0.

54. (a) Prove que proj,(proj v)} =

{c) Explique geometricamente os resultados dos itens (a) e (b).

| é
equivalente 2 desiguatdade que obtemos ao elevarmos ao
quadrado ambos os lados: (n- v} = vl

i,
(a) Em R, comu = l }cv =
(15}

crita como

{tryvy + v = (0} + )3 + )

Prove algebricamente essa desigualdade. (Sugestdo: sub-
traia o lado esquerdo do lado dircito ¢ mostre que a
diferenca deve ser necessariamente ndo negativa.)

(b} Prove o andlogo de (a) em B,
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36. Uma outra maneira de provar a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz ¢ sugerida pela Figura 16, que mostra que,
em R? ou R?, Iproj (v}l = jvl. Mostre que essa desigual-
dade ¢ equivalente 2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

37. Use o fato de que Proju(¥) = du, para algum niimerg ¢
juntamente com a Figura 17, para determinar 4 e, desse
modo, deduzir a férmula para proj,{v).

A

A S

;;roju(vj. - u

u

Figura 16 Figura 17



Vetores e Geometria

Muitos resultados da geometria euclidiana plana podem ser demonstrados por meio de técnicas vetoriais.
Por exemplo, no Exemplo 10 da Se¢do 7.3, usamos vetores para provar o Teorema de Pitdgoras. Nesta inves-
tigagiio, usaremos vetores para provar alguns outros teoremas gla geometria euclidiana.

Como introdugdo a notagdo e 4 linguagem vetorial para abordar a geometria, considere o seguinte exem-
plo facil:

EXEMPLO | D€ uma descrigdo vetorial para o ponto médio M de um segmento de reta AB.

SOLU(;AO: Primeiramente, converteremos tudo para a notagido vetorial. Se Qf.]e“?ﬁi‘. a gi’igem_i P é um
ponto, indicaremos por p o vetor OP. Nessas condigdes, a = OA. b=0B. m=0M,e AB=0B- 0OA=b-a
(Figura 1). '
A
: h—a

a g
w/,,_«f“’” b
gigura I
Como M ¢ ponto médio de AB, temos
m-—a=AM = AB = (b — a)
assim, m=a-+ib-a)=4ia+b)

L. Apresente uma descri¢do vetorial para o ponto P que estd a um tergo do percurso de A para B no seg-
mento de reta AB. Generalize.

2. Demonstre que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo
ao terceiro lado e tem a metade de seu comprimento. (Na notagdo vetorial, isso equivale a provar que PQ = JAB
na Figura 2.)

3. Demonstre que o quadrildtero PQRS (Figura 3), cujos vértices sio os pontos médios dos lados de um
quadrildtero arbitriric ABCD, é um paralelogramo,

4. Uma mediana de um tridngulo € um segmento de reta que une um vértice ao ponto médio do lado
oposto {Figura 4). Prove que as trés medianas de qualquer triingulo siio concorrentes (isto €, tém um ponto
comum de intersecdo) em um ponto G cuja distancia a cada vértice & igual a dois tercos da distdncia deste

B

c?

Figura 2 Figura 3 Figura 4 Uma mediana
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vértice ao ponto médio do lado oposto. (Sugestdo: na Figura 3, mostre que o ponto que esld a dois tercos da
distancia de A a P € dado por | (a + b + ¢). Mostre entdo que o mesmo ponto estd a dois tergos da distéincia
de B a Q ¢ a dois tergos da distdncia de Ca R.) O ponto G da Figura 5 € chamado baricentro do triangulo.

Figura 5

5. Uma altura de um tridngulo é um segmento de reta que sai de um vértice ¢ é perpendicular ao lado
oposto (Flgura 6). Prove que as trés altuxas de um tridngulo sfio concorrentes em um mesmoe ponto.
(Sucestdo seja H o ponto de intersecdo das alturas correspondentes aos vértices A ¢ B na Figura 7. Prove
que CH é ortogonal a AB.) O ponto H na Figura 7 é chamado errocentro do tridngulo.

Figura 6 Uma altura Figura 7

6. A mediatriz de um segmento de reta € a reta perpendicular a esse segmento ¢ (ue passa por seu ponto
médio (Figura 8). Prove que as mediatrizes dos trés lados de um triingulo sdo concorrentes em um mesmo
ponto. (Sugestdo: seja K o ponto de intersegio das mediatrizes de AC ¢ BC na Figura 9. Prove que RK € or-
togonal a AB.} O ponto K na Figura 9 chama-se circuncentro do tridingulo.

7. Sejam 4 e B as extremidades de um didmetro de um circulo. Se € ¢ um ponto qualguer do circulo,
prove que ZACB ¢ um dngulo reto. {Sugesrao na Figura 10, se;a O o centro do circulo. Expresse todos o0s ele-
mentos em termos de a e ¢ e mostre que AC é ortogonal a BC.)

8. Prove que os segmentos de reta que unem os pontos médios dos fados opostos de um quadrilatero se
interceptam de modo a dividir cada um deles em duas partes de mesmo comprimento (Figura 11).

C

A B

Figura 8 Uma mediatriz Figura 9
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Figura 10 Figura 11

bY

¢"1.4 Retas e Planos

Todos estamos familiarizados com a equagiio de uma reta no plano cartesiano. Agora, vamos considerar re-
tas em &% do ponto de vista vetorial. As idéias que aparecem neste estudo nos permitem generalizar para
retas em R® ¢ depois para planos em B3, Muito da dlgebra linear que estudaremos nos capitulos posteriores
tem sua origem na geometria simples de retas e planos; a habilidade de visualizar esses elementos e pensar
em um problema do ponto de vista geométrico serd de grande valia.

Retas em R? e em R?

No plano xy, a forma geral da equagdio de uma reta é ax + by = ¢. Se b # 0, a equagio pode ser reescrita
como y = —(alb)x + ¢/b, que tem a forma y = mx + k. [Esta é a equagio da reta na forma reduzida: m repre-
senta a inclinagdo da reta, ¢ o ponto de coordenadas (0, £} € sua intersegio com o eixo y.] Para fazer uma descriciio
com vetores, vamos considerar um exemplo.

EXEMPLO | A retar de equacio 2x + y = 0 ¢ mostrada na Figura 1. E uma reta de inclinagio —2 passando
pela origem. O lado esquerdo da equacio tem a forma de um produto escalar; de fato, se consideramos

2 X « p N . P
n = [J ex= ] a equagdo se tornan - x = 0-x = 0. O vetor n € ortogonal & reta — isto €, ortogonal a qual-
-'V

. A palavra latina norma se refere ao esquadro:
".de_carpinteiro; usado. para desenhar dngulos re-
tos.:Assim, um vetor normal ¢ um vetor que &
_perpendicular. a.algum outro objeto, geralmente.
um-plano. S e

Figural 2v+y={
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Figura 2 O vetor normai n &

quer vetor x paralelo a reta (Figura 2) - e é chamado veror nermal 3 reta. A equacdo r-x =0 ¢ a equacgio da
reta r na forma normal. &

Uma outra maneira de pensar sobre essa reta é imaginar uma particula movendo-se ao longo dela.
Suponhamos que a particula esteja na origem no instante ¢ = 0 e se movimente 20 longo da reta de modo que
sua coordenada x varie em uma unidade por segundo. Entéio, no instante 7 = 1, a particula estd em (1, -2); em

= -2y +

Figura 3 Figura 4 O vetor diretor d

=15, estd em (1,5, -3); se permitirmos valores negativos para ¢ (isto €, se levarmos em conta onde a particula es-
tava no passado), em ¢ = -2 estara (ou esteve) em (-2, 4). Tal movimento est4 ilustrado na Figura 3. Em geral, se
v ={ entdo y = ~21, e podemos escrever essa relacio na forma vetorial como

H B {—:ﬂ B ’[—;J

21? Trata-se de um particular vetor paralelo a r, chamado vetor dire-

Qual ¢ o significado do vetor d = [

tor da reta. Como mostra a Figura 4, podemos escrever a equacdo de r como x = (d. Essa € uma equagio ve-
torial da reta,
Se a reta ndio passar pela origem, temos de fazer algumas pequenas modificaces.
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EXEMPLO 2 Considere aretar de equacdo 2x + y = 5 (Figura 5). Trata-se apenas de uma transiaqéo em
cinco unidades para cima, da reta do Exemplo 1. Ela também possui inclinagéo _—2, mas sua interse¢do com o
eixo y é o ponto (0. 5). E claro que 033 vetores d e n do Exemplo 1 sdo, respectivamente, um vetor diretor e
um vetor normal para essa reta também.

Assim. n ¢ ortogonal a todo vetor que seja paralelo a ». O ponto P = (1, 3) pertence a r. Se X = (x. v) representa
um ponto genérico de 7, 0 vetor PX = x—p é paralelo a r e n-(x — p) = 0 (veja a Figura 6). Simplificando,
temos n-x = n-p. Para verificar, calculamos

)= =i

n-x =

Figura 8§ 2x+ vy =3 Figuraé n-(x-p)=0

Assim, a equagdo normal n-x = n-p ¢ uma representagio um pouco diferente da equagio da reta na forma
geral. (Note que, no Exemplo 1, p era o vetor nulo, e o lado direito da equagdo eran-p = 0.) '

Esses resultados conduzem a seguinte definigao:

. Definigao Dada uma reta r em R uma equagao escritana forma .

ne(x-p

- onde p é um po
““'na forma normal.:

nto especificode ren' =

. Uma e

. Uma equacdo escrifa na forma ax + by = ¢, ondein =
. equacdodaretarnaformageral.’ . oo

Continuando com o Exemplo 2, vamos encontrar uma equacio de 7 na forma vetorial. Observe que. para
cada escolha de x, x — p deve ser paralelo ao vetor diretor d, ¢, portanto, um maltiplo de d. Isto é, x —p = 1d
ou x = p + td para algum escalar 7. Em coordenadas temos

MEBE R

ou x=1+1 .
y=3-2 @

il

A equacao (1) é a forma vetorial da equagiio de r. e as equagdes (2), das coordenadas, sdo chamadas
equacoes paramétricas da reta. A varidvel t ¢ chamada pardmetro.
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Como generalizar para R Observe que as
equagdes de reta nas formas vetorial e paramétrica
se estendem perfeitamente. A nocio de inck-
nacio de uma reta em R? — que ¢ dificil de gene-
ralizar para trés dimensdes — ¢ substituida pela
nogao mais conveniente de vetor diretor, con-
duzindo & seguinte defini¢do:

"A palavra pardmetro e ‘o adjetivo correspondente 2
 paramétrico vém das palavras gregas para, que significa.
“lado.a lado”, e metron, que quer dizer “medida’
'+ Matematicarnente falando, um parimetro é umia varid

Freqilentemente, abreviaremos um pouco essa terminologia. referindo-nos simplesmente 4 equacio
geral, normal, vetorial e as equagdes paramétricas de uma reta ou plano.

EXEMPLO 3  Determine equagdes vetorial e paramélricas para a reta em &3 que passa pelo ponto P =
5
(1,2,-1)e é paralela ao vetord = | —1

3

SOLUCAO: A equagdo vetorial x = p + rd pode ser escrita como

X 1 5
yi=1 2| +rf -1
£ -1 3
As equagdes paramétricas sdo
x= 1-+5
v= 2- 1t
= ~1+3 .

Observagdes: & A equagdo vetorial e as equacdes paramétricas de uma dada reta r nio sdo dnicas — de
fato, existem infinitas, j4 que podemos considerar qualquer ponto de r como p e qualquer
vetor diretor de r. No entanto, todos os vetores diretores sdo claramente muiltiplos uns

dos outros.
10
No Exemplo 3, (6. 1, 2) € um outro ponto sobre a reta (considere t = 1). ¢ | —2 | é outro vetor diretor.
Dessa maneira, 6
X 6 10
yl=]1]+s -2
z 2 6

¢ uma equagdo vetorial diferente (mas equivalente) para a reta. A relagiio entre os dois parmetros s e ¢ pode
ser obtida comparando-se as equagbes paramétricas: para cada ponto (x, y, z} de r, temos

v= 145 =06+ 10s
y= 2—- t=1- 12s
= —~1+3t=2+ 65
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tmplicando que

—i0s + 5t = 3
25 — = -1
—6s +3r= 3

Todas essas equagdes se reduzem a ¢ = 1 + 2s.

» Intuitivamente, sabemos que uma reta é um objeto unidimensional. A idéia de “dimensao” serd explicada
nos Capitulos 3 e 6, mas, para 0 momento, observe que essa idéia parece combinar com o fato de que a
equagio vetorial de uma reta requer apenas wm pardmetro.

EXEMPLO 4 E freqilente a expressdo “um par de pontos determina uma reta”. Encontre uma equagio ve-
torial para a reta r em &* determinada pelos pontos P={-1,5,0)e 0 ={2, 1, 1).

SOLUCAO: Podemos escolher qualquer ponto de r como p; entdo, usaremos P (Q também seria bom). Um

3
vetor diretor conveniente é d = PO = | —4 | (ou qualgquer miltiplo escalar deste). Assim, obtemos
1

Ed

I
=
+
=

I
LA
+
~

|
N

Planos em R>

A proxima pergunta que devemos fazer € “Como a equagiio geral de uma reta se generaliza para R399 E ra-
zodvel supor que, se ax + by = ¢ é a forma geral da equaciio de uma reta em R?, ax + by + ¢z = d deva repre-
sentar uma reta em R, Na forma normal, essa equagio é n -x = n - p, onde n é um vetor normal a reta e p
corresponde a um ponto sobre a reta.

Para verificar se essa € uma hipdtese razodvel, vamos refletir sobre o caso especial da equagdo ax + by + ¢z = 0.

o
Na forma normal,elaén-x=0,onden= b
[

No entanto, o conjunto de todos os vetores x que satisfazem essa equacgio € o conjunto de todos os ve-
tores ortogonais a n. Como mostra a Figura 7, infinitos vetores de direg¢des diferentes possuem essa pro-
priedade, determinando uma familia de planos paralelos. Dessa forma, nossa suposi¢do estd incorreta:
parece que ax + by + cz = d é a equacio de um plano — ndo de uma reta —em [,

Tornemos mais precisa essa descoberta. Todo plano 2 em R® pode ser determinado especificando-se um
ponto p em % e um vetor ndo nulo n normal a % (Figura 8). Dessa maneira, se X representa um ponto arbitrario

a X
(i - . —
de &, temos que n.(x ~p)=Ooun.x=n.p.Sen=|b|ex=|y| entio, em termos das coordenadas,
C

(8]

a4 equacdo se torna ax + by + cz = d {onde d = n- p).
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it
i ”_““%—.*__b
%
Figura 7 n ¢ ortogonal a infinitos vetores Figura8 n.(x~p}=10

e chéﬁlada_gquagz’z'g}_g"qx_‘al__-d P

Note que qualquer multiplo escalar de um vetor normal a um plano € um outro vetor normal.

EXEMPLO 5  Ache equacoes nas formas normal e geral para o plano que contém o ponto P=(6,0, 1} e tem

vetor normal n =

B =

6 X
SOLUCAO: Comp = ]ex = Yltemosnep=1.6+2.0+3.1=09; portanto, a equagio normaln .x =n .p

1 Z

se transforma na equacio geralx + 2y + 3z =9,

Geometricamente, é claro que planos paralelos t8m os mesmos vetores normais, Assim, suas equacdes
gerais tém os lados esquerdos miitiplos uns dos outros. Por exemplo, 2x + 4y + 67 = 10 é uma eqguacdo geral
de um plano paralelo ao plano do Exemplo 3, j4 que podemos reescrever essa equagdo comox + 2y + 3z =5
— de onde percebemos que os dois planos tém o mesmo vetor normal n. (Note que os planos nio coincidem.
pois os lados direitos das equacgdes dos dois planos sao distintos.)

Figura® x—p=su+ v
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Podemos também expressar a equagio do plano na forma vetorial ou na forma paramétrica. Para isso,
observe que um plano pode ser determinado especificando-se um de seus pontos P {pelo vetor p) e dois ve-
tores diretores u e v paraielos ao plano (mas nio paralelos entre si). Como mostra a Figura 9, dado qualquer
ponto X do plano (localizado pelo vetor x), podemos sempre encontrar multiplos apropriados su e tv dos ve-
tores diretores, de maneiraque x - p=su + ivou x = P +su + tv. Se escrevermos essa equa¢io em coorde-
nadas. obteremos equacdes paramétricas para o plano.

. Definicio Umha equagdo vetorial para o plano @ em R® é uma equacdo que-pode ser escritd na

nio paralelos entre si)

~ As equagbes correspondentes a5 coordenada
| paramérricasde®; .

EXEMPLO 6 Encontre uma equacio vetorial ¢ equagdes paramétricas para o plano do Exemplo 5.

SOLUCAO: Precisamos determinar dois vetores diretores. Temos um ponto £ = (6, 0, 1) no plano; se encon-
trarmos dois outros pontos Q ¢ R em %, os vetores PQ e PR poderio servir como vetores diretores (a menos
que, por falta de sorte, cles sejam paralelos!}. Por tentativa ¢ erro, observe que os pontos @ =(9,0,0)e R =
(3.3, 0) satisfazem a equagio geral x + 2y + 3z =9, e, portanto, estdo no plano. Calculamos

3 -3
uiﬁézcl—px 4] e v=Fﬁ=r-—p*—“ 3
-1 -1

que, por nao serem miltiplos escalares um do outro, servirio como vetores diretores. Por conseguinte, obte-
mos uma equagio vetorial de @,

'y 6 3 -3
v|=i0[+s Of+¢ 3
z 1 -1 -1

X =0+ 35 ~ 3t
3t

b
il

1—- s— ¢

(83

—> (O que aconteceria s¢ escolhéssemos R = (0,0, 3)7]

Observagdes: o Um plano é um objeto bidimensional, e suas equacdes, tanto vetoriais quanto paramétri-
cas, requerem dois pardmetros.
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» Como mostra a Figura 7, dado um ponto P e um vetor ndo nulo n em %7, existem infinitas
retas que passam por P tendo n como vetor normal. Por outro lado, P e dois vetores nor-
mais ndo paralelos, nj € By, SETVEM para determinar uma reta r univocamente, pois r é a
reta que passa por P e ¢ perpepdicular ao plano de equaclo X = P+ sn; + My (Figura 10
Dessa maneira, uma reta em R pode ser identificada por um par de equacdes

ax + by oz =d

wx + by e =dp

] cada uma delas correspondendo a um vetor normal. Como tais equacdes identificam um par o
o> de planos nfo paralelos (por que Do paralelos?), essa ¢ a descricao de uma reta como inter-
secio de dois planos nao paralelos (Figura 11}, Algebricamente. a reta consiste em todos 0s
pontos (x, y, 7} que satisfazem simultaneamente ambas as equagoes. Exploraremos mais esse
conceito no Capitulo 2, quando discutirmos a solucio de um sistema de equagdes lincares.

:

b

:

7

;.

Figura 10 Um ponto ¢ dois vetores normais Figura 11 EJma reta intersecio de dois planos :
determinam uma reta r |
x

As Tabelas 1 e 2 resumem as informagoes apresentadas até agora sobre equagdes de retas e de planos.

Tabeta | E&;uai;’éeé’ de Retas em 5

Forma Normal Forma Geral Forma Vetorial Forma Paramétrica
n-x=n-p ax + by = ¢ x=p+d x = p, +1dy

v=p;+id

Tabela 2 Retas & Plasios em RY.

Forma Forma Forma Forma
Normal Geral Vetorial Paramétrica
Retas 0 X = 0Py mx + by ez =d x=p -t x = p; i,
X = I axx + by F o= dy y = Dz + 1d;
= pa kot
Planos n-X=n-p ax + by +cz=d x=p+sutiy x = py +osug b0

y o= po ks R0

= py -+ Sy Ly

ry "
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Observe mais uma vez que uma equagdo geral em R’ descreve uma reta, mas em &3 descreve um plano.
'Em dimensoes maiores, um objeto (reta, plano etc.) determinado por uma tnica equagao desse tipo é usual-
mente chamado hiperplano.] A relagdo entre as dimensdes do objeto, o niimero de equacdes necessarias
para descrevé-lo e a dimensao do espago € descrita pela seguinte “férmula de equilibrio™

* (dimensac do objeto)+ (nimero e equagbes na forma geral) = dimensdo’do espago.

Quanto maior a dimensdo do objeto, menor o nimero de equagdes necessdrias. Por exemplo, um plano
em R’ é bidimensional, requer uma equacao geral e estd no espaco tridimensional: 2 + 1 = 3. Uma reta em R°
¢ unidimensional e, assim, precisa de 3 ~ 1 ='2 equages para ser identificada. Note que a dimensdo do objeto
também combina com a quantidade de parametros da equacdo na forma vetorial ou paramétrica. Nogdes de
“dimensdo” serdo estudadas nos Capitulos 3 e 6, mas, por enquanto, essas observacoes intuitivas nos servirao,

Vamos agora achar a distancia de um ponto a uma reta ou um plano relacionando os resultados da Secao
1.3 com os desta secdo.

EXEMPLO 7 Determine a distancia do ponto 8 = (1, 0. 2) a reta r que passa pelo ponto 4 = (3, 1, 1} e tem
-1
vetor diretor d = | 1
0

SOLUCAQ: Como jd sabemos, é necessdrio calcular o comprimento de PB, onde P é o ponto de r no pé da

perpendicular a partir de B. Se designarmos v = AB, entdo AP = projg

(¥) e PB =v — proj,(v) (veja a Figura
12). Faremos os cdlculos necessdrios em vérias etapas.

Etapa 1.

proj, ()

Figura 12 d(B, 1) = |iv - projav|

Etapa 2. A projegio de vsobre d ¢
I-v
proja(v) = ("('“X)d

) ((_"I)-(—Z) +1.(=1) + 0-.1) ’”",f
1P+ 140

0
r-1
o
0

I
[ICR TR

=




10.
al-
tas

da

ra
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Etapa 3. O vetor que queremos ¢é

-2 —4 -3
voprojg(v) ={—-1|- 3i=|-i
1 0 1
Etapa 4. A distinciad{B, r)de Baré
_3
Iv = proju(v)| = ||| -3
1
Usando o Teorema 2(b) para simplificar os calculos, temos
=3
[v = proju(v)| = 1{| -3
2
=122 P

Observagdo: « Em termos de nossa notagéo anterior, d(B, r) = d(v, projg(v)).

Quando a reta r estd em R’ e sua equagdo geral é ax + by = ¢, a distancia d(B, r) de B = (x;, yo) & reta é
dada pela férmula

R gax;,'#."f?.y'(,- = r:i. _
Sd(Bir ) = i e 3

Vocé estd convidado a demonstrar essa férmula no Exercicio 39,

Figura 13 d(B. %) = {proj,(AB)]

EXEMPLO 8 Determine a distincia do ponto B =(1, 0, 2) ao plano @ , cuja equacdo geral é x + y—z = 1.

SOLUQAO: Neste caso, precisamos calcular o comprimento de "P—E onde P é o ponto de % no pé da perpen-
dicular a partir de B. Como mostra a Figura 13, se A for um ponto qualquer de % e aplicarmos o vetor
| | .

n = 1 | normal a % de modo que sua origem seja em A, precisamos achar o comprimento da projegio de AB sobre n.

-1

Novamente, apresentamos os cilculos necessdrios em etapas.




42  CAPITULO |  Vetores

Etapa 1. Por tentativa e erro, encontramos um ponto qualquer cujas coordenadas satisfacam a equaciox +y—z =1,
A =(1,0,0)€ um deles.

Etapa 2. Seja
17 711 [o
v=AB=b-a=|0{-|0|=0 ;
2 0 2 ;
Etapa 3. A projegio de v sobre n é .
n-v
proj(v) = (;1_-;)"
B (1-0+ 10 = 1-2) 1
1+ 1+ (-1)7 )
I
= ~3 ]
-1

Etapa 4. A distincia d(B, P)de Ba P é

lproja(v)j = [—3]

il
itk
|

I
[ H
S

Em geral, a distincia d(B8, &) do ponto B = (v, yu zo) a0 plano cuja equagdo geral é ax + by + ¢z = d ¢
dada pela férmula

. d(B gy = 0 by tz

_::_- / (gi fim o L (4)
: : ._.-‘\ -’az-”{._.bz.._l_.:: s . )

Vocé serd convidado a deduzir essa férmula no Exercicio 40.
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¢ EXERCICIOS 1.4 ¢

Nos Exercicios 1 e 2, escreva wmna equacio (a) na forma
normal e (b) na forma geral para a reta que passa por P e
possui vetor normal o

i m\j _ 3 ;/l-l“\‘- _ _ 5
1P =(0.0).0= [2] I’-P =(1,2}.n= {_3]

Nos Exercicios de 3 a 6, escreva equagdes (a) na forma
normal e (b) na forma paramétrica para a reta que passa
por P e tent vetor diretor 4.

3. P =(1.00.d= {“1} 4 P = (it 4)d = m

3 1
— 0
5P =(0,000d= —1 6/ P=(30-2).d=|2

Nos Exercicios 7 e 8, escreva equagées (a) na forma nor-
mal e (b) na forma geral para o plano que passa por P ¢
possui vetor normal n.

3
7. P=(0,1.0),n=|2
1

= 1
8 P=(-351),n=|-1
vy 5

Nos Exercicios 9 e 10, escreva equagdes (a) na forma geral
¢ {b) na forma paramétrica para o plano gque passa por F e
possui vetores diretores u e v.

2 -3
9. P =(000Lu=|1|v=| 2
2 1
‘ 0 -
}U‘le =6, -4, ~3Hu=i1|v= 1

Nos Exercicios 11 e 12, dé uma equacde vetorial para a reta
que passa por Pe Q.

IL.P=(1.-2.0=03,0
122P=(0,1,-1). 0 =(-2.1.3)

Nos Exercicios 13 e 14, dé uma equagiio vetorial para o
Plano que passa pelos pontos B Q e R.

13 P=(1,1,1) Q=(4.0,2), R=(0.1,~1)
14.p=(1,0,0, 0=

0,10, R=(0.0,1)

15, Ache equagdes paramétricas & uma Cquagio vetori

al
e ] . <
prara as retas de RB° que possuem as seguintes equacies:

(Wy=3x-1  {d)3x+2y=5

16, Considere a equagio vetorial X = p + /(g - p), onde p ¢

g correspondem a pontos distintos P ¢ Q em R? ou RS,

(a) Mostre que essa equacio descreve o segmento de reta
PO quandotvariade O a L.

(b) Para que valores de ¢x é ponto médio de PQ? Qual ¢
esse x7

(c) Determine o ponto médio de PQ quando P = (2, -3} e
g=(01)

(d) Determine o ponto médie de PQ quando P =(1,0, 1)e
O=(41-2).

(¢} Determine os dois pontos que dividem o segmento PQ
da parte {c) em trés partes iguais.

(f) Determine os dois pontos gue dividem o segmento PQ

da parte {d) em trés partes iguais.

}j Indique uma “demonstragio vetorial” do fato de que,

2 ineli 5 3 i
em [R=, duas retas com inclinagdes m e nip sdo perpendi-
culares se, e spmente se, #1yhts = —1.

18. A reta r passa pelo ponto P =(1, ~1, 1} e tem vetor di-

2

retord = [ 3 i. Paracada um dos seguintes planos %,
-1

determine se r ¢ P sfo paralelos, perpendiculares ou

nenhum desses dois:

{a)2xr+3y-z=1 B)dx~y+5z=0

(©)x—y-z=: (dydx + 6y -2z =0

190 plano 2 tem equacio 4x - ¥ + 5z = 2. Para cada um
dos planos @ do Exercicio 18, determine se & e ? so

paralelos, perpendiculares ou nenhum desses dois.

20, Determine uma equagio vetorial para a reta de R* que
passa por P = (2, -1) e ¢ perpendicular i reta de equaghio
geral 2x — 3y = 1.

21. Determine uma equagio vetorial para a reta de B que
passa por P =(2, ~1)e ¢ paralela & reta de equagdo geral 2v -
Jv=1

22. Determine uma equagio vetorial para a reta de R que
passa por P = (~1, 0, 3) ¢ é perpendicular ao plano de
equacio geral v -3y + 2z =35

23. Determine uma equagio vetorial para a reta de R
que passa por P =(-1,0, 3) e ¢ perpendicular & reta de
equagdes paramétricas

Y o= -
y = 2+ 3t
z=—-2- 1t
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24, Escreva uma equagio na forma normal para o plano
que passa por P = (0. -2, 3) e ¢ paralelo ao plano de
cquagio geral 6x -y + 22 = 3.

25. Os vértices de um cubo S0 03 Otto pontos (v, ¥, £) tais
que cada uma das coordenadas x, ¥ ¢ £ 530 iguais a
0 ou 1. {Veja a Figura 10 na Segdo 1.3.)

{a) Encontre uma equagio geral para cada um dos planos

que determinam as seis faces do cubo.

(b) Encontre uma equagdo geral para o plano que contém
a diagonal que liga a origem ao ponto (1, 1, 1) e é perpen-
dicular ao piano xy.

(c) Encontre uma equagio geral para o plano que contém
as diagonais das faces do cubo do Exemplo 8 da Segéio 1.3.

26. Encontre uma equacdo para o conjunto de todos os
pontos eqiiidistantes dos pontos £ = (1,0, -2)e @ ={3, 2, 4).

Nos Exercicios 27 ¢ 28, determine a distincia do ponto Q d
retd r.

ey _ . = X _ -1 " l
;Z'{, Q ={(2,2), rde equagio L] = { 2} . {__J

e X 1 -2
L 28:0=(0.1,0),rdeequagio | y | = |1|+¢ 0©
- z 1 3

Nos Exercicios 29 e 30, determine a distincia do ponto O
ao plano P,

290 =(2,2,2), P deequagiox +y-z =0
VO = (0,0,0), P decquagiio v -2y + 2z =1

A Figura 14 sugere uma maneira de usar vetores para lo-
calizar o ponto R da reta r que estd mais proximo de Q.

Q

Figura 14 r=p + PR

31. Encontre o ponto R de r mais préximo de @ no
Exercicio 27.

32. Encontre o ponto R de r mais prdximo de @ no
Exercicio 28,

A Figura 15 sugere uma maneira de localizar o ponto R de
9 mais proximo de @, usando vetores.

@

Figura 15 r=p + PQ + OR

*33{ Encontre o ponto R de P mais proximo de @ no Exer-
cicio 29.

" 34:Encontre o ponto R de % mais préximo de O no Exer-
“Eicio 30.

Nos Exercicios 33 ¢ 36, determine a distincia entre as retas

paralelas. .

[ T 1 -2 x 3 -

v 35, = + § = +

MR IO N I
X 1 1 X G 1

3. | v| = Of+si1 e v i=11]+¢1l
z -1 1 z 1 1

Nos Exercicios 37 e 38, determine a distdncia entre os
planos paralelos.

¥ 2xv+y-2e=0e2x+y-2z=35
Br+y+z=lex+y+z=3

39. Prove a Equagio 3 da pdgina 41,
40. Prove a Equagio 4 da pdgina 42.

41, Prove que, em R°, a distincia entre retas paralelas de .
= . ic; = €3
equacdes n-x = ¢y en-x = ¢; ¢ dada por ——“—”—~
n
42. Prove que a distancia entre planos paralelos de equa-
Jdl - (l’gi

Il

goesn+-x =dyen-x= d; ¢ dada por
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O Produto Vetorial

nverter facilmente a equagiio vetorial do plano X = p + su + v na forma
lelos 1t e v, 0 que precisamos € de um processo que produza
a é usar a operacdo conhecida como produto vetorial de

Seria conveniente se pudéssemos co
normal n-x = n-p. Dados dois vetores nao para
um terceiro vetor n ortogonal a u e v. Uma maneir
vetores. Vdlida somente em [R3, ¢ assim definida:

. Definicio O produto vetorial de

4-lo a lembrar como s calcula o produto vetorial de dois

vetores. Sob cada vetor completo escrito em coluna, um ao lado do outro, escreva as duas primeiras coorde-
nadas de cada vetor. Ignore as coordenadas da linha de cima e considere os blocos de quatro linhas. Subtraia
os produtos das coordenadas ligadas por linhas pontilhadas dos produtos das coordenadas ligadas por linhas
cheias. (Esse processo ajuda a perceber que a primeira coordenada de u X v ndo possui indices 1, a segunda

nio tem indices 2 e a terceira ndo tem {ndices 3)

Tlustramos a seguir um diagrama que pode ajud

Lty Vi
75
Hy - [a2¥3 = H3V2

Iy v Uyvy

s vy = UV

Os problemas a seguir exploram brevemente 0 produto vetorial.

1. Calecute n X v.

0 3 3 0
(@u=|1jv=|-1 B)u=-1Lv=]1
1 2 L2 1

-1 2 1 i

(chu=| 2| v=]|—4 o= 1|v=|2

3 —~6 L1 3

2. Mostre que e X e; = €3, €y X e3=ejee; X e =¢€x
3. Usando a definicdo de produto vetorial, prove que u X ¥ é ortogonalaucay.
4. Com a ajuda do produto vetorial, encontre uma equacdo na

forma normal para o plano indicado a seguir:
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( 3
(a)} O plano que passa por £ =(1,0,-2), ¢ paraleloau = 1} eav=|-1

1

(1

2
(b) O plano que passa por £ =(0,-1,1), @ =(2,0.2)e R = (1, 2.-1).
5. Prove as seguintes propriedades do produto vetorial:
(@) vy Xu=-(uxv) (blux6=0
(QuxXu=0 (d)u X kv =k(u x v)
(e)u X ku=0 BuxXiv+w)l=uXv+uxXw

6. Prove as seguintes propriedades do produto vetorial;
(A u-(vxw)=(uxy)w (B) ux {(vxXw) = (u-w)v— (u-v)}w

2

(€} fu s v[? = ju2i? = (u-v)

7. Refaga os problemas 2 e 3 usando os problemas 5 e 6.
8. Sejam u e v vetores em R’ e # 0 dngulo entreu e v.
(a) Prove que |ju X v[f = flul} ||| sen6. [Sugestdo: consulte o Exercicio 6(c).]
(b) Prove que a drea A do triangulo determinado por u e v (como mostra a Figura 1) é dada por

Figura i

(c) Use o resultado da parte (b) para determinar a drea do tridngulo de vértices A = (1,2, ), B=(2,1,0) ¢
C=(5-1,3).

1.5 Vetores de Codigo e Aritmética Modular

A HistOria nos mostra que as pessoas sempre transmitiram informagdes por meio de codigos. Por vezes, a in-
tencdio € encobrir a mensagem que estd sendo enviada. como no caso em que cada letra de uma palavra é
trocada por outra diferente, de acordo com uma regra de substituicio. Embora fascinantes, esses codigos se-
cretos ou cifras ndo sao de nosso interesse aqui: sao objetos de estudo do campo da criptografia. Em vez
disso, falaremos sobre cédigos utilizados quando a informagio deve ser transmitida eletronicamente.

Um exemplo familiar de um desses codigos € o ¢codigo Morse, com seu sistema de pontos e tracos. O ad-
vento dos computadores digitais do século XX levou & necessidade de transmitir rapidamente ¢ com precisio
quantidades macigas de dados. Computadores foram projetados para coditicar dados como seqiiéncias de Os
¢ ls. Muitos avangos tecnolégicos recentes dependem de cédigos, e nds 0s encontramos todos os dias sem
nos darmos conta disso: comunicagdes via satélite, CD, Cédigos Universais de Produtos (UPC - Universal
Product Codes) associados aos cédigos de barras encontrados em mercadorias e o Padrdo Internacional de
Numeracio de Livros (ISBN = [nternational Standard Book Numbers). encontrado em todo livro publicado
sdo alguns exemplos,

Nesta secdo, usaremos velores para projetar c6digos detectores de erros que podem ocorrer na transmissio
de dados. Nos capitulos posteriores, construiremos codigos que ndo somente detectam, mas corrigent erros.
Os vetores que aparecem no estudo de cadigos ndo sio os vetores familiares de R”, mas vetores com apenas




