Como ler Saccheri

Ricardo Bianconi

1 Introducao

Em sua obra Fuclides ab omni naevo vindicatus (Euclides justificado de toda
falha), publicada em Milao em 1733, Saccheri também apresenta uma prova
falha deste postulado. O que distingue esta obra é que existem muitos resul-
tados corretos e 1teis no desenvolvimento posterior das chamadas geometrias
nao euclideanas (principalmente a hiperbélica). A idéia de Saccheri era de
supor que este postulado era falso e tentar dai provar alguma contradicao.
Ele partiu de quadrildteros de Saccheri [S]ABCD, (quadrildteros convexos,
tais que AB = CD e AB 1 BC L1 CD) e considerou trés hipéteses,
a saber, ZBAC é reto (a hipdtese do dngulo reto), ou LBAC é obtuso (a
hipdtese do angulo obtuso), on ZBAC é agudo (a hipdtese do angulo agudo).
Ele entao mostrou que a hipétese do angulo reto era equivalente ao quinto
postulado; a do angulo obtuso era contraditéria, mas do angulo agudo teve
muitas dificuldades para chegar a uma contradicao. Estudiosos da obra de
Saccheri acham que no final de sua obra ele “provou” o quinto postulado
(numa gritante falha de argumentagao, completamente fora da fineza dos
argumentos anteriores), devido ao medo da censura da Igreja.

Posteriormente, Johann Heinrich Lambert (1728-1777) também escreveu
um trabalho sobre a teoria das paralelas em que aprofundou mais os re-
sultados de Saccheri, mas também tentando provar o postulado por con-
tradicdo. Por fim, os resultados de Nikolai I. Lobatchevskii (1793-1856) e
Johann Bolyai (1802-1860), publicados em torno de 1824, introduziram a
geometria hiperbdlica, mostrando assim que o postulado das paralelas nao
pode ser provado a partir dos outros postulados da geometria euclideana.

Vamos apresentar aqui diversos dos resultados dessa obra, que merece
também ser lida.
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2 Os quadrilateros de Saccheri

Um quadrildtero convexo ABC'D é chamado de quadrilatero de Saccheri se
AB = CD e oa angulos ZABC e ZBCD sao retos.
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Figura 1: Quadrildtero de Saccheri. O lado AD foi desenhado curvo, para
evitar a ilusao de que sejam retangulos.

Nesta secao ainda nao assumimos nenhuma forma de postulado de par-
alelismo. Usamos apenas os postulados da Geometria (Métrica) Neutra.

Comecemos com dois resultados preliminares importantes.

Exercicio 1: Suponhamos que AABC' seja retangulo, com ZABC reto.
Sejam D e E dois pontos que estejam no plano daquele triangulo, do mesmo
lado em relacao a reta £ ¢, e tais que AB = AD = AE. Mostre que ZADC
é obtuso e LZAEC ¢é agudo se, e somente se DC < AC < EC. Veja a
figura 2. Sugestoes: que o angulo ZADC sera obtuso se, e somente se, o
ponto D estiver no interior do triangulo AABC, obtendo a seguir uma das
desigualdades. Mostre que o angulo ZAEC sera agudo se, e somente se, o
ponto E estiver no interior do angulo ZAC' BN, mas no exterior do triangulo

AABC.

Figura 2: Desigualdade de angulos e de lados de triangulos.
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Exercicio 2: Sejam /; e {5 duas linha distintas, ¢ ) f5, f : {1 — R uma
régua, e h : R = R, h(z) = d(P,Q), sendo que P € {5, Q € {1, PX 1 {1 e
x = f(P). Mostre que h é funcao continua.

Estudemos algumas propriedades dos quadrilateros de Saccheri e de Lam-
bert, definidos um pouco mais adiante.

Exercicio 3: Seja AECD um quadrilatero de Saccheri. Mostre que se
E for o ponto médio de AB e F for o ponto médio de BC', entao o segmento
E'F é perpendicular aos lados AD e BC'.

Com a notacao do exercicio, o quadrilatero EFCCD é chamado de qua-
drilatero de Lambert.

Exercicio 4: (Saccheri, Prop. I) Dado o quadrildtero JABC' D, mostre
que se AB=CD e /BAD = /ADC, entdo ZABC = /BCD. (Use LAL
nos triangulos AABD e ADCA e, depois, LLL nos triangulos AABC' e
ABCD.)

Exercicio 5: (Saccheri, Prop. II) Dado o quadrildtero JABCD, tal al que
AB = CD, /BAD = /ADC,se A—E—-DeB—-F—-C, AE = ED e
BF = FC, mostre que EF é perpendicular ao segmento AD e também ao
segmento BC. (Os triangulos AABF e ADCF sdo congruentes, por LAL;
dai, AF = DF; por LLL, AAEF = ADEF e, portanto, ZAEF = ZDEF
sdo retos; por LAL, AAEB = ADEC e, portanto, BE = CE; por fim, por
LLL, ABEF = ACEF, do que se conclui que ZBFFE = ZCFFE sao retos.)

A D

Figura 3: O segmento EF é perpendicular aos lados AD e BC.
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Exercicio 6: (Saccheri, Prop. Il e IV) Dado o quadrilétero de Saccheri
[S]ABCD (com AB = CD e os angulos ZDAB e ZADC sao retos), seja
a =m(LABC). Usando as desigualdades geométricas convenientes, mostre
que

(a) @ <90 se, e s6 se, BC > AD;
(b) a =90 se, e 86 se, BC' = AD;
(c) a>90se, esése, BC < AD.
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Figura 4: Desigualdade de angulos e de lados de um quadrildtero de Saccheri.

Exercicio 7: (Variante do anterior) Dado o quadrildtero de Lambert
[L|EBCF, seja o« = m(£ZEDC'). Usando as desigualdades geométricas con-
venientes, mostre que

(a) o <90 se, e 86 se, AB < CD;
(b) =90 se, e 86 se, AB = CD;

(c) a>90se, esése, AB > CD.
Sugestao: Compare os triangulos ADFC e AEFC.

Exercicio 8: (Saccheri, Prop. V, VIe VII) Sejam [s] ABC'D um quadrildtero
de Saccheri e @« = m(£LABC). Mostre que, se valer uma das hipéteses,
a < 90, ou a = 90, ou a > 90, entao, para todo quadrilatero de Saccheri
[S|EFGH vale a mesma hipdtese.
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Figura 5: Caso particular implica no caso geral, para quadrilateros de Sac-
cheri.

Solugao e/ou Sugestao: (Acompanhe a Figura 5.) Comece com a
hipétese do angulo reto. Seja [S]ABCD um quadrildtero de Saccheri tal
que m(ZABC) = 90. Sejam P € rpc e Q € rap tais que PQ L rap. Sejam
PPy €rpe e Qi,Qq € rap tais que P, —C — P, CP,=CP, P,— B— P,
AP, = AP, PiQ, L r4p L P,Q,. Mostre que [S|QPP,Q; (isto é, OQPP,Q;
é de Saccheri), para i = 1,2. Mostre que estes quadrilateros também satis-
fazem a hipétese do angulo reto. Finalmente, sejam [s]|ABCD que satisfaz a
hip6tese do angulo reto e [s|EFGH um outro quadrildtero de Saccheri. Seja
[S|E'F'G'H' congruente a [S|EFGH, tal que E'"H' C r4p o ponto médio
de E'H' coincide com o ponto médio de AD e F', G’ do mesmo lado que
B e C em relagao a r4p. Pode ser que ' = A, ou ' — A— D — H', ou
A—FE'—H'—D, etc. Por exemplo, se E'—A—D—H', sejam K € H'G'Nrpc
e L € E'F' Nrpe (por que existem tais pontos?). Pelo argumento acima,
temos que [S|E'LKH' e que /K = /L sao retos. Depois, use o mesmo
argumento com [L]MNG'H’, sendo que M é o ponto médio de E'H’ e N o
ponto médio de F'G’. (Faca os outros casos.)

Para o caso da hipdtese do angulo agudo, sejam [s]ABCD tal que valha
a hipétese o < 90, M o ponto médio de AD e N o ponto médio de BC. Pelo
exercicio anterior, MN < CD. Se P € rgc, P # N, seja QQ € rap tal que
PQ L rap. Mostre que se PQ < M N entéo existem R € rpc e S € rpe tais
que R # M, S # N erge L RS L rap. Conclua dai que [S|ABCD tem
que satisfazer a hipdtese do angulo reto. Portanto M N < P(Q), etc.

Para o caso da hipotese do angulo obtuso, faca o mesmo.
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Exercicio 9: (Saccheri, Prop. VIII) Sejam [s]ABC'D um quadrildtero
de Saccheri, G — A— B, H—-A—-C, a« = m(£LABC), = m(£DCA) e
v =m(LGAH). Mostre que

(a) se a < 90, entao B < 7;
(b) se @ =90, entao f = ~;

(c) se a > 90, entao > .

Exercicio 10: (Saccheri, Prop. IX) Sejam [S]ABCD um quadrildtero
de Saccheri, « = m(LABC), f =m(£LDCA) e vy =m(£LDAC). Mostre que

(a) se a < 90, entao B+ v < 90;
(b) se a =90, entao S+ v = 90;

(c) se a > 90, entdao 5+ > 90.

Figura 6: Soma de angulos agudos de um triangulo retangulo.

Exercicio 11: (Saccheri, Prop. X) Dados A — B — C e D fora de ryp e
tal que BD 1 AC', mostre que DC > DA se, e s6 se, BC > BA.

Vamos mostrar a seguir que a hipétese do angulo obtuso leva a uma
contradigao. Isto sera feito na Proposicao XII. Para facilitar a argumentacao,
dividimos sua demonstracao em duas partes.

Exercicio 12: Suponha que valha a hipdtese do angulo obtuso para
quadrilateros de Saccheri. Suponha que A—B—-C, A-E—-D, BE L AD
eCD 1L AD, e que AB = BC'. Mostre que AE < ED.
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Figura 7: Os segmentos AB e BC sdo congruentes.
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Solugao e/ou Sugestao: Pelo Postulado de Pasch, sabemos que a linha
contendo o ponto B e perpendicular ao segmento BE encontra o lado C'D do
triangulo AAC'D no ponto G (exercicio: por que nao encontra o lado AD?).
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Figura 8: Os angulos ZABE = /IBC < /BCH < /BCG.

Sejam F o ponto no mesmo semiplanode G e L € £ 4p, tais que FL 1 {4p,
e FL = GD. Entdo [S]FLDG, e BE liga os pontos médios dos lados FG
e LD, e o angulo ZLFG é obtuso. Sejam H, I, J e K pontos, tais que
H,K € lpg, [S]JKHC, com I o ponto médio de JC, JK L KH 1 CH.
Observe-se que K — H — G, pois ZKGC' é agudo. O angulo Z/GCI = ZCJK
é obtuso, e sabemos que ZABE = /IBC < /BCH < /BCQG.

Agora, seja Q € CD, tal que BQ 1 BD.

Comparando-se os triangulos retangulos AABE, ABCQ, ADBQ e ADBE,

das desigualdades de angulos acima obtidas, concluimos que AE < BQ <
ED. O

Exercicio 13: (Saccheri, Prop. XII) Mostre que a hipétese do angulo
obtuso é contraditéria.
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Figura 9: Os lados AF < BQ < ED.

Solugao e/ou Sugestao: Primeiramente mostremos que, dados os pon-
tos A, B, C, D, tais que B e D estao no mesmo semiplano relativo a reta
lap, e tais que CD L AD e /DAB agudo, entdo {45 concorre com a reta
lcp em um ponto P.
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Figura 10: As retas £4p e {¢p sao concorrentes no ponto P.

Seja G € (AD, tal que BG L (AD. Sejan € N, tal que n- AG > AD
(por que existe?). Seja E na semirreta ﬁ, tal que AE = n - AB. Seja
H € l4p, tal que EH L £4p. Pelo exercicio anterior, n- AG < AH, ou seja,
vale a relacaio A — D — H. Pelo postulado de Pasch, aplicado ao triangulo
ANAEH e a reta {op, existe um ponto P € AFE, tal que P.1.lcp.

Agora suponha que exista um quadrildtero de Saccheri [s|DABC), satis-
fazendo a hipdtese do angulo obtuso (no caso, o angulo ZADC = ZBCD
obtuso). Os suplementares dos angulos ZADC e ZBC'D sao agudos e, pela
argumentacgao acima, sabemos que existem pontos P e (), tais que B—A— P
e A— B — @, e que incidem na reta {cp. Ou seja, as retas ap e |ellop,
sendo supostamente distintas, tém dois pontos distintos em comum, em di-
reta afronta ao primeiro postulado.
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Figura 11: Hipdtese do angulo obtuso é contraditoria.

Exercicio 14: Mostre que todo triangulo tem pelo menos dois angulos
agudos. (Lembre-se que existem triangulos equildteros, isésceles e escalenos.)

Solugao e/ou Sugestao: Se o maior angulo do AABC for agudo, entao
todos os outros, sendo menores ou congruentes a este, serao também agudos.

Caso AABC tenha uma angulo reto ou obtuso, seu suplementar (sendo
um angulo externo) serda agudo e, portanto, pela Prop. 16 de Euclides (o
angulo externo do triangulo é maior do que os dois angulos internos nao
adjacentes), os outros dois angulos de AABC' deverao ser agudos.

Exercicio 15: Mostre que a soma dos angulos (internos) de um triangulo
retangulo mede 180° se, e somente se, valer a hipétese do angulo reto para
os quadrilateros de Saccheri. Mostre que a mesma equivaléncia vale para
qualquer triangulo, nao necessariamente retangulo.

Figura 12: Hipotese do angulo reto: soma dos angulos de um triangulo é
igual a 180°.

Solugao e/ou Sugestao: Os triangulos retangulos ja foram tratados no
Exercicio 10.

Podemos supor que o maior lado é AC' e, portanto, os émgulos_éBA%
/BCA sao agudos. Dai, existe um ponto D, tal que A— D —C e BD 1 AC
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(por que?). Agora é s6 somar os angulos dos triangulos retangulos ABDA e
ABDC.

Exercicio 16: Mostre que a soma dos angulos (internos) de um triangulo
retangulo mede estritamente menos que 180° se, e somente se, valer a hipétese
do angulo agudo para os quadrilateros de Saccheri. Mostre que a mesma
equivaléncia vale para qualquer triangulo, nao necessariamente retangulo.
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Figura 13: Hipdtese do angulo agudo: soma dos angulos de um triangulo é
estritamente menor que 180°.

Solugao e/ou Sugestao: Os tridngulos retangulos jé foram tratados no
Exercicio 10.

Podemos supor que o maior lado é AB e, portanto, os angulos ZBAC' e
Z/C BA sao agudos. Dai, existe um ponto D, tal que A—D—-BeCD 1. AB
(por que?). Agora é s6 somar os angulos dos triangulos retangulos ACDA e

ACDB.



