Como ler Fuclides

Ricardo Bianconi

1 Introducao

A Geometria tem sua inspiracao nas percepcoes visuais de formas, mas desde
os gregos antigos tem sido objeto de uma abstragao constante, até chegar-
mos ao presente, em que essa percepcao se desvinculou do desenvolvimento
tedrico da matéria. E claro que ainda fazemos desenhos para ajudar nossa
inspiracao, ou mesmo mpara acompanhar a légica de uma demonstracao,
sem nos perdermos em meio a uma notagao nada amigavel.

O grande classico da Geometria ainda é a obra Elementos de Euclides,
compilada por volta do quarto século A.C., considerada hoje, ao mesmo
tempo, elegante e problematica. A elegancia estd presente na fineza das
argumentagoes e na organizagao da seqiiéncia de proposigoes. E também
uma obra problematica, pois parte do principio que devemos explicitar as
propriedades mais béasicas do objeto de estudo (os postulados e defini¢oes),
entretanto faz uso de propriedades nao postuladas. Mais precisamente, duas
propriedades requerem postulagao, como foi descoberto pelo mateméatico
alemao Moritz Pasch (Curso sobre Geometria Moderna, [2]), e desenvolvido
por David Hilbert, (Os Fundamentos da Geometria), [1].

Exporemos a seguir as 28 primeiras proposicoes do primeiro livro dos
Elementos de Euclides. Essas proposi¢oes nao fazem uso do postulado das
paralelas e, portanto, sabemos hoje que sao validas também na Geometria
Hiperbdlica.

Para referéncia mais facil, reproduzimos aqui a lista de postulados.

POSTULADOS:

1. Dados pontos P # (@), existe uma unica reta r, tal que P -1-re @ -1- r.
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2. Dados pontos P, () e R nao colineares, existe um tnico plano 7, tal
que P-1-7m,Q -1-meR -1-m.

3. Dados dois planos distintos 7 e p, se existir um ponto P, tal que P -1- 7
e P -1- p, entao existe uma tnica reta r, tal que r - 1- mer -1- p.

4. Para todo ponto P, toda reta r e todo plano 7, se P -1-rer -1- m,
entao P -1- m.

5. Toda reta contém pelo menos dois pontos; todo plano contém pelo
menos trés pontos nao colineares. Existem pelo menos quatro pontos nao
coplanares.

6. Se A— B —C, entao A, B e C sao colineares e dois a dois distintos.

7.Se A— B—C,entao C — B — A.

8. Dados B # D, existem A,C, FE € rgp taisque A—B—D, B—C—D
eB—-D-FE.

9. Dados os pontos A, B e C, pontos distintos e incidentes a uma mesma

reta r, entao exatamente uma das relacoes A — B — C, ou A — C — B ou

B — A — C é verdadeira.

10. (Pasch) Dados os pontos A, B, e C' nao colineares e uma linha r no
plano mapc (isto é, r - 1- mapc), distinta da reta rap, se D € r é um ponto
tal que A — D — B, entdo ou r intersecta AC ou r intersecta BC (ou seja,
existe um ponto P -1 m4pc, tal que,ou P=C,ou A—P—CouB—-P—-C.

11. Dados dois pontos distintos P e () e uma semi-reta AB , existe um
tnico ponto C' € AB tal que AC = PQ).

12. Dados A, B, C, D, E e F, temos AB = AB e, se AB = CD e
AB = EF, entdao CD = EF.

13.Se A—B—C,P—Q—R, AB=PQ e BC = QR, entao AC = PR.

14. Dados o angulo ZAO B, uma semi-reta W e um dos lados H; de rpg

num plano contendo 7pq, existe uma unica semi-reta PR tal que R € H; e
ZAOB = ZRPQ.

15. Dados os angulos ZABC', /DEF e Z/GHI, temos ZABC = ZABC
e, se LZABC = ZDEF e ZABC = ZGHI, entao Z/ZDEF = ZGH]I.

16. (LAL) Dados os triangulos AABC e ADEF, se AB = DE, AC' =
DF e /BAC = /EDF, entdo AABC = ADEF.
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18. (Continuidade) Dada uma linha 7, suponha que X e Y sdo conjuntos
nao vazios de pontos de r, tais que X NY =@, X UY = r, e para todos os
pontos A, B,Cer,se A—B—-—CeA(CeXentao Be Xese A—B-C
e A,C €Y, er@g BE_};'. Entao, neste caso, exist@_r}n ponto O €re semi-
retas opostas OA" e OB, tais que A—O — B, int(OA") C X, int(OB") CY
eOeXouOeyY.

Observe que podemos reescrever esse postulado usando apenas segmentos
no lugar das retas. (Exercicio: faga-o.)

2 O Livro1

Suporemos os postulados da geometria neutra, com o postulado da con-
tinuidade. Como Euclides e, posteriormente Saccheri (o préximo assunto),
assumiram implicitamente resultados que dependem do postulado da con-
tinuidade, precisamos tornéa-los explicitos para uso posterior.

2.1 Preliminares sobre a Continuidade

Comecemos com a primeira proposicao de Euclides, em que ele fez uso
implicito do postulado da continuidade. Para isso, consideremos primeira-
mente a seguinte proposicao.

Assumimos aqui que tudo ocorre em um dado plano 7.

Proposicao 1 Dado o segmento AB, existe um ponto M, tal que A—M — B
e AM = MB. Ou seja, dado um segmento, existe o seu ponto médio.

Demonstragao: Seja X = {P € AB: P = Aou AP < PB} e X =
{Q € AB: Q = Bou AQ > QB}. Entdao X # @, Y # @. Além disso,
se P# Ae P c X, existe (um tinico) Q € AB, tal que AP = QB, e vice-
versa. Isso quer dizer que se P, P, € X sao dois pontos distintos, nao existe
nenhum ponto () € Y, que satisfaca P — QQ — P, e se (01,2 € Y sao dois
pontos distintos, nao existe nenhum ponto P € X, que satisfaga Q1 — P — Q)s.
Pelo postulado da continuidade, obtemos o ponto M € AB, tal que, para
todo P € X e Q@ € Y, vale que P — M — (. Das definigoes de X e Y, temos
que M é o ponto médio do segmento AB. O
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Proposicao 2 (Livro I. Prop. 15)Dados os pontos A, B, C, D e O, tais
que A—O—-C,B—0—D elsc #lpp, entao LZAOB = ZCOD.

Figura 1: Proposicao 15: angulos opostos pelo vértice.

Demonstragao: Primeiramente observemos que, dado o quadrilatero
(convexo) ABCD, tal que AB=CD e /BAC = ZACD, entao suas diago-
nais AC' e BD cruzam-se em seu ponto médio E. Isto decorre do postulado de
Pasch e de LAL (detalhar esse argumento: considere ABAC, ADC A; depois
ALA com AABE e ADEC). A seguir, aplicamos esse resultado a proposigao
a ser demonstrada: escolhendo e renomeando novos pontos se necessario,
poderemos assumir que AO = sec OC'; escolhendo um ponto B’ oposto a D
em relacao a reta {4 e de modo que AB' = CD e ZOAB' = Z0CD, temos
que as diagonais AC' e B’D encontram-se em seu ponto médio, que é o ponto
O; como (pp e (DB tém dois pontos distinjtos em comum (os pontos D e
0), temos que B’ € DB e, portanto ZAOB = ZCOD. O

Proposicao 3 Livro I. Prop. 16)Dados o triangulo AABC' e o ponto F,
tal que A — C' — F, entao Z/BCF > Z/ABC e /BCF > /BAC.

Demonstracao: Mostremos primeiramente que ZBC'F > ZABC'. Para
isso, seja E o ponto médio do segmento BC e seja D, tal que A — E — D
e AE = DE. Por LAL e Proposicdo 15 de Euclides, AABE ADCE e,
portanto ZABC = ZDCFE. Como o ponto D estd no interior do angulo
/BCF, temos que /BCF > /ABC.

Agora passemos a segunda desigualdade. Para isso, seja £ 0 ponto médio
do segmento AC e seja D, tal que B— E — D e BE = DE. Por LAL ¢
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Figura 2: Proposicao 16.

Proposicao 15 de Euclides, AABE = ACDE e, portanto ZBAC = ZDCE.
Seja GG, tal que D — C' — . Pela Proposicao 15, ZGCF = Z/DCE e, como
G esta no interior do angulo ZBC'F, obtemos a desigualdade desejada. [J

Proposigao 4 (Livro 1. Prop. 18-1 9)Dado o triangulo AABC, temos
que AB < AC se, e somente se, ZACB < ZABC.

Demonstracao: Suponhamos que
AB < AC. Seja D € AC, tal que AB = .
AD. Por LAL, AABD = ANADB. Dal,
/ABD = ZADB. Como D estd no
interior do angulo ZABC, temos ZABC' >
ZABD. pela Proposicao 16 de Euclides,
ZADB > ZACB. Juntando tudo, temos
que ZABC > ZACB. /

Para a reciproca, suponhamos que _ o
Z/ABC > /ACB. Se tivéssemos AB = Figura 3: Proposicao 18.
AC, terfamos por LAL que AABC =
ANACB e, portanto ZABC = ZACB, contrario a hidtese. Se tivéssemos
AB > AC, pela primeira parte desta demonstracio terfamos que ZABC <
/ACB, novamente contrario a hipétese. Assim, sé podemos ter que AB <

AC. O

Proposicao 5 Dados um segmento AB e uma reta ¢, tal que exista P.I./,
tal que AP < AB, entao existe um ponto C.I.¢, tal que AC' = AB. Ou seja,
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se a reta ¢ contiver um ponto no interior da circunferéncia de centro A e raio
AB, entao terda um ponto da circunferéncia.

Demonstragao: Se A, B.I./, entao

Fa g B ja satisfaz o enunciado. Se A.I./,
/ mas B. /I.{, o postulado 11 garante
‘ A JE a existencia do ponto C.I.£ na circun-
“‘\ mo feréncia. Assumiremos entao que nem

N, // A e nem B sejam pontos de . Aqui

usaremos o postulado da continuidade.
Escolhamos uma semi-reta PR com R € (. Sejam X ={Q € PR - AQ <
ABYeY = {Q € PR : AQ > AB}. Como P € X, temos que X # .
Para mostrarmos que Y # &, basta construir triangulos convenientes (ex-
ercicio). Observe que X NY = @. Sejam Py, P, € X dois pontos distintos e
Q.1.0, tal que P, — Q — P,. Entao Q € X (comparar angulos nos triangulos
ANAPQ, NAQP, e ANAP; P,; concluir que ou AQ < AP, ou AQ < AP,
ou AQ = APy, ou AQ = AP;). Por argumento andlogo, concluimos que se
Q1,02 €Y e Q1 — P — (s, entao () € Y. Pelo postulado da continuidade,
obtemos o ponto C.I.¢ que satisfaz AC = AB. O

Proposicao 6 Dada uma reta ¢ e um ponto F.I./, entao existe uma reta
¢" 1 ¢ (perpendicular), tal que F.I./.

Figura 4: Existéncia de perpendiculares.

Demonstracao: Sejam A, B.I.¢, tal que A — F — B e AF = FB. Seja
C' um ponto (do plano m em que estamos trabalhando) tal que C. /.0. Se
LZABC = ZACB, por LAL nos triangulos AAFC e ABFC', obtemos que
lep L 0. Caso ZABC E/ZACB, seja D em 7, no mesmo semiplano de C'
(em relacdo & reta /) e tal que AC = BD. Pelo postulado de Pasch, ou AC
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cruza BD, ou AD cruza BC. Seja E tal ponto. Por LAL nos triangulos
ANACE e ABDE (ou AADE e ABCE, no segundo caso) e, a seguir, nos
triangulos AAFF e ABEF, temos que FF 1 /. U

Proposicao 7 (Livro I. Prop. 1)Dado um segmento AB, existe um
triangulo equilatero de lado AB.

Demonstragao: A ideia é tragar
duas circunferéncias, uma de centro A
e raio AB e outra de centro B e raio
BA = AB, tomando o ponto C da in-
tersecao das duas. Nos Elementos, Eu-
clides ja assume sem mencao explicita
que essas circunferéncias tém pontos em
comum. No entanto, temos que mostrar que existem tais pontos, o que faze-
mos com uso essencial do Postulado da Continuidade. Sejam X = {P €
lap :existe @, tal que PQ L AB,QA=ABe QB < AB},Y ={P € {5 :
existe @, tal que PQ) L AB, QA = AB e QB > AB}. Usando a proposigao
anterior, se M for o ponto médio de AB, entdo existe C, tal que PC L AB
e CB = AB. 0

2.2 Proposicoes 5 a 28

As duas préoximas proposicoes tratam de triangulos isésceles, trazendo resul-
tados importantes para uso posterior.

A Proposicao 5 ja foi demonstrada no meio de uma demonstragao anterior,
mas repetimo-la aqui para ficar registrada sua presenca. O triangulo isosceles,
caracterizado pelas duas préximas proposicoes, sera ferramenta essencial nas
argumentagoes feitas a seguir.

Proposicao 8 (Livro I. Prop. 5)Dado o tridangulo AABC, se AB = AC,
entao ZABC = ZACB. Sejam D e E dois pontos tais que A — B — D e
A—C—FE. Entao ZDBC = ZECB.

Demonstragao: Neste caso temos duas aplicacoes do postulado LAL.
Como AB = AC, lados adjacentes ao angulo Z/BAC = ZC AB, temos por
LAL que AABC = AACB e, portanto ZABC = ZACB.
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Figura 5: Proposicao 5 de Euclides: triangulo isésceles.

Para a congruéncia final, podemos assumir que os pontos D e £ tenham
sido escolhidos de modo que AD = AE. Novamente por LAL, tamos que
NABE = AADB e, portanto ZADC = ZAEB e BE=CD.

Finalmente, por LAL, ABCE = ACBD e, portanto ZDBC = Z/ECB.0J

A préxima proposi¢ao da a reciproca deste resultado.

Proposicao 9 (Livro I. Prop. 6)Dado o triangulo AABC, se ZABC =
/ACB, entdo AB = AC.

Demonstracao: Esta serd demonstrada por contradicao.

Suponhamos que ZABC = ZACB, mas
[ﬁ que AB # AC. Podemos supor que AB >
o AC, sendo que o caso AC' > AB é analogo.
Assim, existe um ponto D, tal que A —
D — B e BD = AC. Pelo postulado LAL,
ADBC = ANACB. Mas isso implica que
/ABC = ZDCB. No entanto, o ponto D
estd no interior do angulo ZACB e, por-
tanto /DCB < LZACB. Isto contradiz o
fato que ZDCB = ZABC = ZACB. O

Passemos agora ao critério Lado-Lado-Lado, ou LLL.
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Proposicao 10 (Livro I. Prop. 7-8: LLL) Dados os triangulos AABC
e ADEF,se AB= DFE, AC = DF e BC = EF, entao ANABC = ADFEF.

Demonstragao: Vamos demonstrar essa proposi¢ao por contradicao.
Suponhamos que existam triangulos AABC e ADEF, tais que AB = DE,
AC = DF e BC = EF, mas AABC # ADFEF. Para que isso ocorra,
devemos ter que nenhum dos angulos do triangulo AABC possa ser con-
gruente ao correspondente no triangulo ADFEF. Suponhamos entao que
LZABC > ZDFEF, sendo que o caso ZABC < ZDFEF é andlogo. Para fa-
cilitar, assumiremos que £ = B e f = C e que os pontos D e A estao no
mesmo semiplano, em relagao a reta . Podemos ter trés casos: ou D esta
no interior do triangulo AABC), ou satisfaz A — D — C', ou estd no exterior

do triangulo AABC.

O caso em que A — D — C' é imediatamente descartado, pois neste caso
nao poderiamos ter CD = AC, em virtude do Postulado 11.

Nos outros dois casos, os triangulo ABAD e ACAD sao isésceles. Com-
parando os angulos das bases destes triangulos, temos que, no caso de D
estar no exterior do triangulo AABC, Z/BAD > /ZCAD = ZCDA >

/ADB = /ZBAD, uma contradicao; no caso em que D esteja no inte-
rior do AABC, sejam E e F, tais que B— A — F e B — D — F; dai,
/DBE > /DBC = /ZCDB > ZBDF, contradicao. 0]

Proposicao 11 (Livro I. Prop. 17) A soma de dois angulos internos de
um triangulo é sempre menos que dois retos (ou seja, suas medidas tém soma
menor que 180°.

Demonstragao: Usaremos em cada vértice do triangulo AABC" a con-
strucao da demonstracao da Proposigao 16 de Euclides (a Proposi¢ao 3, na
pagina 4). Observe a figura 6 e escreva os detalhes. O
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Figura 6: Proposicao 17.

Proposicao 12 (Livro I. Prop. 20 e 22)Dados os segmentos DE, FG
e HI, temos que existe o triangulo AABC, tal que AB = DE, AC = FG e
BC = HI se, e somente se valerem as trés desigualdades:

1. DE+ FG > HI;
2. DE+ HI > FG,;

3. HI + FG > DE.

Demonstracgao: Vamos supor que a soma de dois dos degmentos é sem-
pre maior que o terceiro e demonstrar a existéncia do triangulo. Se todos os
segmentos forem congruentes entre si, a Proposicao 7, na pagina 7 resolve
o problema. Caso dois deles sejam congruentes entre si e o terceiro nao,
tomando este como base do triangulo, o terceiro vértice estara na reta per-
pendicular & base, passando por seu ponto médio (faca os detalhes). Supon-
hamos, entao que os trés segmentos tenham tamanhos distintos. Suponhamos
que DE seja o maior dos segmentos e seja AB = DE.

Sejam P,Q € AB, tais que AP = FG e BQ = HI. Entaio A—Q — P e
Q— P — B. Seja X = {I € AB : existe H, tal que BH = BQ, AH < AP
e HI 1 AB}eY = {K € AB : existe J, tal que BJ = BQ, AJ > AP
e JK L AB}. Esses conjuntos sdo nio vazios e satisfazem as hipéteses do
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Figura 7: Existe o triangulo.

postulado da continuidade. Seja L € AB o ponto dado pelo postulado, e C,
tal que BC' = BQ e CL 1L AB. Entdo AC = AP.

Agora mostraremos que se uma das desigualdades do enunciado nao for
satisfeita, nao existird o triangulo correspondente. Para isto, suporemos
primeiro que a soma de dois dos lados é congruente ao terceiro. Seja AB
congruente a esse terceiro segmento.

/
~ /
A/ ‘ 1 Ir//:é\\' \ : \ B

Figura 8: Nao existe o triangulo, pois a soma de dois segmentos é igual ao
terceiro.

Para isso, suporemos que hajam dois pontos C' e D, tais que A— C — B
e D. [.0ap, satisfazendo AC = AD e BC' = BD. Os triangulos AACD e
ABCD sao isésceles. Usando a Proposicao 3, pagina 4, temos que ZACD >

/BDC = /BCD > ZADC = ZACD, uma contradi¢ao. Por isso, nao pode
existir tal ponto D.

Agora consideremos o caso em que um dos segmentos é maior qua a soma
dos outros dois. Suponhamos que AB seja congruente ao maior segmmento e
sejam G, H € AB, tais que A—G— H e G— H — B. Mostremos que nao existe
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Figura 9: Nao existe o triangulo: a soma de dois segmentos é menor que o
terceiro.

nenhum ponto @, tal que AQ = AG e BQ = BH. Sejam ¢,/ 1 AB, tais que
G.Ile HIN. Sel for um ponto de ¢, entao o tirangulo AAGI é retangulo
(em G) e sua hipotenusa AT é maior que seu cateto AG e, portanto, existe um
Unico ponto O na semirreta ﬁ, tal que AO = AG e vale A— O — I. Todos
os pontos do plano que estejam na circunferéncia de centro A e raio AG estao
no semiplano oposto ao ponto B em relacao a reta ¢/, e analogamente, todos
os pontos do plano que estejam na circunferéncia de centro B e raio BH
estao no semiplano oposto ao ponto A em relacao a reta £. Tais semiplanos
sao disjuntos e, portanto, essas circunferéncias nao se encontram. Ll

Proposicao 13 (Livro I. Prop. 21)Dado o triangulo AABC e o ponto
D no interior dele, entao /BAC < ZBDC.

Demonstracao: Seja F, tal que B— D — F e A — E — C (tal ponto
existe, devido ao postulado de Pasch). Pela Proposigdo 3, pagina 4, apli-
cada sucessivamente aos triangulos ACDE e AAEB, temos que Z/BDC >
/BEC > /BAC. O

Proposicao 14 (Livro I. Prop. 2/ )Dados os triangulos AABC e AEFG,
se AB = EF, AC = EG , entdio BC > FG se, e somente se, ZBAC >
/ZFEG.
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Figura 10: Livro I, Proposicao 21.

Demonstracao: Suponhamos que ZBAC > ZFFEG. Seja D no interior
de Z/BAC, tal que AB = AD e /DAC = /FEG. Podem ocorrer trés
situacoes: o ponto D pode estar no interior do AABC, em seu lado BC ou

em seu exterior.
/ /%\

Figura 11: Proposicao 24.

A

Em cada caso, temos que o triangulo AABD é isésceles, e comparando
angulos e lados opostos, obtemos o desejado (faga os detalhes: veja a Figura
11). Por que a reciproca também segue desse argumento? O

Proposicao 15 (Livro I, Prop. 27-28) Dados os pontos A, B, C' e D,
tais que A e D estejam em semiplanos opostos em relagao a reta (¢, e tais
que ZABC = ZBCD, entao {p e {cp nao té, ponto comum.
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Figura 12: Livro I, Proposicoes 27-28.

Demonstracao: Se houvesse tal ponto P, digamos que esteja no mesmo
semiplano que A, terfamos o ABPC', com angulo externo ZBC' D congruente
ao interno nao adjacente ZC'BA, contradizendo a Proposicao 3, pagina 4.[]
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