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(a) Representa�c~ao Expl��cita: y = f(x)

{ indicada para alguns tipos de modelagem (e.g. relêvos

topogr�a�cos)

{ dado x, n~ao �e poss��vel obter mais de um y

{ curvas com tangentes verticais n~ao s~ao represent�aveis

(b) Representa�c~ao Impl��cita: f(x; y) = 0

{ f(x; y) �e uma esp�ecie de \distância" entre os pontos do

espa�co e da curva: veri�car se um ponto pertence �a curva,

ou de de que lado e qu~ao longe �e f�acil

{ n~ao gera diretamente amostra de pontos da curva

{ dados dois segmentos de curvas, concordância das tangentes

nas extremidades �e dif��cil .
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(c) Representa�c~ao Param�etrica: Q(t) = (x(t); y(t)) t 2 [a; b]

{ visualiza�c~ao: gerar amostra de pontos da curva �e trivial

{ concordância das tangentes \extremas" �e trat�avel

{ saber se P 2 R
2 pertence �a curva requer veri�car se a

equa�c~ao Q(t) = P tem solu�c~ao para algum t: dif��cil

Figura 1: (a) S�o param�etrica (b) Tratamento global: impl��cita
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Interpola�c~ao de Lagrange

INADEQUADA em raz~ao do fenômeno de R�unge (1903):

SOLUC� ~AO ; SPLINES:

(I) Dividir a curva em segmentos polinomiais t.q. evitem oscila�c~oes

indesej�aveis e permitam o contrôle da curvatura.

(II) Ent~ao, estabelecer condi�c~oes para que: (a) as \colagens" sejam

su�cientimente lisas (b) e a curva seja gerada de modo e�ciente

(Schoenberg, � 1940).
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Splines em Computa�c~ao Gr�a�ca

De Casteljau, Pierre B�ezier, Robin Forrest (60's, Renault)

Steve Coons (60's, M.I.T.)

Principais representa�c~oes para os segmentos polinomiais

� Hermite

� B�ezier (De Casteljau, B�ezier, Forrest)

� B{spline (Coons, Forrest)
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Q(t) =

2
4 4t3 � 6t2 + 3t

�3t2 + 3t

3
5 t 2 [0; 1]
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Q(t) =

2
4 4t3 � 6t2 + 3t

�3t2 + 3t

3
5 Q

0(t) =

2
4 3(2t� 1)2

�6t+ 3

3
5
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Continuidade Geom�etrica G1

� Q(t) �e G0 cont��nua em t se Q(t�) = Q(t+)

� Q(t) �e G1 cont��nua em t se for G0 e existir k > 0 tal que

Q
0(t�) = kQ

0(t+) e Q0(t�) 6= 0

Em geral continuidade (param�etrica) C1 implica continuidade

(geom�etrica) G1. A �unica excess~ao ocorre quando a velocidade for

zero. Para t = 1=2, a curva abaixo �e C1, G0 mas n~ao �e G1.
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Continuidade Geom�etrica G1

� Q(t) �e G0 cont��nua em t se Q(t�) = Q(t+)

� Q(t) �e G1 cont��nua em t se for G0 e existir k > 0 tal que

Q
0(t�) = kQ

0(t+) e Q0(t�) 6= 0

Figura 2: (a) G0 (b,c) G1 e n~ao-C1
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Curvatura cont��nua e n~ao C2

Q(t) =

8<
:

Q1(t) = [2t2;�t2 + 2t] 0 � t � 1

Q2(t) = [�2t2 + 8t� 4;�t2 + 2t] 1 � t � 2

Q
0

1(t)(1) = Q
0

2(t)(1) = [4; 0] Q
00

1(t)(1) 6= Q
00

2(t)(1)

Slide 10

'

&

$

%

Continuidade Geom�etrica G2

Q(t) �e G2 cont��nua em t se for G1 e existir k > 0 tal que

Q
00(t�)�Q

00(t+) = kQ
0(t)

Exemplo: a curva param�etrica Q(t) = Q1 ]Q2 �e G2 cont��nua
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Splines Polinomiais

Por facilidade de nota�c~ao nos restringiremos ao caso c�ubico.

Reuni~ao de segmentos de curvas Q(t), cada qual dado por

Q(t) = [x(t) y(t)] onde

8<
:

x(t) = axt
3 + bxt

2 + cxt+ dx

y(t) = ayt
3 + byt

2 + cyt+ dy

para t 2 [0; 1].
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Curvas de Hermite C�ubicas

Um segmento polinomial c�ubico Q(t); t 2 [0; 1] �ca unicamente

determinado dados:

� seus extremos P1 = Q(0) e P4 = Q(1)

� e os respectivos vetores tangentes R1 = Q
0?(0) e R4 = Q

0?(1)
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Determina�c~ao da Curva de Hermite

Resolver o sistema linear resultante da substitui�c~ao das condi�c~oes

Q(0) = P1 Q(1) = P4 Q
0?(0) = R1 Q

0(1) = R4

em

Q(t) =

2
4 x(t)

y(t)

3
5 =

h
t3 t2 t 1

i
| {z }

T

2
666664

ax ay

bx by

cx cy

dx dy

3
777775

| {z }
C

(1)

e

Q
0(t) ==

h
3t2 2t 1 0

i
C
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P1 = Q(0) = [ 0 0 0 1 ] C

P4 = Q(1) = [ 1 1 1 1 ] C

R1 = Q
0(0) = [ 0 0 1 0] C

R4 = Q
0(1) = [ 3 2 1 0] C

() C =

2
666664

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 1 0

3 2 1 0

3
777775

�1

| {z }
MH

2
666664

P1

P4

R1?

R4?

3
777775

Q(t)
(1)
= ?TC =

h
t
3

t
2

t 1

i

2
666664

2 �2 1 1

�3 3 �2 1

0 0 1 0

1 0 0 0

3
777775

| {z }
MH

2
666664

P1

P4

R1?

R4?

3
777775

Q(t) = (2t3?�3t2?+1)P1+(�2t3?+3t2)P4+(t3?�2t2?+t)R1+(t3�t2)R4
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C�ubicas de Hermite
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Curvas de Hermite concatenadas

Os dois splines s~ao G1 cont��nuos nos respectivos pontos de jun�c~ao
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Curvas de Hermite - Coment�arios Finais

Base de Hermite:

BH = f 2t3 � 3t2? + 1| {z }
P1

; �2t3? + 3t2| {z }
P4

?; t3 � 2t2? + t| {z }
R1?

?; t3 � t
2| {z }

R4?

? g

Hermite qu��nticos: condi�c~oes sobre

Q(0) Q(1) Q
0?(0) Q

0?(1) Q
00?(0) Q

00?(1)
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Curvas de B�ezier

De Casteljau: constru�c~ao por interpola�c~oes lineares sucessivas

b
1
0(t) = (1� t)b0 + tb1

b
1
1(t) = (1� t)b1 + tb2

b
2
0(t) = (1� t)b10 + tb

1
1

b
2
0(t) = (1� t)2b0 + 2t(1� t)b1 + t

2
b2??
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Algoritmo de De Casteljau

b
1
0(t) = (1� t)b0 + tb1

b
1
1(t) = (1� t)b1 + tb2

b
1
2(t) = (1� t)b2 + tb3

b
2
0(t) = (1� t)b10? + tb

1
1?

b
2
1(t) = (1� t)b11? + tb

1
2?

b
3
0(t) = (1� t)b20? + tb

2
1

b
3
0(t) = (1� t)3b0 + 3t(1� t)2?b1 + 3t2(1� t)b2 + t

3
b3??


