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RESUMO. Estas notas tém por objetivo fornecer uma demonstracao para o critério de classi-
ficagdo de pontos criticos de funcdes de classe c?, f:A— R, onde A é um conjunto aberto
de R2. A ideia é estabelecer uma conexio entre este resultado com os contetidos vistos em
MAT-2458 — Algebra Linear II.

1. INTRODUCAO

Recordemos que se f : A — R é de classe C?, com A aberto de R?, entdo para cada
(x0,Y0) € A podemos escrever

(1.1) f(x,y) = Pi(x,y) + E(x,y),

onde P;(x,y) é o polindmio de Taylor de f em torno de (xo,yo) e E(x,y) é o erro co-
metido na aproximagédo de f(x,y) por P;(x,y). Sabemos que P;(x,y) e E(x,y) sdo dados
por

(1.2) Pi(x,y) = f(x0,y0) + fx(x0,y0) (x — x0) + fy(x0, ¥0) (¥ — vo)
(13) E(xy) = 5 (Fal®7) (= %0)? + 26y (51X~ 30)(y — y0) + f(£7) (¥ — o)),

onde (X, ) esta no interior do segmento ligando (xo, yo) a (x,y).
Se (x0,Y0) é um ponto critico de f, entdo V f(xo, y0) = (0,0). Usando este fato e substi-

tuindo a expressdo em temos que
(14) f(xy) = f(xo,y0) + E(x, y).
Com isto observamos que se existe uma bola B (xo, o), de raio € > 0 e centrada em (xo, o),
tal que E(x,y) > 0 para todo (x,y) € Be(xo,Yy0) entdo f(x,y) > f(xo,Y0), ou seja, (xo,Yo)
é ponto de minimo local de f. De modo analogo, se E(x,y) < 0 para todo (x,y) € Be(xo,40)
entdo f(x,y) < f(xo,Y0), e portanto (xo,yo) é ponto de mdximo local de f.

Isto nos mostra que o sinal de E(x,y) é quem carateriza a natureza do ponto critico

(x0, Y0)-
Além disso, podemos escrever a expressao (1.2) na forma matricial da seguinte maneira

faleD) fu(] fr=x]
&) fuEP)] Ly —yo
Observe que a matriz quadrada na expressao acima é simétrica e portanto diago-

nalizavel, com uma base ortonormal de autovetores.
Na segdo seguinte estabelecemos alguns resultados da Algebra Linear utilizando este

(1.5) E(x,y) = % [x —x0 ¥ — yo]

fato.
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2. UM POUCO DE ALGEBRA LINEAR

Lema 2.1. Sejam A = [¢%] eD = [Aol N } matrizes semelhantes, ou seja, A = PDP~1, onde
2

P é a matriz (ortogonal) de mudanga de base entre a base candnica e a base de autovetores de A.
Denotando Q(x,y) por

x
21 Q@WthﬂAM
temos que
(i) se Ay > 0e Ay > 0entido Q(x,y) > 0 para todos (x,y) € R2.
(ii) se Ay < 0e Ay < 0entdo Q(x,y) < 0 para todos (x,y) € R2.
(iii) se M Ay < 0 entdo existem (x,y) e (u,v) em R? tais que Q(x,y) < 0e Q(u,v) > 0.

Observagdo 2.1. Q(x,y) é a forma quadritica associada & matriz simétrica A.

Demonstragdo: Denotando por [ 7] as coordenadas (na base de autovetores de A) do
vetor P [x y] temos que

Qx,y) = [x y]f“m =[x y] PDP™ [ﬂ - &1 AOJ {

=

~} = M2 + i
Y
Com isso é claro que

(i) se Ay > 0e Ay > 0entdo Q(x,y) > 0 para todos (x,y) € R2.

(ii) se Ay < 0e Ay < 0entdo Q(x,y) < 0 para todos (x,y) € R>.

(iii) se AqA2 < 0, vamos supor A1 > 0 e Ay < 0. Basta tomar (x,y) como um autovetor as-
sociado a A1 (que terd segunda coordenada nula na base de autovetores de A) e entdo
Q(x,y) = M# > 0. Analogamente, tomando (1, v) como um autovetor associado a
Ao e entdo Q(u,v) = A,9% < 0.

O

O seguinte lema serd ttil para simplificar a demonstragdo do lema que o sucede.

Lema 2.2. Sejam A, B matrizes quadradas. Entdo Tr (AB) = Tr (BA), onde Tr (M) é o trago de
M, ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal de M.

Demonstrag¢io: Denotando A = (a;;) e B = (b;;), com 1 < i,j < n temos que os elementos
cii, da diagonal principal de AB sdo dados por

n
ci = ) aibji,
j=1
e os elementos d;;, da diagonal principal de BA sao dados por

n
djj = ) bjiaij
i=1
Claramente Tr (AB) = Y ¢;i = Yi_1 djj = Tr (BA). O

O resultado a seguir faz uso da tradicional férmula para o determinante do produto de
matrizes, det(AB) = det(A)det(B). Uma demonstragdo para este fato pode ser encon-
trada em [Cal, pp.218].
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Lema 2.3. Sejam A e B matrizes semelhantes, ou seja, existe P invertivel tal que A = PBP~L.
Entdo

(i) det(A) = det(B);

(ii) Tr (A) = Tr (B).

Demonstracgao:
(i) det(A) = det(PBP~!) = det(P) det(B) det(P~!) = det(P) det(B) det(P)~! = det(B).
(i) Tr (A) = Tr (PBP~') = Tr (P~ 'PB) = Tr (IB) = Tr (B).
O

Procure entender o significado geométrico da invariancia do determinante e do traco
mediante mudanga de base.

Agora estamos em condi¢gdes de demonstrar um critério para determinar o sinal de
Q(x,y), definido em , em termos de calculos simples com os elementos da matriz
A. Claramente Q(0,0) = 0.

Teorema 2.4 (Critério de Sylvester). Sejam A = [¢b] e D = {)(‘)1 )E)z} semelhantes e Q(x,y)

como em (2.1). Entdo

(i) sea > 0edet A > 0entio Q(x,y) > 0 para todo (x,y) € R?, (x,y) # (0,0).
(ii) sea < 0edet A > 0 entio Q(x,y) < 0 para todo (x,y) € R?, (x,y) # (0,0).
(iii) se det(A) < 0 existem (x,y) e (u,v) em R? tais que Q(x,y) > 0e Q(u,v) < 0.

Demonstra¢io: Como A e D sdo semelhantes, segue-se do lema [2.3|que

det(A) = ad — b* = MAp
Tr(A)=a+d= A1+ Ay

(i) se det(A) > 0 entdo ad — b*> > 0, ou seja ad > b> > 0. Comoa > 0, temosd > 0 e
portando a +d > 0. Assim AMqA; = det(A) > 0e A+ Ay = Tr(A) > 0, 0 que s6 é
possivel quando A1 > 0 e A; > 0, ndo se anulando simultaneamente.

Pela parte (i) do lema temos que Q(x,y) > 0 para todo (x,y) € R?, (x,y) #
(0,0).

(ii) se det(A) > 0ea < 0, obtemos de maneira andloga que d < 0 e portando a +d < 0.
Assim AjAp; = det(A) > 0e A+ Ay =Tr (A) <0, 0 que s6 é possivel quando A < 0
e Ay <0, ndo se anulando simultaneamente.

Pela parte (i) do lema 2.1} temos que Q(x,y) < 0 para todo (x,y) € R?, (x,y) #
(0,0).
(iii) se det(A) < 0entdo A1A2 < 0 e segue-se a afirmagdo da parte (iii) do lema

3. DA ALGEBRA LINEAR DE VOLTA PARA O CALCULO

Agora podemos usar o teorema[2.4]para determinar o sinal de E(x,y), definido em (1.3),
em termos de calculos simples com as segundas derivadas de f, calculadas apenas no
ponto critico (x,yp). Observe que E(x,y) depende de (X,¥), que ndo é obtido explicita-
mente.
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Definigdo 3.1. Se f : A C R? — R é de classe C? no aberto A entdo

fxx(xOIyO) fxy(XOIyO)
H(xg, =
(o, 30) fry(X0,Y0)  fyy (%0, Y0)
é 0 hessiano de f em (xo, o).

Teorema 3.1 (Classificagdo dos pontos criticos). Sejam A C R* um aberto, f : A — R uma
fungdo de classe C? e (xo, yo) um ponto critico de f. Entilo,
(i) se fxx(x0,y0) > 0edet H(xo,yo) > 0 entdo (xo,yo) é minimo local de f;
(i) se fxx(x0,Y0) < 0edet H(xo,yo) > 0 entdo (xo,yo) é miximo local de f;
(iii) se det H(xo,yo) < 0 entdo (xo,Yo) é um ponto de sela de f;

Demonstragdo: Como f é de classe C? entdo fyy(x,y) e det H(x,y) sdo fungdes continuas
e portanto se estdo fungdes ndo se anulam em (xp,yo) existe € > 0 tal que o sinal de
det H(x,y) é o mesmo de det H(xp, o) assim como o sinal de fyx(x,y) é o mesmo de
frx(x0,Y0), para todo (x,y) € Be(xo, Yo)-

Se (x,y) € Be(x0,y0) entdo o sinal de E(x,y), determinado por f.x(%,7) e det H(X,7)
é 0 mesmo da forma quadrética dada pela matriz H(xo,yo). Em vista da expressao (1.4),
segue-se o resultado. U

Observagio 3.1. O critério acima néo prevé o caso em que det H(xo, /o) = 0 pois o teorema
da conservagdo do sinal ndo se aplica neste caso. Mas algo ainda pode ser dito neste caso
se sabemos o comportamento de det H e Tr H numa vizinhanca do ponto (xo, o).

Por exemplo, se det H(x,y) = 0 e TrH(x,y) > 0 numa vizinhanga do ponto (xo, o)
entdo podemos dizer, usando o teorema 2.4{que E(x,y) > 0 e portanto (xo, yo) € ponto de
minimo local de f.

Exercicio 1. Tente estabelecer critério semelhante para fungdes de classe C? definidas em
abertos do R.
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