MAT?2454 - Célculo Diferencial e Integral para Engenharia II

32 lista de exercicios - 2013

. Em cada caso, esboce a superficie de nivel ¢ da fungio F : R® — R:

a) F(x,y,z )—x—l—Zy—|—3z ec=1 b) F(x,y,z) = x> +2y +3z ec=1
C)F(x,y,)—x2+y z ec=0 d)F(x,y,)—x +y —z2ec=-1
e)F(x,y,)—x +y —z2ec=1 f)F(x,y,z) =x>—y* e c=1

g F(x,y,z)=x>—y*+z2 ec=1

Alguma dessas superficies é o grafico de uma funcéo f : D C R? — RR?

. Verifique que a imagem da curva ¢(t) = (cost, cost,v/2sent), t € [0,7], estd
contida numa esfera com centro em (0,0,0) e esboce a imagem de 7.

. Seja y(t) = (V2 +1cost, V1> + 1sent, t), t € R. Verifique que a imagem de y
estd contida na superficie x> + y?> — z2 = 1. Esboce a imagem de 7.

. a) Encontre uma parametrizacdo para a curva obtida pela interseccdo do para-
boléide hiperbélico z = y?> — x? com o cilindro x? + y? = 1.

b) Encontre uma parametrizacdo para a curva obtida pela intersec¢do da su-
perficie x> + y?> — 2z> = 1 com o plano y = 2z + 1.

c) Encontre uma parametrizacdo para a curva dada pela interseccdo do cone

= /4x? + y? com o plano z = 2x + 1.
. Combine as equagdes com o0s esbogos das imagens. Justifique a sua escolha:

a) v(t) = (cos4t, t,sen4t) b) y(t) = (> —2,83,t* +1)
o) v(t) = (¢, th,tz) d) y(t) = (sen3t cost,sen3t sent,t)
e)y(t) = (cost,sent,Int) f) y(t) = (cost,sent, sen5t)
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. Resolva a ultima questdo da Prova P1 de cada um dos seguintes anos: 2008,

2009 e 2010

Encontre uma parametrizacao para C e a reta tangente a C no ponto P:

Q) C={(x,y,2) eR| 2+ +22=1ez=x+1} e P=(—%,%%).
b) CZ{(X,]/,Z) E]R3|x2—}—y2:zex:z} e P:(l,O,l).

. Ache os pontos do hiperboléide x> — y? + 2z> = 1 nos quais a reta normal é

paralela a reta que une os pontos (3, —1,0) e (5,3,6).

. Mostre que o elipséide 3x* + 2y> + z2> = 9 e a esfera x> + y> + 2% — 8x — 6y —

8z + 24 = 0 se tangenciam no ponto (1,1,2) (isto é, que elas tém 0 mesmo plano
tangente neste ponto).

Ache um vetor tangente a intersegdo das superficies 4x> +y*> +z2 =9e
z = x*> +y? no ponto (—1,1,2).

Ache a reta tangente a intersecdo do cilindro x> + y? = 2 com gréfico de f(x,y) =
x>+ 3 +2no ponto (1,1,4).

Sejam f : R? — Re : R — R3, diferencidveis com V£(1,0) = (2,1) e /(t) #
(0,0,0), paratodo t € R. Suponha que a imagem de 7 esteja contida na intersegédo
do gréfico de f com a superficie z° + x° 4+ yz + xy> = 0. Sabendo que (1,0, —1) €
Im<y, determine uma equacgao para a reta tangente a y neste ponto.

Ache a derivada direcional méaxima de f no ponto dado e dé a diregdo em que ela
ocorre.

a) f(x,y,z) = xe* + sen(y), (2,0,0) b) f(x,y,z) = —3 +zIn(x), (1,2, -1)

Suponha que sobre uma certa regido do espago o potencial elétrico V é dado por
V(x,y,z) = 5x% — 3xy + xyz.

a) Ache a taxa de variacdo do potencial em P(3,4,5) na dire¢do do vetor
d=i+j—k
b) Em que direcdo V muda mais rapidamente em P?

¢) Qual é a maior taxa de variacdo em P?

Encontre uma parametrizagdo para C, esboce C e use esta parametrizagdo para
encontrar, caso existam, os valores maximo e minimo de f em C, bem como os
pontos onde estes valores sdo assumidos:

a) C={(x,y) e R*: x* + 2> =1} e f(x,y) = 2°v.
b) C={(x,y,2) € R3: x2+y2 =zez=2y}tef(x,yz)=x—2z

) C={(tyz e R X+y+=1e (x-1 7+ +(z-1)"=1}e
flx,y,z) =xz+y.
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d) C={(x,y,2) eR¥®:x+y+z=1lex—y+3z=3}ef(x,y,z) = X>+y*+2%
Ache o maximo e o minimo absolutos da func¢do na regido D indicada. (Esboce
D.)

a) f(x,y) =5—3x+4y; D éo tridngulo (com interior e bordas) cujos vértices

sdo (0,0), (4,0) e (4,5)
b) f(x,y) =xye >V, D={(x,y) eR*: x24+12<2,x<0, y>0}
0 flxy) =22+y% D={(xy) eR*: ¥ +y* <1}

Seja T(x,y) = uma fungdo que dé a temperatura do ponto (x,y) do plano.

4
Em que ponto da regido A = {(x,y) € R?> : y > —x + 1} a temperatura maxima
é atingida? E a minima? Justifique.

Encontre o méximo e o minimo absolutos de f(x,y) em D sendo:

a) f(x,y)=xy; D={(x,y) eR* : ¥ —y> =1, x€[1,2]}
b) flx,y) =2 +y4 D={(xy) eR*: ¥ +y*=1, x€0,4], y >0}

Vocé pode usar multiplicadores de Lagrange (apenas) para resolver esse exercicio?

Determine o valor méximo e o valor minimo de f em R sendo

a) f(x,y,z) = x>—2x+y*—4y+z°2—6z e R = {(x,y,2) € R3: x2+y%+22 < 56}
b) f(x,y,z) = x> +y>+2z%> —4xy — 4z +3x e
R={(xy,z2) eR¥:x>0,y>0,z>0,x+y+z<4}

Determine o valor maximo e o valor minimo da fungdo f sujeita as restri¢des
explicitadas:

a) f(x,y) =xy; 5x*+5y>+6xy—64=0
b) f(x,y,z) = xyz; x*>+2y>+3z22=6
o f(x,y,z) =x*y*2% x*+y*+z22=1
d) f(x,y,z) =x>+y*>+2% x*+yt+zt=1

Encontre os pontos de maximo e de minimo de f em C, sem parametrizar C:

a) f(x,y,z) =x+y+zeC={(x,y,z) ER¥: 22 +y?> =1 e 4x + 4y = 2%};

b) flxyz) =2 +P+2e
C={(x,y,2) eER>: x>+’ +z2=1e x+y+z=1};

¢) f e C como no exercicio 15 (a);

d) f e C como no exercicio 15 (b).



2

22. Encontre o méximo e o minimo de f(x,y,z) = 2x + y — z* no compacto C.

a) C é a interseccdo de S com o plano 2z = 2x +y + 4, onde S a parte do
hiperbol6ide 4x? + y?> —z2 +1 =0, com z > 0.

b) C={(x,y,z) ER®:4x?> + 1> — 22 +1=0,2>0 e 2z <2x +y +4}.

23. Seja f(x,y,z) = x> + y? + 2z% — 4xy — 4z. Achar 0 méximo e o mfnimo de f em:

)
a) {(x,y,z) e R®: 22 +y? + 22 =4}

b) {(x,y,z) e R3: x> +y? + 22 < 4}

o {(xyz) e R¥:x2+y?+z2 =4dez> 1}

d) {(x,y,z) ER¥: 22+ +22<dez>1}
(x,y,2)

e) {(x,y,z) eER¥:x?+ >’ +22=4dez>x+y}

Nos exercicios 24 a 28 prove que o problema tem solugao, isto é, explique por
que o ponto encontrado é, de fato, de maximo ou de minimo.

24. a) Encontre os pontos da elipse x> + xy + y? = 3 mais préximos de (0,0).

b) Qual o ponto do plano x + 2y — z +4 = 0 que estd mais préximo do ponto
(1,1,1)? (Para justificar, veja, por exemplo, o exercicio 33).

25. Determine o maior produto de 3 ntimeros reais positivos cuja soma é 100. Exiba
tais nameros.

26. Sendo «, 8 e v 0s angulos de um tridngulo, calcule o valor maximo de sena +
sen ff + sen-y.

27. Determine as dimensdes do paralelepipedo de volume maximo, com faces para-
lelas aos planos coordenados, inscrito no elipséide 9x% + 36> + 42> = 36.

28. Determine as dimensdes do paralelepipedo de volume méaximo, com faces pa-
ralelas aos planos coordenados, de modo que uma das faces esta contida no
plano z = 0 e a correspondente face oposta tem os seus vértices no paraboléide
z=4—x*>—y%z>0.

29. Determine os pontos criticos das fung¢des abaixo e classifique-os:

a)z=2x>+xy+3y>+10x —9y +11 b)z =3xy?> +y> —3x — 6y +7
) z = x?y? d) z = x%3

e)z = (2x — x%)(2y — y?) f) z = y* + 4x?y — 4x? — 82
g)z = xye ¥ h) z = In(3x? + 4y*> — 2x + 7)
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Determine os valores de a para os quais a fungdo
flx,y) = 2ax* +y* —ax® — 2y

a) tem exatamente um ponto de sela e dois pontos de minimo local;
b) tem exatamente dois pontos de sela e um minimo local.
c) Existe a € R para o qual a fun¢do tenha ao menos um méximo local?

d) Existe a € R para o qual a fun¢do tenha mais de 3 pontos criticos?

E impossivel para uma fungio continua de R em R ter 2 maximos locais e ne-
nhum minimo local. Por qué? O mesmo nao ocorre com uma fungéo f : R> — R.
Verifique que f(x,y) = — (x> —1)?> — (x*y — x — 1)? tem exatamente dois pon-
tos criticos, ambos méximos locais. Faga um esbogo de uma superficie com tais
caracteristicas e tente compreender como isso ocorre.

Mostre que a funcio f(x,y) = x>+ 5y>(1 + x)* possui um tnico ponto critico,
que este ponto critico é um minimo local, e que f ndo possui ponto de minimo
global.

Seja f : R? — Rdadapor f(x,y) = ax*> +by* +cxy +dx+ey+1,ondea,b,c,d,e,l
sdo constantes ndo todas nulas. Prove que se (xo, o) for um extremante local de
f, entdo serd um extremante global de f. (Dica: dados (I, k) € IR?, observe que a
funcdo g(t) = f(xo + th,yo + tk) é uma parébola).

Resolva os exercicios 34 a 38, a seguir, assumindo que cada problema proposto
tem solucado. E possivel provar que essas solugdes existem. Tente fazé-lo.

Um pentdgono de 12 cm de perimetro é construido colocando-se um tridngulo
isésceles sobre um retdngulo. Dentre esses pentdgonos, determine as medidas
dos lados daquele que tem area maxima.

Determine a equacédo do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro
octante o tetraedro de menor volume.

Dentre todos os planos que sdo tangentes a superficie xy?z> = 1 encontre aqueles
mais distantes da origem.

Dé as dimensdes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser
construida com 27cm? de papelao.

Um quarto de armazenamento aquecido tem a forma de uma caixa retangular e
tem o volume de 1000 pés ctibicos. Como o ar quente sobre, a perda de calor por
unidade de 4rea pelo teto é cinco vezes maior que a perda de calor pelo chdo.
A perda de calor pelas quatro paredes é trés vezes maior que a perda de calor
pelo chdo. Determine as dimensdes do quarto que minimiza a perda de calor e,
portanto, minimiza o custo do aquecimento.
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(Método dos Minimos Quadrados) Sejam P; = (x;,y;) € R?>, 1 < i < n (dado
n € N,n > 2),comux; # Xj, se i # j. Estes pontos representam os resultados
de algum experimento, e gostarfamos de encontrar uma funcéo linear afim f :
R — R, f(x) = ax + b paraa,b € R a serem determinados, tal que o gréfico de
f contenha P; para 1 < i < n. Nem sempre existe uma tal fun¢do; com efeito, o
sistema linear nas varidveis a e b dado porax; +b = y;, 1 < i < n, é, em geral,
impossivel se n > 3. O objetivo deste exercicio é verificar que é poss1ve1 encontrar
uma solugdo aproximada deste sistema, i.e. que minimiza a soma dos quadrados
dos erros E(a,b) = Y"_[yi — (ax; + b)]>. Mostre que E : R? — R assim definida
tem um tnico ponto de minimo global e encontre tal ponto.

RESPOSTAS

. Apenas a superficie do item (a).

. a)y(t) : [0,27t][— R3, (t) = (cost, sent, — cos (2t))

) = (\/—Cost,Zsent—l,sent—l)
(3(#=1),t,5(2 +1))

a) y(t) : [0,271[— R®, y(t) = (A(—1+ cost),
)

reta tangente: X = (—3, v2
b) y(t) : [0,271[= R3, ¥(t) = 3
reta tangente: X = (1,0,1) + A(

(V-2 i)

(5,8,6).

b) 7(1) : 0,27 RY, 4(t
) v(t) 1 R — R, 7(t) =
\[sent,%(l + cost)),
+A(-1,0,-1),A € R

(14 cost, sent,1+ cost),

1,0),A € R

X=(1,1,4) +A(-1,1,0),A € R.
X =1(1,0,—-1)+A(2,-9,-5),A € R.
a)V6;(1,1,2)  b)v2;(-1,1,0).

a) 32 b) (38,6,12)  c)21/406.

V3

a) pontos de maximo: (@, %) e (52, —\}) pontos de minimo: (% L\[) e

(2 505)-
22 iximo: (L 1 — -2 2_ 4. inimo: (=L 2 4
b) ponto de maximo: (\/5,1 72 \@),pontodemlmmo. (\/5,14—\/5,2—1—\/3).

: fa (1 =11
; ponto de minimo: (3, 7 3)-

; ndo tem ponto de maximo.
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a) maximo: f(4,5) = 13, minimo: f(4,0)

b) méximo: £(0,0) = 0, minimo: f(—-=

¢) maximo: f(1,0) = 2, minimo: f(—1,0)

ponto de maximo (3,1);  ndo hd ponto de minimo.
a) minimo: —24/3 e méaximo 2\/3; b) minimo: 31—2 + (%) e maximo 1.

a) Valor minimo: -14, Ponto de minimo (1, 2, 3);
Valor méximo 112, Ponto de méximo (—2, —4, —6)
b) Valor minimo: —%, Ponto de minimo (%, 2, %) ;
Valor maximo 28, Ponto de méximo (4,0, 0)

a) méax f(2,2) = f(—2,—2) = 4; min f(4, —4) = f(—4,4) = —16;  b) max %

§ 2. (v 1. 4 i
min ——; C) Méx 57, min 0;  d) max /3, min 1.

a) pontos de minimo: (0,1,

1,—2) e (1,0, —2); ponto de maximo: (\%, %,2{1/5).
2
3

b) pontos de minimo: (3,
(0,1,0) e (1,0,0).

c) pontos de minimo: + <§ —Lf) ponto de méximo: + (‘2[, 5 f)
d) pontos de minimo: < %, % + %);ponto de maximo: (75, — %,2

a) Ponto minimo: (1 + 4,2 + /7,44 +/7), valor minimo:—19 — 61/7
Ponto de méximo: (1 — 4,2 — V74— \/7), valor méximo:—19 + 6+/7

b) Ponto de minimo: (1 + g,Z +V7,4+ \/7), valor minimo:—19 — 6v/7

Ponto de méaximo: (411' %, 4), valor maximo: —%

a) Ponto de méximo: (0,0, —2), pontos de minimo (3,3,%) e (—3, -3, 3).
b) Os mesmos que em (a).

V15 /15 1 V15 /15 1).
¢) Pontos de maximo: (m, 3 7)e(—¥2, Y2 2
pontos de minimo: (3, 3,3) e (—3, —3,3)-
d) Os mesmos que em (c).
e) Pontos de méximo: (—

pontos de minimo: (—3, —

a) (1,1) e (—1,—1);b) (0,—1,2).

,—3),(3,—1,2),e(—1, 3 3); pontos de méximo: (0,0,1),



27. O paralelepipedo tem vértices em <i \zf’i L, +V3 )

28. O paralelepipedo tem vértices em (+£1,£1,0) e (£1, £1,2).

29. a) (—3,2) minimo;
b) (%,1), (—%, —1) selas;
c) (0,A) e (A,0) com A € R minimos;
d) (0,A) e (A,0) com A € R selas;
e) (1,1) maximo, (0,0), (2,0),(0,2), ( 2) selas;
(v3,1), (=V/3,1) selas;

f) (0,0) méximo, (0, 2) minimo, ( )
g) (0,0) sela, + < el 7 maximos, £ —%, \% minimos;
h) (3,0) minimo;

30. a)a>0 b)a<0 c¢ndo d)a=0.
35 x+y+2z2—-6=0

36. 22/5x + 29/10y +29/107 — 5, 22/5y _ 29/10y + 297107 — 5,
22/5x 4 29/10y . 29/1OZ =5; 22/5x . 29/10y _ 29/1OZ =5,

37. base 3 x 3cm, altura 1,5cm.

38. largura, profundidade e altura iguais a 10 pés.



