MAT2454 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia II
22 Lista de Exercicios - 2013

. Seja f(x,y) = \/x2+y?2+4 eseja y(t) = (t cost, tsent, V2 +4), t > 0.
(a) Mostre que a imagem de 7y estd contida no grafico de f.

(b) Faga um esbogo da imagem de .

. Sejam g(x,y) = (x —2)2+ (y—3)>+1ley(t) = (2—13+1tz(t),t € R

Sabendo que a imagem de 7 estd contida no grafico de g, determine z(t). Determine
uma equagao para a reta tangente & imagem de 7y no ponto (1,4,3). Esboce a imagem
de 7.

, 2x2 + 42
. SeJa f(x,y) = Wlﬂj{l

Sabendo que a imagem da curva esta contida no grafico de f, determine o vetor tangente

Seja v : [0,271] — R dada por y(t) = (sent,cost,z(t)).

a imagem de 7y em (%)

. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes:

() f(x,y) = arctg (2)  (b) f(x,) = In(1 + cos?(xy?)

. Dada a funcdo f(x,y) = x(x? —I—yz)_% esen (%) ache %(1,0).

Sugestao: Neste caso, usar a definicao de derivada parcial é menos trabalhoso do que

aplicar as regras de derivagao.

. Verifique que a fungao u(x,y) = Iny/x% + y? é solugao da equagao de Laplace bidimen-
sional
0’u  0%u

. Sejam f e g fungoes de R em IR, derivaveis até 22 ordem.

0? 02
(a) Mostre que u(x,t) = f(x 4+ ct) + g(x — ct) satisfaz a equagao a—t;[ = cza—le.

(b) Mostre que u(x,y) = xf(x +y) +yg(x +y) é solucdo da equagao

o%u ?u  d%u

ox2  “oxoy * yr 0




xy?
8. Seja f(x,y) = { A (x,y) # (0,0);

0, se (x,y) =(0,0).
: .. df of .
(a) Mostre que as derivadas parciais 3 e @ existem em todos os pontos.
(b) f ¢é continua em (0,0)7
(c) f ¢ diferenciavel em (0,0)7?
X3
9. Seja f(x’y) — 2 +y2/ se (x/y) # (O/O)/
0, se (x,y) =(0,0).

'Y
(a) Mostre que f é continua em (0,0).
of of
(b) Calcule 5(0,0) e @(0,0).
(c) E f diferencidvel em (0,0)?

(d) Sao of e % continuas em (0,0)?

ox
: (x% 4+ y?) sen 1 , se (x,y)# (0,0);
10. Considere f(x,y) = /32 + 2
0, se (x,y)=(0,0).
(a) Mostre que f ¢ diferenciavel em (0,0).
: .. of of ,
(b) As derivadas parciais = e == sdo continuas em (0,0)?
ox oy
x?sen ((x* +12)?)
11. Seja f(x,y) = 2+ 2 , se (x,y) # (0,0);
0, se (x,y) =(0,0).
(a) Verifique que f é continua em (0,0).
(b) Determine %(x,y), para todo (x,y) € R2.

of

(¢) A fungao @ é continua em (0,0)? Justifique sua resposta.

(d) A funcao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.

xz _ yz
12, Seja flxy) = { Vg % Wy #(0.0)
0, se (x,y) =(0,0).
. of af
(a) Verifique que a((),y) = —y para todo y, e que @(x,O) = x, para todo x.
| 2f 2f
(b) Verifique que 33y (0,0) =1eque Syox (0,0) = —1.
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14.

15.

16.

17.
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19.

20.

21.

22.

Seja f(x,y) = (x* + yz)%. Mostre que f é de classe C! em R?.

Determine o conjunto de pontos de IR? onde f nao é diferenciavel, sendo:

(a) f(x,y) = /x> +y2 (b) f(x,y) = xly|
(c) fx,y) = eV¥HV (d) f(x,y) = cos(v/*2 + 12

Ache a equagao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no ponto

indicado:

(a) z = e¥ ¥ no ponto (0,0,1) (b) z = In(2x + ), no ponto (—1,3,0)
(c) z= x> —y?, no ponto (—3,—-2,5) (d) z = e*Iny, no ponto (3,1,0)

Determine o plano que passa por (1,1,2) e (=1,1,1) e é tangente ao grafico de f(x,y) =

xy. Existe mesmo s6 um?

Determine a equagao do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente

ao gréfico de g(x,y) = x3y.

Determine k € R para que o plano tangente ao grafico de f(x,y) = In(x? + ky?) no
ponto (2,1, f(2,1)) seja perpendicular ao plano 3x +z = 0.

Seja f : R — R uma fungao derivavel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie

X
z=xf (;) passam pela origem.

Mostre que nao existe nenhuma funcgao diferenciavel f : R? — R cujo gradiente é dado

por: Vf(x,y) = (x’y,y%),¥(x,y) € R%

ow Jw
Calcule — e — pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicao

ot  Ju

seguida de aplicacao das regras de derivagao parcial.
(a) w= x? +y2;x = {2 +u2,y = 2tu.

(b) w

= —&——, X =tcosu, y = tsenu.
x2 4 2 y

Sejam f : R> — R, diferencidvel em R?, com Vf(—2,—2) = (a,—4) e

g(t) = f(2f> — 4t,t* —3t).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de ¢ no ponto de abscissa 1 seja paralela

areta y = 2x + 3.



23. Seja v(r,s) uma funcio de classe C> em R? e defina u(x,t) = v(x + ct, x — ct), onde ¢

é constante.

(a) Verifique que

st (x, ) — Py (x, 1) = w(x + ct, x — ct),
onde w(r,s) = —4c?vys(7,s).

(b) Mostre que se u(x,t) é uma solucio da equacio uy = c?iy, entdo existem funcoes

Fe GdeR em R tais que
u(x,t) = F(x +ct) + G(x — ct).[*]

[*Observagao: O item (b) deste exercicio foge do contexto desta lista, mas foi introdu-
zido para completar o enunciado do resultado. Entretanto vocé pode resolver o item (b)

com o conhecimento de cédlculo que vocé tem! Reveja também o Exercicio 7(a).]

24. Sejau = u(x,y) funcio de classe C? em IR? e defina v(r, ) = u(rcos®,rsenf). Verifique
que

0% 10v 1 9%
W(r,@) + ;g(r,é) + r—zﬁ(r,e) = Au(rcosf,rsenf),

sendo Au, por definigao, dado por Au = tyy + tyy.

25. Seja f = f(x,y) funcdo de classe C? em IR%. Se u(s,t) = f(e’cost,e®sent), mostre que

gi(e cost, e sent)r+ {%(es COSt'essent)r -c [(g”(s t))z (%(S f))2]

e que

?f

522 (e°cost,e’sent) +

2 f 9 9u
2 5(e®cost,e’sent) = {82( t)+at2(s t)}

26. Seja f = f(x,y) uma funcao de classe C? e seja g : R> — R dada por

g(u,v) = uf(u* —v,u+ 20)

azg

oudv

(a) Determine em funcao das derivadas parciais de f.

92
(b) Sabendo que 3x 4+ 5y = z 4 26 ¢é o plano tangente ao gréfico de f, m(l,él) =

0*f ?f 0%g
E» —=(1,4)=1e e (1,4) = —1, calcule auav(—2,3).
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34.

Seja F(r,s) = G(e'%,r3 cos(s)), onde G = G(x,y) é uma funcio de classe C> em R?.

2

(a) Calcule W(r,s) em fungao das derivadas parciais de G.
d0’F oG
(b) Determine W(l' 0) sabendo que @(ﬂ +1,t4+1) =t —2t+3.

Se f(x,y) = x* +4y?, ache o vetor gradiente V f(2,1) e use-o para achar a reta tangente
a curva de nivel 8 de f no ponto (2,1). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor

gradiente.

Seja r a reta tangente & curva x> + 3xy + y3 + 3x = 18 no ponto (1,2). Determine as

retas que sao tangentes & curva x> + xy + y2 = 7 e paralelas a reta r.

Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel em R?. Fixado um certo P = (xo, Yo) € R?,
sabe-se que o plano tangente ao grafico de f no ponto (xo,yo, f (xo,yo)) tem equacao
—2x +2y —z+ 3 = 0. Determine, entre as curvas abaixo, uma que nao pode ser a

curva de nivel de f que contém o ponto P:
1 £ 28

@0 =(-pt) om0 = (55 +3) @0 =EF ),

t

Seja f : R? - R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x + y+z=7%¢

o plano tangente ao gréfico de f no ponto (0,2, f(0,2)). Seja
g(u,v) = u f(sen (1* — v°),2u*v).

Determine a4 € R para que o plano tangente ao gréfico de g no ponto (1,1,¢(1,1)) seja

paralelo ao vetor (4,2,4).

Seja f : R?> — R uma funcao diferencidvel tal que as imagens das curvas y(t) = (2, t,2t?)
e u(t) = (2t2,t,2t*) estejam contidas no gréfico de f. Determine o gradiente de f no
ponto (2,1).

O gradiente de f(x,y) = x>+ y* é tangente & imagem da curva y(t) = (#2,t) em um
ponto P = y(ty) com ty > 0. Considere a curva de nivel de f que contém P. Encontre

a equacao da reta tangente a essa curva no ponto P.

Sabe-se que a curva y(t) = (> + 1,3 + 2 +t) é uma curva de nivel da funcio diferencié-
vel f:R? = R, com f(y(t)) =2, Vt € R. Admita que existem 2 pontos (xo, yo) € Im7y
com a propriedade de que o plano tangente ao grafico de f em (xp,yo,2) é paralelo ao

plano x +y — z = 0. Encontre esses 2 pontos.
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36.
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Ache a derivada direcional maxima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela ocorre.
(a) f(x,y) = xe™¥ +3y, (1,0); (b) f(x,y) = In(x* +¥?), (1,2);

Seja f uma funcio diferenciavel em IR? e considere os pontos A(1,3), B(3,4), C(2,4) e
D(6,15). Sabe-se que a derivada direcional de f em A na direcdo e sentido do versor
z@/ | \z@H é 3v/5 e que a derivada direcional de f em A na direcdo e sentido do versor
AC /| \R || é v/8. Encontre o vetor gradiente V£(1,3) e a derivada direcional de f em
A na direcao e sentido do versor zﬁ/ ] ‘zﬁ| |.

Mostre que f(x,y) = {/x?y ¢é continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais
m (0,0). E f diferencidvel em (0,0)?

Seja f uma funcio diferencidvel em R? tal que 7y (t) = (t+1,—t?), Vt € R é uma curva

0
de nivel de f. Sabendo que —f(—l, —4) = 2, determine a derivada direcional de f no

0x
ponto (—1, —4) e na diregao e sentido do vetor i = (3/5,4/5).

x3 +y3
Seja, f(x,y) = xZ +y2’ se (x’y) # (O/O)/
0, se  (x,y) = (0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

d
(b) Mostre que Ef('y(t)) #Vf(y(t) -9 (t) emt =0, onde (t) = (—t, —t).
(c) Seja i = (m,n) um vetor unitdrio (isto é, m? +n? = 1). Use a definicio de derivada

of
52(0,0).

direcional para calcular
(d) E f diferenciavel em (0,0)? Justifique.
Sabe-se que f : R> — R ¢é diferenciavel em R? e que o gréfico de f contém as imagens de
(—%,é, é) ec(u) = (u +1,u,u+2+ %) , u # 0. Determine
_ (ﬁ Q) |

i

ambas curvas y(t)
272
3

af (1 1
ﬁ, (E,—E), onde
“L, se (xy) # (0,0

Seja f(x,y) = ¢ x*+y2’
0, se (x,y) =(0,0).

Mostre que existem as derivadas direcionais de f em todas as dire¢oes no ponto (0,0) e

9 ,
que 8—2(0,0) = (V£(0,0), ) para todo vetor unitdrio . E f diferencidvel em (0,0)?



42. A curva de nivel 1 da fungao diferenciavel f : R? — R pode ser parametrizada por
v(t) = (t,28?),t € R. A curva o(u) = (—u,ud,u® —u® —2u* +1),u € R tem sua
imagem contida no grafico de f.

(a) Determine o vetor tangente a curva ¢ no ponto (—2,8,1).
(b) Determine o vetor tangente & curva 9 no ponto (—2,8).

(c) Calcule o gradiente de f em (—2,8).
EXERCICIOS SUPLEMENTARES

Para resolver o exercicio a seguir voceé vai precisar da Regra da Cadeia, do Teorema Fun-

damental do Célculo e do seguinte resultado:
Teorema: Seja f : R? — R uma funcio de classe C! e defina a funcdo ® : R — R por
b

b
P(x) = / f(x,t)dt. Entao a fungao @ é derivdvel e vale que ®'(x) = / g];(x t)dt.
a a

1. Seja F : R — R dada por

b(x)
- / F(x,t)dt
a(x)

sendo a,b : R — R fungbes derivéaveis e f : R? — R uma funcio de classe C'. Mostre

que
P = [ Z e f(5,000) V) — ) 0

2. Calcule F/(x) para
x

(b) F(x) = /01 B

x2 4 t?

cosh x
/ sen (x2t%) dt
C

0S X

RESPOSTAS




2. z(t) =22 +1; X = (1,4,3) + A(—=1,1,4),A € R.
3905 = (% %)
of — y . 9of —
4. (a) 3x(xy) = .t (X y) = ﬁryz
5. =2 8. (b) Nao é continua em (0,0). (c) Nao é diferenciavel em (0,0).

9. (b) $£(0,00=1¢5(0,00=0. (c) Nao.

(d) Nenhuma das derivadas parciais é continua em (0,0). 10. (b) Nao
o 4x%y (x> +y?)? cos((xz—;yz)i)2—2x2ysen (x*+5)%) se (x, y) ” (0, 0)/
11. (b) 3 (x,y) = (¥*+y?)
Y 0 se (x,y) = (0,0).
(c) Sim. (d) Sim.
14. (a) f nao ¢é diferencidvel em nenhum ponto da reta y = —x.

(b) f nao é diferencidvel nos pontos da forma (a,0) com a # 0.
(c) f é diferencidvel em R? pois é de classe C! em R%.  (d) O mesmo que o item (c).

15. (a) z=1;X = (0,0,1) + A(0,0,1),A € R.
(b)2x+y—z—1=0;X=(—1,3,0)+ A(2,1,—1),A € R.
(c) 6x —4y+z+5=0;X = (=3,—2,5) + A(6,—4,1),A € R.
(d) ey —z—e>=0;X=(3,1,0)+ A(0,¢%,—1),A € R.
16. x + 6y —2z — 3 = 0 (sim, s6 um) 17.6x—y—z4+6=0 18 k=8
22.0=3 26. (b) 21

2
27.(a) 35 = s% 2“3 S+ 6r2s cos s 25 aG + 974 cos s%y + 52’5 9C +6rcoss%§, (b) 0.
28. Vf(2,1) = (4,8) carctaéx+2y —4=0. 29. X = (£1,£2) + A(5,—4),A € R.
30. () 3l.a=-4 32 (1,4) 33 X= (}1,%) +A(-1,1), A €R.
34 (2,-1) ¢ (10/9,-7/27). 35 (a) V5, (1,2); (b) &, (%%)
36. V£(1,3) = (11, —7) e a derivada direcional pedida é —29/13.
37. f ndo ¢ diferencidvel em (0,0). 38. 4/5 39. (d) Nao 6. 40. —32

41. f nao ¢é diferenciavel em (0,0) 42.(c) Vf(—2,8) = (96,12)



