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Gabarito - TURMA A

Questao 1.(3 pontos) Seja a funcao

Vb sen (3/ Tt + y4>

o T s @) £ 0.0
r,Y) =

0, se (z,y) = (0,0)

(a) Mostre que f continua em (0, 0).

of of
(b) Calcule %(0,0) e a—y(0,0).

(c) A fungao f é diferenciavel em (0,0)? Justifique sua resposta.

Solucao.

(a) A funcao f é continua em (0, 0) se ( l)in%o ) f(z,y) = f(0,0). Vamos calcular esse limite.
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Vamos analisar separadamente cada expressao e calcular o limite.
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Portanto,
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OBS: Veja outra forma de calcular o limite na Turma B.
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(c) Para saber se f é diferencidvel vamos estudar o seguinte limite

) FO+ R0+ k) — £(0,0) — 2L(0,0)h — g—g(o,O)k
1m
(h,k)=(0,0) (R, k)|

Se o limite for 0 a funcao é diferenciavel. Calculando
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Porém sobre a curva y(t) = (t,t) temos
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Como o limite é diferente de 0, o que ja permite afirmar que f nao é diferencidvel. Observe
que NAO EXISTE o limite quanto ¢ tende a 0, pois os limites laterais sdo diferentes (faca para t < 0).

Portanto, f nao é diferencidavel em (0, 0)



TURMA A

Questao 2.(2 pontos) Seja f = f(x,y) uma fungao diferencidvel tal que z = 3z + y — 2 é equagcao
do plano tangente a f em (1,1, f(1,1)).
of of

(a) Obtenha %(17 1) e a—y(l, 1).

(b) Seja g(u,v) = f(u® + 3v,v?). Obtenha as expressoes de g—g(u, v) e ?(u,v) em funcao
u v

das derivadas parciais de f.

(c) Seja v uma curva diferencidvel tal que a sua imagem estd contida na intersecgdo do
grafico de g com a superficie S = {(u,v,w) € R® : u?* + v? + w? — 4u + 2v + 1 = 0}. Dé a equagao
da reta tangente a -y no ponto (2,—1,¢(2,—1)).

Solugao.

(a) O plano tangente de f em (1,1, f(1,1)) tem equagao

of of
= f(1,1 —(1,1 -1 —(1,1 —1).
2= f0L) + FL D=1 + S = 1)
: . - of of
E dado que z = 3x — y — 2 é equacao do tal plano. Portanto, %(1, 1)=3e 8_y(1’ 1)=1

Note que ja podemos obter f(1,1), pois

—2=f(1,1) + %(1, 1).(—1) + g—gu, 1).(—1) = f(1,1) =3 — 1.

Portanto, f(1,1) =2

(b) Como g(u,v) = f(u® + 3v,v?), segue da regra da cadeia que

dg . of 2 of 2y _ of 2
au(u,v)—2u.(%c(u + 3v,v )+O.ay(u —|—3v,v)—2u.ax(u + 3v,v?)
e
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79 — 32 20,2

aU(u,v) 38x<u + 3v,0%) + vay(u + 3v,v7)

(c) O conjunto S pode ser visto como a superficie de nivel 0 da fungao h(u, v, w) = u® +v*+
w? — 4u + 2v + 1. Como a imagem de 7 estd contido em S e no grafico de g entdo o vetor tangente
v/ (to) é paralelo ao plano tangente de S e ao plano tangente de g no ponto v(ty) = (2, -1, g(2,—1)).

Temos que ¢g(2,—1) = f(1,1) = 2.



0
O vetor (8_9(2 —1), (2 —1),—1) ¢é ortogonal ao plano tangente de g e o vetor

Oh Oh

dg
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,2)) = (0,0,4) é ortogonal a S, no ponto em questao.

(22,52 31) = (2u—4,2v +2,2u0))

Entao o vetor 7/(ty) é paralelo ao produto vetorial

i j k
i 7k
dg dg C
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0 0 4
oh oh oh
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Portanto, a reta tangente procurada tem equagao

(u,v,w) = (2,—1,2) + A(7,—12,0) A€ R



TURMA A

Questao 3.(3 pontos) Seja f(z,y,z) = 2+ y? + 22 — zy — 2z. Encontre os pontos de maximo e
minimo de f no conjunto K = {(z,y,2) e R®: 2? +y* + 22 <3 ez > —1}.

Solugao: O conjunto K ¢é compacto e a funcao polinomial em trés varidaveis é continua,

portanto os extremantes existem.

Seja g(r,y,2) = 22 +y*+22 =3 e h(z,y,2z) = 2+1. Entao Vf(z,y, 2) = 2z—y,2y—x,22—2),
Vy(x,y,2) = (2x,2y,22) e Vh(z,y,z) = (0,0,1).

Vamos procurar os candidatos a extremante.
a) {(z,y,2) € R®: 2 + y* + 22 < 3 e z > —1} (interior do sélido).

Um candidato (x,y, z) neste aberto é tal que Vf(x,y,z) = (0,0,0). Logo, 2z —y = 0
2y —r=0e22—2=0<2z=y=0ez=1. Como (0,0,1) pertence ao conjunto acima, ele é

candidato a extremante.
b) {(z,y,2) € R®: 2> +y* + 22 =3 e 2 > —1} ( parte da casca esférica).

Note que Vg(x,y,z) # 0 se g(z,y, z) = 0. De fato, se Vg(x,y,z) =0 en tho z =y = z = 0,
mas ¢(0,0,0) = —3 # 0. Podemos aplicar os multiplicadores de Lagrange, e um candidato (z,y, 2)
em {(z,y,2) € R®: 2? +y? + 2% = 3} é tal que Vf(z,y,2) = A\Vg(z,y,2), g(z,y,2) =0e 2 > —1.

Logo 2z —y = A2z, 2y — 2 = N2y, 22 — 2 = A2z, g(x,y,2) =0 e z > —1
Sy=x(2-2)\),z=y(2-2N), 2(2—-2)\) =2, g(z,y,2) =0e z > —1

Sa=y=022=3ez>-1ou(x> =9y #0, 2 =y(2-2)), 2(2—-2)\) =2, g(z,9,2) =0
ez>—1)

& (2,,2) = (0,0,V3)ou (z =y #0,1=(2—-2)), 2(2—-2)\) =2, g(x,y,2) =0 e z > —1)
ou(z=—-y#0,-1=(2-2)),2(2—-2)\) =2, g(x,y,2) =0e 2> —1)

& (z,y,2) = (0,0,\/3) ou(r=y#0,\= %), z=2 21> <0ez>—1 (sem solugao)) ou
(x=—y#0,A=2 2=-2 22" =3—4¢ z> —1 (sem solugao))

& (z,y,2) = (0,0,4/3).
¢) {(z,y,2) € RB*: 2 + y* + 22 <3 e z = —1} ( parte do plano)

Note que Vh(z,y,z) = (0,0,1) # 0 para qualquer (z,y,2) € R3. Aplicando os multipli-
cadores de Lagrange, um candidato (z,y,2) em {(x,y,2) € R* : z = —1} é tal que Vf(z,y,2) =



AVh(z,y,2), 12 +y? +22<3ez=—1. Logo 22 —y=0,2y—2=0,22—-2= )\, 22 +¢y>+22 <3 e
z=-—1

Sr=y=0z=—-1lel <3.
< (z,y,2) = (0,0, —1).
d) {(z,y,2) € R*: 2* + y* + 2> = 3 e 2 = —1} (interseccao de duas superficies)

Os vetores Vg(z,y,2) e Vh(z,y, z) sao linearmente independentes para todo (z,y,z) € R3
tal que g(z,y,2) = 0 = h(x,y, z). De fato, se (2z,2y,2z2) e (0,0, 1) forem linearmente dependentes
para algum (z,y, z) na intersecgao das duas superficies, entao , r =y =0, 2 = —1 e 22 = 3, 0 que é
impossivel.

Aplicando os multiplicadores de Lagrange, um candidato (x,y,z) nesta curva é tal que
Vi(@,y,2) = AVg(z,y,2) + pVh(z,y,2), 2 + y* + 2 =3 e 2 = — 1.

Logo2x —y =22, 2y — 0 =XN2y,z = —1, -2—-2=-X2+pex’+y* =2
Sy=z2-2\),z=y2-2)\),z=—-lex’+y* =2

& (r=y=0e0=2 (nio tem solugao)) ou 2> =y #0, z = —leax? =1

& (r,y,2) € {(1,1,-1),(—1,1,-1),(1,—1,-1),(—1,-1,-1)}.

Agora, vamos calcular o valor da funcao f em cada candidato encontrado acima.

£(0,0,1) =04+0+1—-0—-2= —1, f(0,0,v/3) = 0+0+3—0—2V3, f(0,0,—-1) =
0+0+1—-0+2=23, f(1,1,-1) = f(-1,-1,-1) = 1+1+1—-14+2 =4, f(1,-1,-1) =
f(-1,1,-1)=1+1+1+1+2=6.

Claramente 6 é o maior valor, logo os pontos de maximo sao: (1,—1,—1) e (—=1,1,—1).

Agora, —1 < 3 — 2V/3 = 23 <4 e V3 <2< 3 < 4 e os outros valores sio positivos.
Portanto —1 é o valor minimo e o ponto de minimo ¢é (0,0, 1).



Questao 4.(2 pontos) Sejam m nimero real, m # 0 e f(z,y) = z* + my? — 222
(a) Classifique os pontos criticos de f em funcao de m.
(b) Considere m = 2. Encontre os valores méximo e minimo de f no conjunto

C={(r,y) eR*: —1 <z <1,2°<y<1}

Solucao de a): Seja m # 0 fixado. Um ponto critico de f satisfaz

% =423 —4x=0c¢ g—i = 2my = 0. Como m # 0, segue que um ponto critico de f satisfaz
(r=0o0uz?=1)ey=0. Logo os pontos criticos sao (0,0), (—1,0) e (1,0).

Por ser polinomial, a funcao ¢ de classe C? e podemos classificar os pontos usando o Hessiano.

As derivadas segundas de f sao:

Pf _ 2 2f _ 2f _
W—lzﬁ? —4, 8—312—27’”6 &an—o.

H(0,0) = —4.2m — 0 = —8m ¢ 2£(0,0) = —4 < 0.

Se m > 0 entao H(0,0) é negativo, e portanto (0,0) é ponto de sela. Se m < 0 entao H(0,0)
é positivo e %(O, 0) < 0, e portanto (0,0) é ponto de maximo.

H(1,0) =8.2m —0=16m e 2£(1,0) =8 > 0.

Se m < 0 entdo H(1,0) é negativo, e portanto (1,0) é ponto de sela. Se m > 0 entao H(1,0)

é positivo e %(1, 0) > 0, e portanto (1,0) é ponto de minimo.
H(—1,0) =8.2m — 0= 16m ¢ 24(~1,0) =8 > 0.

Se m < 0 entdo H(—1,0) é negativo, e portanto (—1,0) é ponto de sela. Se m > 0 entao
H(—1,0) é positivo e %(—1, 0) > 0, e portanto (—1,0) é ponto de minimo.

Solugao de b). Temos que considerar os candidatos no interior do conjunto C' e na fronteira
do conjunto C'. Nenhum dos pontos criticos que encontramos em a) estao no interior de C, entao os
extremantes estao na fronteira.

A fronteira pode ser escrita como a reuniao de duas curvas parametrizaveis.
1) Pontos da curva {(z,y): y=2*e —1 <z < 1}.

Seja y1(t) = (t,1%), —1 <t <1le g(t) = f(n(t)) =t + 2t* — 2t = 3t* — 2%,



Os candidatos a extremamente na curva satisfazem gj(t) = 12> — 4t = 0. Logo t = 0 ou
t? =

Wl

Logo, os candidatos a extremante na curva sao (0,0), (\/Tg’ 3)e (—‘/Tg,

).

Wl

2) Pontos da curva {(z,1) : -1 <x < 1}.
Seja Yo(t) = (t,1), =1 <t <1le go(t) = f(1a(t)) = t* +2 — 2%

Os candidatos a extremamente na curva satisfazem g¢y(t) = 4¢3 — 4t = 0. As raizes do
polinémio sdo t = 0 ou t?> = 1, mas apenas t = 0 corresponde a um ponto no interior do segmento.
Logo o tnico candidato a extremante na curva é (0,1).

3) Extremidades das curvas.
Os candidatos por serem extremidades das curva sao (—1,1) e (1,1).

Vamos calcular agora o valor da f em cada candidato:

£(0,0) = f<%§> FED) = b2t -2l = —L £0,1) = 04+2-0 = 2,
f-1,1)=f1,1)=142-2=1.
O valor minimo ¢ —3 ¢ os pontos de minimo sao (\/?37 5) e (=45 3).

O valor méximo ¢ 2, portanto o ponto de maximo ¢é (0, 1).



