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22 Lista de Exercicios - 2012

1. Ache as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes:

() f(x,y) = aretg () (b) f(x,y) = In(1+ cos?(xy?))

x
2. Seja f : R = R uma funcao derivével. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem
de:
X

(a) u(x,y) = f (}7) (b) u(x,y) = f(ax + by), sendo a e b constantes.

3. Dada a funcio f(x,y) = x(x* + yz)_% e (%) ache %(1,0).

Sugestao: Neste caso, usar a definicao de derivada parcial é menos trabalhoso do que

aplicar as regras de derivagao.

4. Verifique que a fungio u(x,y) = In /x% 4+ y2 é solugao da equacio de Laplace bidimen-
sional
*u  0%u

5. Sejam f e g funcoes de R em IR, derivéaveis até 22 ordem.

02 02
(a) Mostre que u(x,t) = f(x+ct) + g(x — ct) satisfaz a equagao a—t;l = cza—xbzl.

(b) Mostre que u(x,y) = xf(x +y) +yg(x +y) é solucao da equagao
0u ’u  d%u

o2 zaxay + 2 0

6. As superficies abaixo sdo os gréaficos de uma funcao f : R? — R e de suas derivadas

0 %)
parciais —f e —f . Identifique cada superficie e justifique sua resposta.

ox Jy




7. Sejam f(x,y) = (x? +y2)% eg(x,y) = |xy|%. Mostre que f e g sdo de classe C! em RR?.

X 2
8. Seja f(x,y) =4 2+ Jyry4 +sen(x+3y), se (xy)#(0,0);
0, se (x,) = (0,0).
) 0
(a) Mostre que as derivadas parciais 3¢ © % existem em todos os pontos.

(b) f é continua em (0,0)7

(c) f ¢ diferenciavel em (0,0)7

X3

9. Seja f(x,y) = { X2 g2 se (x,y) # (0,0);
0, se  (x,y) = (0,0).

(a) Mostre que f é continua em (0,0).

of of
(b) Calcule g(0,0) e @(0,0).

(c) E f diferencigvel em (0,0)?
af 9

(d) Sdao == e == continuas em (0,0)?

ox dy

10. Considere f(x,y) =

0, se (x,y)=(0,0)
(a) Mostre que f é diferencidvel em (0,0).
. .. of of _ ,
(b) As derivadas parciais =— e == s@o continuas em (0,0)?
ox dy
x?sen ((x* +12)?)
11. Seja f(x,y) = 2412 , se (x,y) # (0,0);
0, se (x,y) =(0,0).
(a) Verifique que f é continua em (0,0).
(b) Determine %(x,y), para todo (x,y) € R?.
_of .
(c) A fungao 3y é continua em (0,0)7 Justifique sua resposta.

(d) A funcao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.

x2 _yZ
12. Seja f(x,y) = { Xy mr se  (x,y) # (0,0);

0, se (x,y) =(0,0).

(a) Verifique que %(O,y) = —y para todo y, e que %(x,O) = x, para todo x.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

_ 0% f 0% f
(b) Verifique que axay(O,O) =1e que dyox (0,0) = —1.

Determine o conjunto de pontos de R? onde f nao é diferenciavel, sendo:

(a) f(x,y) = /x> +y3 (b) f(x,y) = x|yl
(c) flx,y) = eVX'HV! (d) £(x,y) = cos(/xZ+12)

Mostre que nao existe nenhuma funcao diferenciavel f : R? — R cujo gradiente é dado

por: Vf(x,y) = (x*y,y?),V(x,y) € R?

w w
Calcule — e W pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituigao
u

ot

seguida de aplicacao das regras de derivagao parcial.
(a) w=x>+y%x =t +u?y="2tu
X

(b) w= m2
() w=x*>+y*+zx=tuy=t+uz==t+u’

X =tcosu, y =tsenu.

O raio de um cilindro circular estd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura
estd crescendo a taxa de 3cm/s. Qual a taxa de variacdo do volume do cilindro no

instante em que o raio vale 80 cm e a altura vale 150 cm?

Um carro A estd viajando para o norte a 90km/h e um carro B estd viajando para o oeste
a 80km/h. O carro A estd se aproximando e o carro B estd se distanciando da interseccao
das duas estradas. Em um certo instante, o carro A esta a 0,3km da intersecgao e o
carro B a 0,4km. Neste instante, estao os carros se aproximando ou se distanciando um

do outro? A que velocidade?
Sejam f : R> — R, diferencidvel em R?, com Vf(—2,—2) = (a,—4) e
g(t) = f(2f> — 4t,t* —3t).

Determine a para que a reta tangente ao gréfico de ¢ no ponto de abscissa 1 seja paralela

aretay = 2x + 3.

Seja f(x,y) uma fungao de classe C? e sejam a, b, ¢, d constantes tais que

a?+b*>=1,c2+d*>=1eac+bd =0. Seja g(u,v) = f(au+ bv,cu+ dv). Mostre que:

0% 0% 02 f 02 f
—(u,v) + w(u,v) = m(au + bo, cu + dv) + a—yz(au + bv, cu + dv).



20. Seja v(r,s) uma funcdo de classe C? em R? e defina u(x,t) = v(x + ct,x — ct), onde c
¢ constante.

(a) Verifique que

up(x,t) — czuxx(x, t) = w(x +ct,x —ct),

onde w(r,s) = —4c?vys(7,s).

(b) Mostre que se u(x,t) é uma solugao da equagao uy = %115, entdo existem funcoes

Fe G deR em R tais que
u(x,t) = F(x +ct) + G(x — ct).[*]

[*Observagao: O item (b) deste exercicio foge do contexto desta lista, mas foi intro-
duzido para completar o enunciado do resultado. Entretanto vocé pode resolver o item

(b) com o conhecimento de célculo que vocé tem! Reveja também oExercicio 5 (a).]

21. Sejau = u(x,y) funcio de classe C? em IR? e defina v(r,0) = u(rcos®,rsenf). Verifique

que
0%v 10v 1 0%v

a5 Ot gl

sendo Au, por defini¢ao, dado por Au = uyy + uyy.

r,0) = Au(rcosf,rsenb),

22. Seja f = f(x,y) funcio de classe C? em R%. Se u(s,t) = f(e’cost,e’sent), mostre que

%(es cost, essent)r + {%(es cost, essent)}2 =e” [(%(S’t))Z i (3_2‘(5,,5))2]

e que

aZf s s aZf s s —2s P*u P*u
w(e cost,e’sent) + a—yz(e cost e’sent) =e l@(s,t) + W(s,t)} :

23. Seja f = f(x,y) uma funcgao de classe C? e seja ¢ : R> — R dada por

g(u,v) = uf(u* —v,u+20)

2
(a) Determine aaugv em funcao das derivadas parciais de f.
(b) Sabendo que 3x +5y = z 4 26 é o plano tangente ao grafico de f no ponto
*f *f *f g
1,4,7(1,4)), ——(1,4) = =—5(1,4) =1 e =—5(1,4) = —1, calcul —-2,3).
(14, F14), 5d (14 = 5E 04 =1 §L004) = 1, cateue 28 (2,9

24. Seja F(r,s) = G(e™, 12 cos(s)), onde G = G(x,y) é uma funcio de classe C2 em RR?.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

d0’F
(a) Calcule —(r,s) em fungao das derivadas parciais de G.

ar?
2
(b) Determine 88712:(1,0) sabendo que %—i(ﬂ +1,t+1) =t>—2t+3,

Ache a equacgao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no ponto

indicado:

(a) z = e ¥ no ponto (0,0,1) (b) z = In(2x + ), no ponto (—1,3,0)
(c) z=x?>—y?, no ponto (—3,—-2,5) (d) z= e*Iny, no ponto (3,1,0)

Determine o plano que passa por (1,1,2) e (—1,1,1) e é tangente ao gréfico de f(x,y) =

xy. Existe mesmo s6 um?

Determine a equagao do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente

ao grafico de g(x,y) = x3y.

Determine k € R para que o plano tangente ao grafico de f(x,y) = In(x? + ky?) no
ponto (2,1, f(2,1)) seja perpendicular ao plano 3x +z = 0.

Seja f : R — R uma funcao derivavel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie

X
z=xf y passam pela origem.

Se f(x,y) = x?> +4y?, ache o vetor gradiente V f(2,1) e use-o para achar a reta tangente
& curva de nivel 8 de f no ponto (2,1). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor

gradiente.

Seja r a reta tangente & curva x° + 3xy + y3 + 3x = 18 no ponto (1,2). Determine as

retas que sao tangentes & curva x> + xy + yz = 7 e paralelas a reta r.

Seja f : R?> — R uma funcao diferenciavel em R?. Fixado um certo P = (xq, o) € R?,
sabe-se que o plano tangente ao grafico de f no ponto (xo,yo, f (xo,yo)) tem equagcao
—2x +2y —z+ 3 = 0. Determine, entre as curvas abaixo, uma que nao pode ser a

curva de nivel de f que contém o ponto P:
1 £ 28

@0 =(-pt) om0 = (5 +3) @0 =EF ),

t

Seja f : R? - R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x + y+z=7%¢

o plano tangente ao gréfico de f no ponto (0,2, £(0,2)). Seja

g(u,v) = u f(sen (1* — v°),2u*v).



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de ¢ no ponto (1, 1,4(1, 1)) seja

paralelo ao vetor (4,2,4a).

Seja f : R?> — R uma funcao diferencidvel tal que as imagens das curvas y(t) = (2, t,2t?)
e u(t) = (2t%,t,2t*) estejam contidas no gréfico de f. Determine o gradiente de f no
ponto (2,1).

O gradiente de f(x,y) = x>+ y* é tangente & imagem da curva y(t) = (t2,t) em um
ponto P = 7(ty) com tg > 0. Considere a curva de nivel de f que contém P. Encontre

a equacao da reta tangente a essa curva no ponto P.

Sabe-se que a curva y(t) = (t* + 1,2 + > +t) é uma curva de nivel da funcio difer-
encidgvel f : R2 — R, com f(q(t)) = 2, Vt € R. Admita que existem 2 pontos
(x0,Y0) € Im7y com a propriedade de que o plano tangente ao gréafico de f em (xo, yo,2)

¢ paralelo ao plano x +y — z = 0. Encontre esses 2 pontos.

Ache a derivada direcional méxima de f no ponto dado e dé a direc@o em que ela ocorre.
(a) f(x,y) = xe™¥ + 3y, (1,0); (b) f(x,y) =In(x®+y?), (1,2);

Seja f uma funcio diferencigvel em R? e considere os pontos A(1,3), B(3,4), C(2,4) e
D(6,15). Sabe-se que a derivada direcional de f em A na diregao e sentido do versor
AB /| |/@|| é 3v/5 e que a derivada direcional de f em A na direcio e sentido do versor
AC /| |/ﬁ || ¢ v/8. Encontre o vetor gradiente V£(1,3) e a derivada direcional de f em
A na diregao e sentido do versor /ﬁ/ | |/ﬁ| |.

Mostre que f(x,y) = {/x?y é continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais
em (0,0). E f diferencigvel em (0,0)?

Seja f uma funcio diferenciavel em R? tal que y(t) = (t+1,—t?), Vt € R é uma curva

0
de nivel de f. Sabendo que —f(—l, —4) = 2, determine a derivada direcional de f no

ox
ponto (—1,—4) e na direcao e sentido do vetor if = (3,4).

x3+]/3
Seja f(x,y) ={ wryp ¢ )7 00)
0, se (x,y) = (0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

(b) Mostre que % (1)) # Vf(y(t) -9 (t) em t =0, onde () = (—t, —t).



42.

43.

44.

45.

(¢) Seja il = (m,n) um vetor unitério (isto é, m? +n? = 1). Use a definicdo de derivada

direcional para calcular %(0,0).

(d) E f diferencidvel em (0,0)? Justifique.

Sabe-se que f : R? — R é diferencidvel em R? e que o grafico de f contém as imagens de
t tt 1

ambas curvas y(t) = (—— —, =) eo(u) = (u +1,u,u+2+ a) , u # 0. Determine

of /(1 1 (V2 V2

= | =,—= |, onde ii = ,

ou \2" 2

Seja f(x,y) = (xy)'/°.

(a) Determine as derivadas parciais de f nos pontos (x,y) tais que xy # 0.

N

N

N
N——

(b) Calcule as derivadas parciais de f em (0,0).
(¢) Se a e b sao niimeros reais nao-nulos, existem as derivadas parciais f(0,b) e f,(a,0)?
(d) Determine os pontos em que f é diferenciavel. Justifique.
xy®
Seja f(x,y) = mr se  (x,y) # (0,0);
0, se (x,y) =(0,0).

Mostre que existem as derivadas direcionais de f em todas as dire¢ées no ponto (0,0) e

d ,
que é(0,0) = (V£(0,0), #) para todo vetor unitario . E f diferencidvel em (0,0)?

A curva de nivel 1 da funcao diferenciavel f : R? — R pode ser parametrizada por
v(t) = (t,2t?),t € R. A curva o(u) = (—u,ud,u® —u® —2u* +1),u € R tem sua
imagem contida no grafico de f.

(a) Determine o vetor tangente & curva ¢ no ponto (—2,8,1).

(b) Determine o vetor tangente & curva 9 no ponto (—2,8).

(c) Calcule o gradiente de f em (—2,8).



RESPOSTAS

L@ Ly =—aln FEy) =t
2 (a) P y) =1 (2); B(xy) = - 57 (2).
(b) $(x,y) = af'(ax + by); §; (x,y) = bf'(ax + by).
3. =2 8. (b) Nao é continua em (0,0). (c) Nao é diferenciavel em (0,0).

9. (b) $£(0,00=1¢§(0,00=0.  (c) Nao.

(d) Nenhuma das derivadas parciais é continua em (0,0). 10. (b) Nao
of 4x%y (22 +y%)? Cos((x2—;y2)§)2—2x2ysen((x2+y2)2) se (x,y) % (0,0),
11. (b) 3 (x,y) = (x*+y%)
Y 0 se (x,y) = (0,0).
(c) Sim. (d) Sim.
13. (a) f nao é diferencidvel em nenhum ponto da reta y = —x.

(b) f nao é diferencidvel nos pontos da forma (a,0) com a # 0.
(c) f é diferencidvel em R? pois é de classe C! em RR?. (d) O mesmo que o item (c).

16. —96007r cm®/s  17. Distanciando-se a 10km/h. 18. a =3 23) b) 21.

’F _ .2 2rsa G 2 .18 2 2 rsaG oG
24.(a) 57 = "€ S 7 +6re scossaxay + 974 cos s ¢+ 5% +6rcossay, (b) 0.

25. (a) z=1,X=(0,0,1) + A(0,0,1),A € R.
b)2x+y—z—1=0;X=(-1,3,0) +A(2,1,-1),A € R.
(c) 6x —4y+2z+5=0;X = (—3,-2,5) + A(6,—4,1),A € R.
(d) ey —z—e>=0;X=(3,1,0)+A(0,¢>,—1),A € R.

26. x+6y—2z—3=0 (sim, s6 um) 27.6x—y—z+6=0 28. k=8
30. Vf(2,1) = (4,8) earetaéx+2y—4=0. 31. X=(£1,£2)+A(5,—4),A € R.
32.(c) 33.a=-4 34 (1L4) 35 X=(L1)+A(-11), A€R
36. (2,-1) e (10/9,-7/27).  37. (a) V5, (1,2); (b) &, (%%)
38. Vf(1,3) = (11, —7) e a derivada direcional pedida é —29/13.
39. f nao é diferencidvel em (0,0). 40. 4/5 41. (d) Nao é.  42. —32&
a) fx(x,y) = 3(xy) 2/3vfy(x y) = W (b) fx(0,0) = £,(0,0) =0

(c) nao existem.  (d) f é diferencidvel no conjunto {(x,y)|xy # 0}.
44. f nao é diferenciavel em (0,0) 45.(c) Vf(—2,8) = (96,12)



EXERCICIOS SUPLEMENTARES

Para resolver o exercicio a seguir vocé vai precisar da Regra da Cadeia, do Teorema Fun-
damental do Calculo e do seguinte resultado:
Teorema: Seja f : R? — R uma funcio de classe C! e defina a funcdo ® : R — R por

b b
d(x) = /a f(x,t)dt. Entao a fungao @ é derivdvel e vale que ®'(x) = /a %(x,t) dt.

1. Seja F : R — R dada por
b(x)
Hﬂ:/ufmﬂw

sendo a,b : R — R fungbes derivéaveis e f : R? — R uma funcéo de classe C'. Mostre

que

(x)
Py = [ L0+ f(3,b00) ¥ ) - f(ral0) a0

2. Calcule F/(x) para:

X 2. 52 1
(@Hﬂzéezdt (@H@:/ X it

0 x24 12

cosh x

(c) F(x) = /C sen (x*t%) dt

0S X

3. Envelope de uma familia de curvas: Diz-se que uma curva plana (ou conjunto
de curvas planas) T' é um envelope de uma familia de curvas planas {7ys}aca se T
tangenciar, em cada um de seus pontos, uma das curvas da familia dada. Por exemplo,

o par de retas y = 1 ¢é um envelope da familia de circulos {Cqs },er dada por
Co={(x,y) €R*| (x —a)* +y* -1 =0}

(veja a figura).

NN e

Seja I C R um intervalo. Suponha que (Cy)ues seja uma familia de curvas dada por,

Va € I, Cy = {(x,y) € R? | F(x,y,&) = 0}, com F: Q — R de classe C! definida num



aberto Q) C R3, e que tal familia admita um envelope dado por uma curva v : I — R?
de classe C! tal que, Va € I, 7y é tangente a Cy no ponto y(a) = (x(a),y(a)). Mostre
que, para cada a € I, (x(a),y(a)) é solugao do sistema:

F(x,y,a) =0

oF

a(x,y,oc) = 0.

Por exemplo, no caso da familia de circulos dada anteriormente, ponha F(x,y,a) =

F
(x —a)? +y? —1, de modo que —[X(x,y,oc) = —2(x — &) e a solugao do sistema acima

9
¢ dada por x = «, y = £1, o que parametriza o par de retas y = £1.

Sugestao: Derive F(x(a),y(a),&) = 0 pela regra da cadeia e use o fato de que
F(x,y,&) = 0 é a curva de nivel 0 da funcio F, : R? — R dada por Fy(x,y) = F(x,y,a),

portanto VF,(x(a),y(a)) é ortogonal a 7' (a) = (x'(a),y'(x)).

. Numa sala quadrada de lado L, uma porta deslizante ¢é representada por um segmento de
comprimento L cujas extremidades sao apoiadas em dois lados consecutivos e deslizam
sobre os mesmos. Calcular a razao entre a drea util (para se colocar mdveis) e a drea
total da sala.

Sugestao: A drea til é delimitada pelo envelope da familia de segmentos formada pelas
possiveis posicoes da porta, conforme a figura. Mostre que um envelope dessa familia é

2 2 2
um arco de astroide de equagao x3 +y3 = L3.




