MAT?2454 - Célculo Diferencial e Integral para Engenharia II

12 lista de exercicios - 2010

CURVAS E SUPERFICIES

1. Desenhe as imagens das seguintes curvas:

(@) y(t) = (1,¢1) (b) v(t) = (cos’*t,sent) , 0 < t <27
() y(t) = (sent sen’t) (d) y(t) = (2+ cost,3 + 4sent)
(e) ()= (3,1-1) (f) v(t) = (e’ cost,etsent) , t >0
y(t) = (sect tgt), — S <t<% (h) y(t) = (v/2cost,2sent)
2. Associe as equagdes paramétricas aos graficos I a VI. Justifique sua escolha.
(@x=1t -2t y=1>—t b)yx=—-1, y=2—1+
(c) x =sen (3t), y = sen (4t) (d)x =t+sen(2t), y=t+sen(3t)

(e) x =sen (t+sent), y = cos(t+cost) (f)x =cost, y=sen(t+sen(5¢))
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3. Considere f(x) = (\3/5)2 A funcgdo f é derivavel em x = 0? Determine uma
curva v : R — R?, derivavel e cuja imagem seja igual ao gréfico de f.

4. Mostre que a curva y(t) = (cost, sen tcos t) tem duas tangentes em (0,0) e ache
suas equagoes.



5. Sejam I um intervalo aberto de R e < : I — IR? uma curva diferencidvel. Mostre
que, se existe C € R tal que ||y(t)|| = C, para todo t € I, entdo (t) é ortogonal a
v'(t), para todo t € I. Vale a reciproca? Interprete geometricamente.

6. Um barbante é enrolado ao redor de um circulo e entdo desenrolado, sendo man-
tido esticado. A curva tracada pelo ponto P no final do barbante é chamada de
involuta do circulo. Se o circulo tiver raio r e centro O, a posigdo inicial de P for
(r,0), e se o parametro 6 for escolhido como na figura, mostre que as equagdoes
paramétricas da involuta sdo:

x =r(cosf@+0senf)  y=r(senf —0cos0)
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7. Uma circunferéncia de raio r rola sem escorregar ao longo do eixo Ox. Encon-
tre equagOes paramétricas para a curva descrita por um ponto da circunferéncia
que se encontra inicialmente no origem. (Esta curva é chamada de cicléide; veja
figura.)

! > X

8. Ache e esboce o dominio das fungoes:
@ f(xy) = V= (b) f(x,y) = arctg
1 X
’ = T d ’ -
(e) f(x,y) = tg(x —y) (f) f(x,y) = In(xy* — %)
(g) f(x,y) = In(16 — 4x* — y?)
9. Esboce uma familia de curvas de nivel de:

@fy) =Y o) fay) =x— T2

Y :
© flxy) = 5— > (d) f(xy)

_ 2xy
- x2 _|_y4




10. Esboce os graficos de:

@ fy)=1-x-y  ®)f(xy) =51 © f(x,y) = /22 + 92

(d) f(x,y) =4x* +y° (e) f(x,y) =y —2° 6 fx,y) =y* +1

(8 fx,y) =y e () f(x,y) = xy (i) f(x,y) = eV

G) f(x,y) = yreR k) f(x,y) = (x —y)2 M) flx,y) =x2+1y%+2y+3

(m) f(x,y) = m () f(x,y) = ln(9x2 —I—yz) ©) f(x,y) =2 — Y22+ 42
P fuy) =Va2+2-9 @ flxy) = Va2+2+1

11. Sdo dadas a seguir as curvas de nivel e os graficos de seis fun¢des de duas varidveis
reais. Decida quais curvas de nivel correspondem a quais gréficos.

1 AN\ N 4 N
I 4 ) NS =
\“\\“ Y3 ’!’f“‘ \>\~,\‘ y2
‘\ ’ / Jf/// -
1) | -
B2 2| " 2 3
1 \ { -
/"‘/,\"‘,’ -2 \‘\\\\\ ] \\\ ,\’\
“ -4 ) — \ NN
@) s (I) 4 :
41 4
Y24 y2-
2 e a2 |24 6 B 1012 oo % a4
-2 ]
(III) A ‘J/,,;\\ \41 AN A (IV) ]
2,
SN N Y A e oo
~1.05 | 0/5x 1 R
J y2f o
T/ -4 2 ) 3
N / —
124 “ L
] —
V) —2- (VI) LIt




12.

13.

14.

15.

16.

(d)

(e) (f)
Seja y(t) = (¢! +1,e7 "), parat € R.

(a) Desenhe a imagem de -y indicando o sentido de percurso.

(b) A imagem de <y estd contida na curva de nivel de f : R — IR dada por
& p
x,y) = x2y2 — 2y — y?* + 4? Em caso afirmativo, em qual nivel?
Y Y y—y q

Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x,v,z) € R3
tais que:
(@z+2y+3z=1 (b) x> +2y>+3z22 =1 ()x*+y*—2z2=0
x>+ -22=-1  (ex®+y*—-22=1 x> —y>=1
(g x* —y?+22 =1

Alguma dessas superficies é o grafico de uma fungdo f : D C R? — R?

Verifique que a imagem da curva 7(t) = (cost,cost, \/Esent), t € [0, 7], estd
contida numa esfera com centro em (0,0,0) e esboce a imagem de 7.

Seja y(t) = (VI + 1cost, Vi? + 1sent, t), t € R. Verifique que a imagem de vy
est4 contida na superficie x*> + y*> — z2 = 1. Esboce a imagem de 7.

Desenhe as imagens das seguintes curvas:

(@) y(t) = (1,t1) (b) v(t) = (cost,sent,?2)
() v(t) = (e tcost,e fsent,e™), t >0 (d) y(t) = (t,cost,sent), t >0

(e)y(t) = (sent,sent,\/2cost),0 <t <2m  (f)y(t) = (1+sent,1+sent,cost)



17. Seja f(x,y) = /x2+y> + 4 esejay(t) = (t cost,tsent, V2 +4), t > 0.

(a) Mostre que a imagem de <y estd contida no gréfico de f.

(b) Faca um esbogo da imagem de +.

18. Combine as equag¢des com o0s esbogos das imagens. Justifique a sua escolha:

19.

20.

(@) y(t) = (cos4t, t,sen4t) (b) y(t) = (2 —2,£3,t* + 1)
© () = (t, o 1) (d) v(t) = (sen3t cost,sen3t sent,t)
(e)y(t) = (cost,sent,Int) (f) 7(t) = (cost,sent,sen 5t)
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Encontre uma parametrizacdo para a curva de nivel no nivel k de f nos casos:
@@ f(x,y) =x+2y—3, k=-2;

(b) f(x,y) =x—+/1-2y%, k=5;
1
(C) f(x/y) — xz—_yz, k=1.
Encontre a reta tangente as curvas dos itens (a), (b) e (c) acima nos pontos (%,
(6,0) e (v/2,1), respectivamente.

),

=

(a) Encontre uma parametrizagdo para a curva obtida pela intersec¢ao do paraboléide
hiperbélico z = y? — x? com o cilindro x? + y? = 1.

(b) Encontre uma parametrizagdo para a curva obtida pela interseccdo da su-
perficie x*> + y* — 2z = 1 com o plano y = 2z + 1.

(c) Encontre uma parametrizagdo para a curva dada pela interseccdo do plano

x = z com o paraboléide x* + y? = z.

(d) Encontre uma parametrizagdo para a curva dada pela intersec¢cdo do cone

z = /4x%2 + y% com o plano z = 2x + 1.



21. Encontre uma parametrizacdo para C e a reta tangente a C no ponto P, onde:

ER} |2+ P+ =lez=x+1} e P= (-1 42 ]

_2’7’7)'
b) C={(x,y,2) ER}|z=1/x2+y2ez=x+1} e P=(0,1,1).

2 2
22. Seja f(x,y) = Eah

(a) Esboce as curvas de nivel de f dosniveisc =1,c =2ec = 3.

(b) Encontre uma fungdo 7y derivavel, definida num intervalo, cuja imagem seja
a curva de nivel de f donivel c = 1.

(c) Determine o vetor tangente a curva vy, que vocé encontrou no item anterior,
no ponto (—1,0).

(d) Seja T : [0,271] — R® dada por I'(t) = (sent,cost,z(t))

. Sabendo que a
imagem da curva estd contida no gréfico de f, encontre o vetor tangente a I
emI(%).
LIMITES E CONTINUIDADE

23. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se ndo existirem, explique por qué:

@  lim —Y

. x21y cos(x? + 12
(x,y)—(0,0) x3 + y3 (x,y)—(0,0) X 2"‘ Y
. x°+vy . X<y
1 _— d 1
© (xy) 3 00) X2 + y2 , (@ (x4)>(00) 2x42+ X2y +y?
_ 2x“ + 3xy + 4y , Xy
1 f 1 _
© (x,y)gn(o,O) 3x2 4 52 ® (x y)lg}o,o) x4 + 2
, X , x*sen(x? + 12
(g lim Y (h)  lim 4( Y )
(xy)—(0,0) X — Y (x,y)—(0,0) Xty
. . (x +vy)? . . x2 xy
lim Y im o A
@) (x,y)lir}0,0) 242 () (x,y)lir}0,0) i sen | —= e
©  lim By +yt+at n i x3 +sen (x% + y?)
(xy)—>(00)  x3—xy?

(xy)—(00) y* + sen (x2 + y2)
24. Calcule os seguintes limites:

i sen(x* + ) . 2 2N (2 2
(@ Iim —————= (b) lim (x*+y7)In(x" +
(x,y)—(0,0) x2 + yz (x,y)—>(0,0)( y ) ( y )
25. Determine os pontos de continuidade da seguinte fungao:
(x? —y?)(x —1)?
se (x,y) #
flay) =4 TG =D

se (x,y) =(0,0),
0 —



26. O dominio de uma funcéo f é o conjunto {(x,y) € R?|(x
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abaixo mostra as curvas de nivel de f nos niveis k = 0, k =0,

ek =1.Existe lim f(x,y)? Justifique.
(xy)—(1,0)

0

i

—

RESPOSTAS

y=xey=—x
@D = (59 €K1y <
Dy — {(x,y) € R? | x 20}
o) Df={(x,y) e R* | x> +y* > 1}

(b)
(
(d) Dy = {(x,y) € R* | y > 0}
(e)Df—{(x,y) ER? |y #x+H%n, kez}
(f) (

(8

(

b) Sim, no nivel 5.

Apenas a superficie do item (a).

(a) ndo existe (b) 0 (©0

(d) ndo existe (e) ndo existe (f) ndo existe
(g) ndo existe (h)0 @0

G)0 (k) ndo existe D1

(@1 (b) 0

{(x,y) eR?| (x,y) # (0,0)}



