Questao 4 - A

Sejam f,g,h : R?® — R3 dadas, respectivamente, por f(x,y,2) =
rz+y% g(z,y, 2) = 22 +y* + 22, h(z,y,2) = r+y*+ 2. Encontre, caso
existam, os pontos de maximo e de minimo de f restrita ao conjunto
fechado {(z,y,2) € R® | g(z,y,2) =1 e h(x,y,2) = 1}.

Como B = {(x,y,2) € R*| g(z,y,2) = h(z,y, 2)} é fechado e limi-
tado entao ele ¢ compacto. Como f é funcao continua em R3, segue
do Teorema de Weirstrass que existem pontos de maximo e pontos de
minimo de f em B.

Como f, g, h sao funcoes de classe C!, segue do Teorema de Lagrange
que, nos pontos extremantes de f em B os gradientes Vf, Vg, Vh
devem ser linearmente dependentes.

Agora, se Vg(z,y, z) e Vh(z,y, z) sdo linearmente dependentes, entao
existe A € R, tal que

2=\ (1)
2y =2y (2)
2z=X (3)

P+ +22=1 (4
r+y’+z=1 (5

De (1) e (3), obtemos x = z e de (4) e(5) temos entdo y* = 1 — 222
ey?=1-2z Segue que 22 =2z< z=0o0uz=1. Se z = 0, obtemos
de (3), \=0eentdao x =y =0, por (1) e (3), em contradigdo com (4).

Se z =1, y> =1 — 2, e novamente temos contradicao.

Portanto, se V f(x,y, 2), Vg(z,y, z) e Vh(z,y, z) sdo linearmente de-
pendentes em (z,y, z) € B, teremos

z=2 x+p (1)
2y =2 \y + 2uy (2)
r=2X z+p (3)
4yt +22=1 (4)
r+y*+z2=1 (5

De (1) e (3), temos z =2z =z — 2 z & (1 +2)\)z = (1 + 2\z) &
r=zoul\=-—1/2.

Se x = z, obtemos de (4) e (5) que 222 =22z < 2=0o0u 2z = 1.
Se z =0, entdo x = 0 e y = £1 e obtemos os pontos (0,+1,0).
Se z = 1, entdo y* = —1, contradicao.

Se A = —1/2, temos de (1) que = + z = p.

De (2), temos 2y = —y+2uy < (2—2u)y =0< y =0 ou u = 3/2.
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Se y = 0, obtemos de (5) que z = 1 — x e, substituindo em (4)
temos 222 — 2z =0z =0ouz = 1.

Se x = 0 entdo z = 1 e obtemos o ponto (0,0,1). Se z = 1,
obtemos o ponto (1,0, 0).

Se u—3/2, entao (z + 2) = 3/2 e, de (5) y* = —1/2, absurdo.
Comparando o valor de f nos pontos obtidos temos f(0,0,1) = f(1,0,0) =
0e f(0,£1,0) = 1.

Concluimos que (0,0,1) e (1,0,0) sdo pontos de minimo e (0, 1, 0)
sao pontos de maximo de f em B.



