MAT2454 - Célculo Diferencial e Integral para Engenharia II

12 lista de exercicios - 2009

POLINOMIO DE TAYLOR

1. Utilizando o polinémio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e
avalie o erro:

(@) V8,2
(b) In(1,3)
(c) sen (0,1)

2. Mostre que:
1
(@) |senx —x| < §|x|3 , Vx eR;

1 1
< ¥ — 2.2 -3 )
(b) 0<e <1+x+2x)<2x , Vx€10,1]

3. Encontre o polindmio de Taylor de ordem 5 de f(x) = /x em volta de xo = 1.

4. (a) Seja n um nimero natural impar. Mostre que

3 5 L an ‘X‘IH_Z
X X n—1X
— - 4= — - < , v R.
sen x (x + _|_( 1)271!)‘ (n 2)! X €

(b) Avalie sen 1 com erro, em médulo, inferior a 102,

5. (a) Determine o polindmio de Taylor de ordem n de f(x) = ¢* em torno de
Xp = 0.

(b) Avalie e com erro em médulo inferior a 1072,

(c) Mostre que

2

4 6 n ex2x2n+2
- 2. 1 Y o) <", VXER.
e <1+x+ + et n!)’_(n—i—l)! , Vx €

2 3!

1
(d) Avalie / e* dx com erro inferior a 10~5.
0

/1 (x*)dx — (1— ! + L1 < 1
0 o8 52! 94! 13.6! - 157!

7. Seja Py (x) o polindmio de Taylor de ordem 7 da fungdo f(x) = Inx em torno de
xo = 1. Mostre que

6. Mostre que

Inx — P,(x)| < L

< n+1(x—1)”+1 , Vx €]1, o0

e avalie In(1,01) com erro, em médulo, inferior a 10~°.



8. Determine o polinémio de Taylor de ordem 3 da fung¢do f(x) = e* cos x em torno
de xgp = 0 e mostre que

6 8
exzcos(xz)— (1~|—x2—%)‘ < % , Vxel[-1,1].

9. Sejam I um intervalo abertode R, a € I e f : I — R tal que f é derivavel até 2¢
ordem em I e f” é continua no ponto a. Use o polindmio de Taylor de grau 1 e
a férmula de Taylor para provar o “teste da segunda derivada”, isto é, prove as
seguintes afirmagodes:

(@) Se f'(a) =0e f"’(a) > 0, entdo a é um ponto de minimo local de f.

(b) Se f'(a) =0e f"’(a) <0, entdo a é um ponto de maximo local de f.

1
10. Seja f(x) = Tz
(a) Determine o Polindmio de Taylor de ordem 3 de f em torno de xo = 0.
1
2 1
(b) Usando (a), encontre um valor aproximado para / ’ — dx e mostre que
0 1+x%
o erro cometido ¢ menor do que 1074,
CURVAS E SUPERFICIES
11. Desenhe as imagens das seguintes curvas:
(@) y(t) = (1,1) (b) v(t) = (cos?t,sent) , 0 < t <27
(c) 7(t) = (sent,sen?t) (d) v(f) = (24 cost,3 +4sent)
1
e)y(t) =(z,1—1t) (f) v(t) = (e’ cost, et sent) , t >0

2
(g) v(t) = (sect, tgt), =53 <t <7 (h) v(t) = (V/2cost,2sent)

12. Associe as equagdes paramétricas aos graficos I a VI. Justifique sua escolha.

(@x=1£-2t, y=12—t byx=£—-1, y=2—1
(c) x =sen (3t), y = sen (4t) (d)x =t+sen(2t), y=t+sen(3t)
(e)x =sen(t+sent), y=cos(t+cost) (f)x=cost, y=sen(t+sen(5t))



13.

14.

15.

16.

I b, v v

0 X

Considere f(x) = (\3/;)2 A fungdo f é derivdvel em x = 0? Determine uma
curva v : R — R?, derivavel e cuja imagem seja igual ao grafico de f.

Mostre que a curva 7y(t) = (cost, sen tcos t) tem duas tangentes em (0,0) e ache
suas equagoes.

Sejam I um intervalo aberto de R e 7 : I — R® uma curva diferenciadvel. Mostre
que, se existe C € R tal que ||y(#)|| = C, para todo t € I, entdo 7(t) é ortogonal a
v'(t), para todo t € I. Vale a reciproca? Interprete geometricamente.

Uma circunferéncia de raio r rola sem escorregar ao longo do eixo dos x. Encontre
equagdes paramétricas para a curva descrita por um ponto da circunferéncia que
se encontra inicialmente na origem. (Esta curva é chamada cicléide; ver figura.)




17. Um barbante é enrolado ao redor de um circulo e entdo desenrolado, sendo man-

18.

19.

20.

tido esticado. A curva tracada pelo ponto P no final do barbante é chamada de
involuta do circulo. Se o circulo tiver raio r e centro O, a posi¢do inicial de P for
(r,0), e se o pardmetro 6 for escolhido como na figura, mostre que as equagdoes
paramétricas da involuta sao:

= r(cos 6 + fsen 0) y =r(senf — 60 cosB)

)

Ache e esboce o dominio das funcgoes:

@ f(xy) = V=7 (b) f(x,y) = arctg £
1
© f(x,y) = ﬁ d) f(x,y) = —
() f(xy) =tg(x —y) (f) f(x,y) = In(xy* — %)
(8) f(x,y) = In(16 — 4x* — y?)
Esboce uma familia de curvas de nivel de:
@ foy) =T ) floy) =1 VT2
e 2
() f(x,y) = xzx_yz @ f(xy) = zj_yy

Sao dadas a seguir as curvas de nivel e os gréficos de seis fun¢des de duas varidveis
reais. Decida quais curvas de nivel correspondem a quais graficos.
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2

(b)

(d)

(f)




21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Esboce os gréficos de:

@fry)=1-x-y  OfEy) =5 © F(x,y) = /X292

(d) f(x,y) = 4x* +y° (@ flx,y) =y*>—x° ) f(xy) =y*+1

®) f(x,y) =y +x () f(x,y) = xy () f(x,y) = V47
(j)f(x/y):m (k) f(x,y) = (x —y)? M) foy) =x*+y* +2y +3

1
m) f(xy) = paggmz W fxy) = In(9x* +y%) (o) f(x,y) =2 — /2% + 4y?

Seja (t) = (e!™!,et), parat € R.

(a) Desenhe a imagem de -y indicando o sentido de percurso.

(b) A imagem de 7y estd contida na curva de nivel de f : R — R dada por
f(x,y) = x*y?> — 2y — y?> + 4? Em caso afirmativo, em qual nivel?

Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x,v,z) € R3
tais que:

(@z+2y+3z=1 (b) x? +2y*> +322 =1

@Qx24+1y>—22=0 @2+ y>*—22=-1

() x> +y> —2z2 =1 x> —y?> =1

(g x> —y>+22=1

Alguma dessas superficies é o grafico de uma fungdo f : D C R? — R?

Desenhe as imagens das seguintes curvas:

(@ y(t) =(1,t1) (b) y(t) = (cost,sent,2)
(c)v(t) = (e fcost,etsent,e” ), t >0 (d) y(t) = (t,cost,sent), t >0
(e) y(t) = (sent, sent, V2 cos t), 0<t<2m (f)y(t) = (1+sent, 1+ sent,cost)

Seja f(x,y) = \/x2+y?>+4esejay(t) = (t cost, tsent, V12 +4), t > 0.
(a) Mostre que a imagem de <y estd contida no grafico de f.
(b) Faca um esbo¢o da imagem de +.

Verifique que a imagem da curva y(t) = (cost,cost,v/2sent), t € [0, 7], esta
contida numa esfera com centro em (0,0,0) e esboce a imagem de 7.

Combine as equagdes com os esbogos das imagens. Justifique a sua escolha:

(@) y(t) = (cos4t, t,sen4t) (b) v (
© () = (t, 2 1) (d) (¢
(e) y(t) = (cost,sent,Int) ) v(¢)

t) = (£ — 2,82, 4+ 1)
) = (sen3t cost,sen3tsent,t)
(cost,sent,sen5t)
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— >y
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28. Encontre uma parametrizacdo para a curva de nivel do nivel k de f nos casos:
(@ f(x,y)=x+2y—3, k=-2;

b) f(x,y) =x—+/1-2y?, k=5
1
© fly) = g k=1

Encontre a reta tangente as curvas dos itens (a), (b) e (c) acima nos pontos (%, %),
(6,0) e (v/2,1), respectivamente.

LIMITES E CONTINUIDADE

29. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se ndo existirem, explique por qué:

2
) Xy . X7y
1 — f 1 —
@ e o 2 yz( . D e o0 Tt P
. X“Yy cos(x* +y ) xy
b | 1
) (xy)—(00) ; x23+ y? (®) (xy)—(00) xz -y
x° + . x*sen(x“ +
©  lim 2 h)  lim 2+ y)
(xy)—(0,0) X+ Y ) (x,y)—(0,0) : X )j;y
_ X2y . . Yty
d 1 1 -~ 77
@D o0 2 T 2y T 2 U
. 2x? + 3xy + 4y? . : x? xy
1 1 —_ —
(©) (x,y)lLI}O,O) 3x2 + 52 0 (x,y)IEEO,O) x% + y? sen VaZ+y?
. x3 + 4+x4 . x3+senx2—1— 2
(k) lim % M im - : 2 yz)
(xy)—(00) X7y — Xy (xy)—(0,0) y* + sen(x? +y?)



30. Calcule os seguintes limites:

sen(x* + ) . 2 22 2
? ooy 242 b) lim (x*+y°)In(x"+
( )(x,y)ﬂ(o,o) x2 412 ( )(x,y)H(O,O)( y”)In( y°)

31. O dominio de uma funcéo f é o conjunto {(x,y) € R?|(x,y)
abaixo mostra as curvas de nivel de f nos niveisk = 0, k = 0,

ek =1.Existe lim f(x,y)? Justifique.
(xy)—(1,0)

# (1,0)}. A figura
3,k=0,5k=0,7

—

=
=4

32. Determine os pontos de continuidade da seguinte funcao:

(2 — y*)(x — 1)
flx,y) = 1(x2 ) [(x =12+ (y—1)7]

0 se (x,y)=(1,1).

RESPOSTAS

13. Néo. v(t) = (£3,?)
4 y=xey=—ux.
18. (a) Dy = {(x,y) € R’y < x}

(b) Dy = {(x,y) € R?[x # 0}



(0) Df = {(x,y) € R*x* +y* > 1}
(d) Dy = {(x,y) € R*|y > 0}
(©) Dy ={(x,y) € R}y # x+ 1&n, ke 7}
(f) Dy = {(x,y) € R*[x(y — x)(y +x) > 0}
(8) Dy = {(x,y) € R*[4x* +y* < 16}

22. (b) Sim, no nivel 5.

23. Apenas a superficie do item (a).

29. (a) ndo existe b)0 (©) 0
(d) nao existe (e) ndo existe (f) ndo existe
(g) ndo existe (h) 0 @)0 G 0
(k) ndo existe M1

30. (a) 1 )0

32. {(x,y) e R? | (x,y) # (0,0)}



