MAT 2454 - Calculo II - POLI - 2008
22 lista de exercicios

. Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes:

(a) fla,y) = arctg (L) () fla,y,2,6) = =

. Seja f : R — R uma funcgao derivavel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem

de:

(a) u(z,y) = f (f) (b) u(x,y) = f(azx + by), onde a e b sdo constantes.
Y
~ 2 2\—3 sen(z?y) af
. Dada a funcao f(z,y) = z(z*+y°) 2e ¥ ache 6—(1,0).
x

[Sugestao: D4 menos trabalho usar a definigao de derivada parcial como limite do que

aplicar as regras de derivagao.|

. Verifique que a funcdo u(z,y) = In /22 + y? é solucao da equagao de Laplace bidimen-
sional
Pu  u

. Verifique que a funcao u(z,y,z) = (2 + y* + 22)72 é solucdo da equacdo de Laplace

tridimensional
Pu  0*u  O*u
+ + =0.

. As superficies abaixo sao os graficos de uma funcao f e de suas derivadas parciais Iz e
x

0
—f . Identifique cada superficie e justifique sua escolha.

dy




7. Sejam f e g funcoes de R em R, derivaveis até 2% ordem.

(a) Most (2,t) = f(x +ct) + g(x — ct) satisf so L _ @0
a) Mostre que u(z,t) = f(z +c x — ct) satisfaz a equacao —— = ¢ —.
q ) g quagao = 92
(b) Mostre que u(x,y) = zf(x +y) + yg(x + y) é solugao da equacao
2 2 2
3u_28u +(9u20'
ox? oxdy  0y?
zy?
8. Seja f(x,y) — 72 + y4 se (xvy) 7é (0’0)7
0 se  (z,y) = (0,0).
(a) Mostre que as derivadas parciais e e 6_f existem em todos os pontos.
z Y

(b) f é continua em (0,0)?

(c) f ¢ diferenciavel em (0,0)7

3

T
9. Seja f(wy) ={ 2+q8 C (z,y) # (0,0),
0 se  (z,y) = (0,0).
(a) Mostre que f é continua em (0,0).
of af
(b) Calcule %(0,0) e 8—y(0,0).
(¢) E f diferencigvel em (0,0)?
of of ,
(d) Sao 5 By continuas em (0, 0)’
(2 + gPpsen [ ——— | se (2,9) #(0,0)
10. Considere f(z,y) = /22 + 12 ’ T
0 se (z,y) = (0,0).

(a) Mostre que f ¢é diferencidvel em (0,0).

af of

(b) As derivadas parciais 32 ¢ By sao continuas em (0,0)?
x )
z2sen ((2? 4+ y*)?)
j ; 0,0),
11. Seja f(x,y) = 72 + 12 se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).

(a) Verifique que f é continua em (0,0).

(b) Determine g—f(x,y), (z,y) € R%
Y

0
(c¢) A fungao 9f ¢ continua em (0,0)? Justifique sua resposta.

dy

(d) A fungao f ¢é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

22 — g2

: 5 9 ) 07 0 3
Seja f(z,y) =4 Va2t 2 se (@y) #(0,0)
0 s (2,9) = (0,0).
(a) Verifique que ?(O,y) = —y para todo y, e que g—f(x, 0) = z, para todo z.
T Y
2 2
(b) Verifique que 8x8y<0’ 0) =1eque 8y8fx(0’ 0)=—1.

Seja f(z,y) = ¢/x* + y3. Determine o conjunto de pontos de R? onde f nao é

diferencidvel.
Sejam f(z,y) = (x* + yz)% e g(xr,y) = |$y|% Mostre que f e g sao de classe C' em R?.

Mostre que nao existe nenhuma funcao diferencidvel f : R?> — R cujo gradiente é dado
por: Vf(z,y) = (¢%y,y°),¥(z,y) € R%
ow Ow

Calcule — e — pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicao

ot Ju
seguida de aplicacao das regras de derivagao parcial.

(a) w=2*+y%z =1+ u?y = 2tu.

x
(b) w = it t cosu,y = tsenu.
=Ty

(c)w=2*+y*+z;z=tu,y=t+u,z =t>+u’
O raio de um cilindro circular estéd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura

estd crescendo a taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro estd variando quando

o raio vale 80 cm e a altura vale 150 cm?

Um carro A estd viajando para o norte a 90km/h e um carro B estd viajando para
o oeste a 80km/h. O carro A estd se aproximando e o carro B estd se distanciando
da interseccao das duas estradas. Em um certo instante, o carro A estd a 0,3km da
interseccao e o carro B a 0,4km. Neste instante, estao os carros se aproximando ou se

distanciando um do outro? A que velocidade?
Sejam f : R? — R, diferencidvel em R? com Vf(—2,—-2) = (a,—4) e
g(t) = f(2t3 — 4t t* — 3t).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela

areta y = 2x + 3.



20. Seja f(z,y) uma fungao de classe C? e sejam a, b, c, d constantes tais que

aA+0’=1, +d*=1eac+bd=0. Seja g(u,v) = f(au + bv, cu + dv). Mostre que:

0%g 0?g
W(Uﬂ/) + @(U,U)

0*f o2 f
= @(au + bv, cu + dv) + 8—y2(a,u + bv, cu + dv).

21. (a) Seja v(r,s) uma fungao de classe C* em R? e defina u(z,t) = v(z + ct, z — ct), onde

¢ é constante. Verifique que:
Uy (1, 1) — gy (,1) = w(x + ct, x — ct),

onde w(r, s) = —4c*v,4(r, s).

*(b) Mostre que se u(zr,t) é uma solucao da equacgao uy = c*u,, entao existem fungoes

F e G de R em R tais que

uw(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct).

[*Observagao: O item (b) deste exercicio foge do contexto desta lista, mas foi intro-
duzido para completar o enunciado do resultado. Entretanto vocé pode resolver o item

(b) com o conhecimento de célculo que vocé tem! Reveja também o Exercicio 7 (a).]

22. Seja u = u(z,y) fungao de classe C* em R? e defina v(r, #) = u(r cos 6, rsend). Verifique

que

o Ao 1o
or2  ror 1?2062

onde, por definigao, Au = gy + Uyy.

= Au(r cos 8, rsenf),

23. Seja f = f(z,y) funcdo de classe C* em R?. Se u(s,t) = f(e®cost, e®sent), mostre que
Of\*  (0f\? o |[f0u\® [0u)?
)

2 2 2 2
ﬂ + 8_f — 28 @ 4 %
ox? 0y 0s?  Ot?

e que

24. Uma funcio f : R? — R é homogénea de grau \ se satisfaz
f(tz, ty) = " f(x,y) para todo t > 0 e (z,y) € Dy (H)

onde A\ ¢ um numero real fixado. Suponha que f é uma funcao de classe C? que ¢é

homogénea de grau A. Prove que:



0 0
(a) wa—i(ﬂf, y) + ya—i(% y) = M (z,y);

*f >’f *f
2 2
(b) z° 55 (z,y) + 2xy8xay(x,y) Vg2

Ox2 (l’,y) :A()\—l)f(a:,y),

0
(c) As fungoes —f e —f sao homogéneas de grau A — 1.

Jor 0Oy

(d) Verifique que as fungbes abaixo sao homogéneas e determine o grau:
(i) f(z,y) =52 + 22y —y* (i) f(z,y) =

(i) f(29) = ——=

23 4+ g3
[Sugestoes:

Tev
x? + 12

(a) Derive (H) em relacao a t e faga t = 1.
(b) Derive (H) duas vezes em relacao a t e faca t = 1.
(c) Derive (H) em relagdo a = e em relagao a y.]

25. Seja F'(r,s) = G(e"*, 1 cos(s)), onde G = G(x,y) é uma fungao de classe C? em R

O*F
(a) Calcule —(r,s) em fungao das derivadas parciais de G.

or?
2

F
(b) Determine 83—2(1, 0) sabendo que E;—G(t2 +1,t+1)=1t>—2t+ 3.
r Y

26. Ache a equacao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no ponto
indicado:
(a) z = e”*¥" no ponto (0,0,1),
(b) z =In(2z + y) no ponto (—1, 3,0),
(c) z=2*—y* no ponto (—3,—2,5),
(d) z=e"Iny no ponto (3,1,0).

27. Determine o plano que passa por (1,1,2) e (—1,1,1) e é tangente ao grafico de f(x,y) =

xy. Existe mesmo s6 um?

28. Determine a equagao do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente

ao gréfico de g(x,y) = x3y.

29. Determine k € R para que o plano tangente ao grafico de f(x,y) = In(z*+ ky?) no ponto
(2,1, f(2,1)) seja perpendicular ao plano 3x + z = 0.



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Se f(z,y) = x? +4y?, ache o vetor gradiente V f(2,1) e use-o para achar a reta tangente
a curva de nivel f(z,y) = 8 no ponto (2,1). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e

o vetor gradiente.

Seja r a reta tangente a curva z® + 3zy + 3® + 3z = 18 no ponto (1,2). Determine as

retas que sao tangentes & curva x? + xy + y? = 7 e paralelas & reta r.

Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel em R?. Para um determinado ponto P =
(mo,70) € R?, sabe-se que o plano tangente ao gréifico de f no ponto (xo,yo, f(zo, yo))
tem equagao —2x + 2y — z + 3 = 0. Determine, entre as curvas abaixo, uma que nao

pode ser a curva de nivel de f que contém o ponto P:

@ 20 =(~.1);
o) o= (5.5 +3t);
(c) v(t) = (13,83 + ¢).

Seja f : R? — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2z +y +2z=7¢ 0

plano tangente ao grafico de f no ponto (0, 2, f(0, 2)) Seja
g(u,v) = u f(sen(u® — v%), 2u’v).

Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de g no ponto (1, 1,9(1, 1)) seja

paralelo ao vetor (4,2, a).

Seja f : R — R derivavel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie

(2

Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel tal que as imagens das curvas () = (2, ¢, 2t?)

passam pela origem.

e u(t) = (2t%,t,2t*) estejam contidas no grifico de f. Determine o gradiente de f no

ponto (2,1).

Suponha que a imagem de uma curva 7 derivavel esta contida no grafico de uma fungao
z = f(x,y) diferencidvel. Mostre que a reta tangente a v em um ponto (zo, Yo, z0) esta

contida no plano tangente ao grafico de f em (xq, Yo, 20)-



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Suponha que a imagem de uma curva ~ derivavel esta contida na interseccao dos graficos
de duas fungdes z = f(z,y) e z = g(x,y), ambas diferencidveis. Determine a equacio
vetorial da reta tangente a 7 em um de seus pontos, digamos (g, Yo, 20), em termos dos

valores de f, g e de suas derivadas parciais em (xg, yo).

Sabe-se que a curva y(t) = (t*+1,t3+t*+t) é uma curva de nivel da fungao diferencidvel
f:R* - R, com f(v(t)) =2Vt € R. Admita que existem 2 pontos (zg,yo) € Im7y com
a propriedade de que o plano tangente ao grafico de f em (xg, o, 2) é paralelo ao plano

x4+ vy — 2z = 0. Encontre esses 2 pontos.

Ache a derivada direcional maxima de f no ponto dado e dé a diregao em que ela ocorre.

(a) f(x,y) = ze™ + 3y, (1,0);

(b) f(z,y) =In(a? +4?), (1,2);

Seja f uma funcao diferencidvel em R? e considere os pontos A(1,3), B(3,3), C(1,7) e
D(6,15). Sabe-se que a derivada direcional de f em A na diregao de AB é3e que a
derivada direcional e f em A na direcao de AC ¢ 26. Encontre a derivada direcional de

f em A na diregao de AD.

Mostre que f(z,y) = /22y é continua em (0, 0) e tem todas as derivadas direcionais em

(0,0). E f diferencidvel em (0, 0)?

Seja f uma funcao diferencidvel em R? tal que v(t) = (¢t + 1, —t?), Vt € R é uma curva

de nivel de f. Sabendo que ——(—1,—4) = 2, determine a derivada direcional de f no

ox
ponto (—1,—4) e na diregao e sentido do vetor @ = (3,4).
25 4y
Seja f(l', y) = $2 + y2’ se (':Cv y) 7& <07 0)7
0 se (z,y) = (0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

(b) Mostre que %f(’y(t)) #Vf(y()) -+ (t) em t =0, onde y(t) = (—t, —t).

(c) Seja @ = (m,n) um vetor unitdrio (isto é, m?+n? = 1). Use a definigao de derivada

0
direcional para calcular 8_1]‘:’(0’ 0).

(d) E f diferencigvel em (0,0)? Justifique.



10.

11.

13.

17.

18.

19.

24.

25.

RESPOSTAS

(a) a_f(x ) = _L.a_f(x j= 2
oz 2y oy Y T 2y
of 1 of 1
b) = )= — L t) = -
0) Dyet)= o Ly 2= 2
of y—x Of —y
=L t) = 2L t) = .
5, (€9, 21) = 5 (©:Y:2,1) e
ou 1 z\ Ou x x
0 e () By (7).
@ o) = (2)i 5w = -5 (2
(0) £2(w,0) = af (ax + by); 52 ,0) = b (az + by)
5, (& Y) = af'(az y,ayx,y— azx + by).
—2
(b) Nao é continua em (0,0). (c) Nao é diferenciavel em (0,0).
of of
b 20,00 =1¢ ZL(0,0) = 0.
() 50,0 = 1e 2 0,0)=0
(¢) Nao é diferencidvel em (0, 0).
(d) Nenhuma das derivadas parciais é continua em (0, 0).
(b) Nao
(b)
of dz?y(2? + y*) cos((2? + y*)?) — 2a’ysen((z? + y*)*)
8—(37, y) = (22 + y?)?
Y 0 se (z,y)
(¢)Sim. (d)Sim.
f nao é diferenciavel em nenhum ponto da reta y = —x.
—96007 cm? /s
Estao se distanciando a uma taxa de 10km/h.
a=3
d) (i) grau 2; (ii) grau —1; (iii) grau —§.
(d) (i) grau 2; (ii) g ; (i) grau —3
2 2 2 2
(a) aa? = 3262’"5276; + 6r2e™s cossaaxg; + 974 cos? 5(2765 + s%e" o

(b) 0.

se (z,y) # (0,0),

— + 67 cos s—;

oG
dy



26.

27.

29.

31.

32.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

(a) z=1;X = (0,0,1) + A(0,0,1), \ € R.

(b) 20 +y—2—1=0;X = (~1,3,0) + \(2,1,—1), A € R.

(c) 6x—4dy+2+5=0;X =(-3,-2,5) + A(6,—4,1),\ € R.

(d) ey —z—e3>=0; X =(3,1,0) + A\(0,¢3,—1), A € R.

x4 6y — 2z — 3 =0 (sim, s6 um) 28. 6r—y—2+6=0
k=38 30. Vf(2,1) = (4,8) eareta é x + 2y —4 = 0.

X = (£1,£2) + A(5, —4), A € R.

(c) 33. a = 4 35. (1,4)
0 0 0 0
X = (x()a Yo, ZO) + A (a_i(x07y0)7 a_£($07y0)a _1) A (a_i(x07y0)7 a_§($07 yO)’ _1)7

A € R. (Observe que zy = f(z0,%0) = 9(To,¥0)-)

2,-1) e <§—2—77>

2 1 2
(a) \/5’ (172>; (b) %, (g,g)
327
ﬁ.

f néo ¢é diferenciavel em (0, 0).

4

5
(d) Nao é.



