Questao 2

(a) (1,5) Prove que para todos a,b €0, +oo[ com 0 < a < b tem-se:

arctg(2b) - b

arctg(2a) ~a’

Resolugio: Dados 0 < a < b, primeiramente observe que como b > 0 e arctg(2a) > 0 (ja que
a > 0), entdo a desigualdade
arctg(2b)

b
arctg(2a) <z

equivale a desigualdade

arctg(2b) < arctg(2a)
b a

definida no intervalo |0, +-oo[ e provemos que f é estri-

Considere a funcdo f(x) = %(2")

tamente decrescente em |0, +o0].
Temos que f é derivavel em todos os pontos de seu dominio e

1 2x— (1+4x?)arctg(2x)
~ arctg(27)) - X2 (1+ 4x?)x?

2x
Mx) —
f (‘x) - (1 + 4x2
Como x> > 0 e 1+4x?> > 0 para todo x €]0,+oo|, o sinal de f'(x) é igual ao sinal de
g(x) = 2x — (1 + 4x?)arctg(2x) para todo x €]0, +oo[. Note que g estd definidaem R e g é
continua e derivével em todos os pontos de seu dominio. Além disso, ¢(0) =0e

2
! _ . i 2y . o .
g'(x) =2 —8x -arctg(2x) — (14 4x°) ol = 8x - arctg(2x).

Logo, §'(x) < 0 para todo x €]0, +o0o[, donde concluimos que g é estritamente decrescente
em [0, +oo[. Portanto, g é estritamente negativa em |0, +oo[ e, entdo, f'(x) < 0 para todo

x €]0, +oo[. Segue que f é estritamente decrescente em |0, +-o0[, como queriamos.



(b) (1,0) Calcule, caso exista, lim (3x + cosx

) 1/sen(35x)
x—0

Resolugdo: Temos que

1
1 e In(3x+cosx)
lim (3x + cosx)sen3sx = lim eln (Bx+eosx)sends) _ Jim o™ senzo
x—0 x—0 x—0

Mas
. In(3x 4 cosx)
Iim ——M~
x—0 sen35x

é uma indeterminacdo da forma 8, ja que

limsen35x =0, lim3x+cosx=1 e limIn(3x+ cosx) =1In(1) =0,
x—0 x—0 x—0

onde a pentltima igualdade segue do fato que a fun¢do In(x) é continua.

Portanto, pela Regra de L'Hospital, temos que

i In(3x + cosx) im (3 — senx) 3
x—0  sen35x  x—0 (3x + cosx)(35c0s35x) 35
Logo,
In(3x+cosx
hm(3x + C()sx)sen135x = lime (:erESx ) — e%,
x—0 x—0

onde a ultima igualdade segue do fato que a funcdo exponencial é continua.



