MAT?2453- Célculo Diferencial e Integral para Engenharia I - POLI

I - Integrais Indefinidas

Calcule as integrais indefinidas abaixo:

7 2 1
1_/%@(
X

13./x\/1—x2dx
16. /xzxs/x3+1dx

19 / dx
"/ (arcsenx) V1 — 2

22. / e* x2 dx
earctgx
25. | ——=d
/ 1+ x2 X
28. /ex cosx dx

31. /xe’x dx

34. /sec3x dx

37. / sen?x cos? x dx

dx
40. | —————
/ 2x2 4+ 8x + 20

2
X
43. /7(136
V1—x2

2. / e dx

6. /tg3 x sec” x dx

9./tg3xdx 10. /hicixzdx

3. / cos7x dx

14. /secx dx

4x + 8
17 /2x2—|—8x—|—20d
20./ i
1+ e

23. /ex vV1+eXdx

26. /2x(x+1)2°1°dx
29. /xr Inx dx,r € R
32. /xarctgx dx
35. /coszxdx
38, / —senx ,

Cos X

41/ 3x2 —|—4x+5
x—1)%(x—2)

44. /xzvl — x2dx

dx

sen’ x
7. / dx
\/COS X

X
11. | ——d
/1+x4 X
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4. /tg2 xdx

8. /tgxdx

2
X
0 [ X
/1+x2dx

15 /dx
' xv1+1Inx
18./ vinx .

sen 2x
21. /
1+ cos? x

%/mﬁw
Jx

33. / arcsen x dx

36. /s.en2 x cos® x dx

4
39, / 3x2 +4x +5

x—1)(x—2)(x—3)

. /x +x~|—1

45. / V¥ dx



46. /ln(x—|— V1+x2)dx 48. /ﬁlnx dx

47 /dx
") VB —2x+ 42
49. /sen(lnx) dx 50. /xz—
52. /\/a2—|—b2x2dx 53. /2dxbzz 54. /\/x2—2x—|—2dx
a? + b2x

d
55. / V3 —2x — 2dx 56. / X 57. / cos? x dx
(14 x2

3x2 4+ 5x +4
51./ X
¥} +x24+x-3

V1 —x?
5 cos x / X
58. /sen x dx 59. /sen3 60. [ sen® cos <2> dx
dx 4 2 5
6l. | ——— 62. | sen® x dx 63. | sen” x cos’ xdx
sen® x cos® x
64. /senzx cos* x dx 65. /cos6(3x) dx 66. /cos6x
sen

dx [1—x dx
7. | ——— . d =
6 /sen2xcos4x 68/ 1T+x" % /\/_—\3/5

(Sugestao: faga u = /x)

x+1 arctg x x2dx
70. 71. d 72. | ——d
/x2 x2+4)2 / 2 /\/Zx—x2 *
4x%> —3x+3 In(x+1)
7> / s 74 /1+ex 75‘/de
+1
76. [ x5e=* 77. /7’{
6 /xe dx xz(x2+4)dx

II - Aplicagdes da Integral Definida

1

. Calcule/ x>sen(x? + 1) dx.
-1

—_

2. Encontre o volume de uma pirdmide cuja base é o quadrado de lado L e cuja altura é h.

3. Calcule o volume do sélido cuja base ¢é a astréide de equagao X3+ y% = a3 e tal que as secoes

transversais por planos paralelos ao plano Oxz sdo quadrados.
4. Calcule o comprimento do grafico de f(x) = In(cosx), para 0 < x < 7.

5. Calcule a 4rea da regido interna ao lago formado pela curva y? = x?(x + 3).

2 2

6. Calcule a drea da regido do plano limitada pela ehpse Ty ‘Zz =1



7.

10.

11.

12.

13.

Determine o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo Ox do conjunto
A)A={(x,y) ER>:0<xy <2, x*+y><5ex>0}.

b)A={(x,y) ER?:y>xe(x—1)2+y> <1}

gA={(x,y) eR*:0<x <2ee *<y<e'}.

dDA={(x,y) ER2:x>0,y<lel/x<y<4/x*}.

Seja A= {(x,y) e R2:0<x <leln(x+1)+2 <y <e*+4}. Determine o volume do sélido

obtido pela rotagdo de A em torno da reta y = 2.

. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno da reta y = 3 da regido delimitada pelas

parédbolasy = x> ey = 2 — x2.

O disco x2 + y2 < a2 é girado em torno da reta x = b, com b > g4, para gerar um soélido, com a

forma de um pneu. Esse s6lido é chamado toro. Calcule seu volume.

Calcule o volume de uma calota esférica de altura h, h < a, de uma esfera de raio a.

Determine o comprimento da curva y = coshx, =3 < x < 4.

Um anel esférico é o s6lido que permanece apds a perfuracdo de um buraco cilindrico através do
centro de uma esfera sélida. Se a esfera tem raio R e o anel esférico tem altura h, prove o fato

notavel de que o volume do anel depende de /1, mas ndo de R.




III - Aplicacdes do Teorema Fundamental do Célculo

1. Seja f uma fungdo continua em um intervalo [4, b] e sejam u(x) e v(x) fungdes diferenciaveis cujos

valores estdo em [a, b]. Prove que

o(x) v u
32 [ F0dt = Fo00) 5 - Flu)

A férmula acima é conhecida como Regra de Leibnitz.

2. Calcule ¢'(x) onde
senx 24/x

(@) g(x) = / e’ dt (b) g(x) = /f sen(£)dt

cosx X

x 2
3. Seja F(x) = / V1+ 3dt. Calcule / xF(x)dx em termos de F(2).
0 0

4. Seja f uma fung¢do continua em um intervalo I contendo a origem e seja
X
y=y(x) = [ sen(x—t)f(t)at
0

Prove que y” +y = f(x) ey(0) = y'(0) = 0, para todo x € I.

x2 2
t2) dt
5. Calcule lim foxco#
x—0 fO e~ dt

1

x 1
11 dt + /0 71 dt é constante em (0, o0). Qual o valor dessa cons-

1/x
6. Mostre que f(x) = /
0
tante?

7. Seja f(x) = / 2" dt. Mostre que f'(x) — xf(x) = 1, para todo x € R.
0

X
8. Seja F : [1, +00o[— R dada por F(x) = / V1B —1dt.
1
(a) Calcule o comprimento do graficode Fentrex =1 e x = 4.

_ F(x®) —F(8)
(b) Calcule Jl}_)n% m

IV - Polindmio de Taylor

1. Utilizando o polindmio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o erro:
(a) v/8,2 (b) In(1,3) (c)sen (0,1)
1
2. Mostre que: a) [senx — x| < ?‘XP Vx € R

1 1
b)0 <e* — <1+x+2x2> < §x3para0§x§l.



3. Encontre o polindmio de Taylor de ordem 5 de f(x) = /x em volta de xo = 1.

4. a) Seja n natural impar. Mostre que para todo x € R

¥ X a1 X"
senx — <x—3!—|—5!—...—|—(—1) 2 >‘ <

b) Avalie sen (1) com erro, em médulo, inferior a 107°.

5. a) Determine o polindmio de Taylor de ordem n de f(x) = e* em torno de xy = 0.
b) Avalie e com erro em médulo inferior a 107°.
c) Mostre que para todo x € R,

4 6 2n x2 2042
exz—(1+x2+xz+;+...+3;'>‘ <X

1
d) Avalie / e’ dx com erro inferior a 10~5.
0

1 11 1 1
2
dx—(1— —+ — <
/o cos(¥")dx ( 521 T 94 13.6!)’ = 1571

6. Mostre que

7. Seja I um intervalo aberto e seja f : I C R — R derivavel até 22 ordem em I. Use o polindmio
de Taylor de grau 1 e a férmula de Taylor para provar o “teste da segunda derivada”, isto é, prove
que se a € I é um ponto critico de f e
a) Se f'(x) > 0 para todo x € I, entdo f tem minimo em 4.

b) Se f”(x) < 0 para todo x € I, entdo f tem méximo em 4.

V - Miscelanea

1. Seja f : R — R uma fungdo continua e periddica de periodo 2L, isto é, f(x +2L) = f(x), para todo
x € R.Sejamn € Z e a € R. Mostre que

I{/LLf(x) cos (sz) dx = I{/aHZLf(x) cos (”—Zx) dx.

/2
o Calcule/ Senx cos x
0 x+1

7T
dx em termos de A = / &xz dx.
o (x+2)

3. Trabalho. Quando uma forca constante de intensidade F é aplicada na dire¢do do movimento de
um objeto e esse objeto é deslocado de uma distancia d, definimos o trabalho W realizado pela
forca sobre o objeto por W = F.d, se a forga age no sentido do movimento e por W = —F.d, se
ela age no sentido oposto. Suponha agora que um objeto estd se movendo na diregdo positiva ao
longo do eixo x, sujeito a uma forga variavel F(x). Defina o trabalho W realizado pela forga sobre

o objeto quando este é deslocado de x = a até x = b, e encontre uma férmula para calculé-lo.



4. Energia cinética. Use as notagdes do exercicio anterior, a segunda lei de Newton e a regra da cadeia

do _dodx _do
dt — dxdt dx
para mostrar que o trabalho realizado por uma forca F atuando sobre uma particula de massa m

que se moveu de x; até x; é

& L 5 2
W= / F(x)dx = ~mv; — ~mvy,
X1 2

. ) 1
onde v; e v sdo as velocidades do corpo em x; e xo. Em Fisica, a expressdo Emvz é chamada de
energia cinética de um corpo em movimento com velocidade v. Portanto, o trabalho realizado
por uma forga é igual a variacdo da energia cinética do corpo e podemos determinar o trabalho

calculando esta variagao.

5. Suponha que uma particula se desloca ao longo do eixo Ox, segundo uma fungdo horéria x :
[to,t1] — R e sob agdo de uma forca f (x)?, dada f : R — R continua. Admita que a dindmica
da particula é governada por um modelo relativistico: sua massa m depende da sua velocidade v,
segundo a fungdo m : (—c,c) — R definida por (dados ¢ > 0 velocidade da luz e my > 0 massa de

repouso):

e sua fungdo hordria x satisfaz a equagdo diferencial:

d
& ()2 (1) = £(x(1).

Mostre que, se interpretarmos o trabalho | x? f(x) dx realizado pela for¢a f quando a particula se
desloca de xo = x(fo) a x1 = x(#;) como variagdo de energia AE, e se Am = m(x'(t1)) — m(x'(to)),
entdo:

AE = Am 2.

Sugestio: Use o teorema de mudanga de varidveis na integral de Riemann e o teorema fundamen-

tal do célculo.

6. Determine o volume da intersec¢do de dois cilindros, ambos de raio R e cujos eixos sdo ortogonais.

X t
7. Seja G(x) = / t/e“2 du | dt. Calcule G'(x) e G"(x).
0 0

8. Calcule o comprimento da astréide x5+ y% — as.



9. Calcule o comprimento do arco da curva f(x) = —va? —x2+a ln(ui \/h) no intervalo fechado

[co, c1] C]O,a[ (suponha a > 0).

dt, x € R.

10. Seja f(x) = /Ox \/ﬁ

(a) Mostre que f é crescente e impar.

1
(b) Mostre que f(x) < f(1)+1— oY Vx > 1. (Sugestdo: Integre 0 < —-— < L delax)

V1+#t —

(c) Mostre que lim f(x) existe e ¢ um ntimero real positivo.
X—>00

(d) Esboce o grafico de f(x), localizando seu ponto de inflexao.

11. Estude as seguintes integrais de Riemann impréprias:

1 +o0 1 +o00
@) /0 In(x) dx ) /1 g dx ©) /O xe ¥ dx
RESPOSTAS
I - Integrais Indefinidas
DY 4x—14k )5 +k
3) %sen7x+k 4)tgx —x+k

5)7In|x — 2| +k

7) 2y/cosx(tcos?x — 1) +k

9) 1tg’x +In | cos x| + k

11) %arctgx2+k

13) —3/(1—x2)3 +k

15) 2v/T +1Inx + k

17) In(2x2 + 8x +20) + k

19) In |arcsen x| + k

21) —In(1+ cos®x) + k

23) 23/(1+e¥)* +k

25) earctsy | k

27) —xcosx +senx + k

9 {’r‘:lllnx—(r’fll)z—f—k, ser # —1
I(Inx)2+k ser=—1

31) (—x—1)e " +k

33) xarcsenx + V1 —x2 +k

35) 1(x +senxcosx) + k

37) &(x — 3sendx) + k

39) 6In |x — 1| — 25In |x — 2| + 22In |x — 3| + k

6) Htgix +k

8) —In|cosx| +k

10) 2 In(1+ x%) +k

12) x —arctgx +k

14) In|secx + tgx| + k
16) 5 v/ (x> +1)6 +k

18) 2/(Inx)3 + k

20) In(1 +e*) +k

22) Le” +k

24) —2cosy/x +k

26) 2(x + 1M (355 — mm) +k
28) Je*(senx + cos x) + k

30) x(Inx)? — 2(xInx — x) +k

32) %arctgx— I+ larctgx+k

34) 3secxtgx + 3 Insecx + tgx| +k
36) %ser@x — %sen5x +k

38)In |1+ senx| +k

40) %aretg("—jg) +k



41) —22In|x — 1| + 245 4+ 25In|x — 2| + k
42) 2+ Bin|x -2+ L n(1+ (2)2) + L arctg(“) + k

V3 V3

43) jarcsenx — 3xvV1—x2 +k 44) £(2x* —1)v/1 — x? + farcsenx + k
45)2(\/x —1)eV* +k 46) xIn(x + V1 +22) —V1+x2+k
A7)In |5 —2x +x2 +x — 1|+ k 48) 2x\/x(Inx — %) +k
49) 5 (sen(Inx) — cos(Inx)) +k 50) 2In|x2 — 4|+ k
51)21n\x—1\+%ln(x2+2x—i—3)+farctg(x}l)—i—k
52) 3v/aZ + 0222 + & In(bx + Va2 + b2x%) + k 53) LIn(lr 4 VO 4 g
54) 2AV/x2 —2x+ 2+ 1In(x — 1+ Va2 —2x + 2) +k
55) £+1y/3 — 2x — x2 4 2arcsen(*HL) + k 56) \[arctg( \/XL) +k
57)senx—%sen3x+k 58) —cosx + 5 cos® x — 1 cos® x + k
59) gsen’x — 5 —L— —2In| senx\ +k 60)  cos®(3) — 3 cos®(%) +k
61) 1tg?x + 31n [tgx| — 2tg p 4tg ~+k 62) 3x — sen(2x) + ;sen(4x) +k
63) 1sen’ x — Zsen’ x + 7sen x+k 64) £ — Lsen(4x) + Zsen®(2x) + k
65) =x + 15 sen(6x) + & sen(12x) — rzsen®(6x) + k
66) —3cotg>x — tcotgdx + k 67) tgx + 3tg>x — 2cotg(2x) + k
68) arcsen x + V1 — x2 + k 69) 2¢/x +3/x +6¢x+6In|x— 1| +k
70) sz In|x| — &= — % In(x? + 4) — Zarctg 3 + Elxz 4)+k
71) —2%8% L in x| — Inv/1+ 22 +k 72) 3 arcsen(x — 1) — (32) v2x —x2 +k
73) 2In |x + 1| + In(x? — 2x + 2) +arctg(x — 1) + k
74) x —In(1+e¥) + k 75) — i) +ln|x| In(x+1) +k
76) —1(x® +1)e ¥ +k 77) 1 In \x] — £ —iIn(x?+4) — Larctg (%) +k
II - Aplicacdes da Integral Definida

1. 0. 6. mab. (d) °Z. 10. (27tb)(7ta?).

1
3. 13848, 7. (a) 052, 8. 7 [/0 (e* +2)%dx , )
4. In(1+v2). (b) Z. —/ In?(x + 1)dx}
0

5. 2V3. (© F(e*—e 2 9. n. 12. senh4 + senh3.
III - Aplicacdes do Teorema Fundamental do Célculo

3. 2F(2) — 2. 5. 0. 6. 7.
V - Miscelanea

2. (5 +3—A). 7. G'(x —xfo e’ du, 9. aln(gh).

G'(x)= [ e e’ du + xe¥
6. LR3. 8. 6a. 1. (-1 ®F @1



