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Corpos

DEFINICAO Seja K um conjunto munido de duas
operacoes, denotadas por “+” e “.”. Diz-se que
(K,+,:) eum se satisfizer as seguintes
condicoes:
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DEFINICAO Seja K um conjunto munido de duas
operacoes, denotadas por “+” e “.”. Diz-se que
(K,+,:) eum se satisfizer as seguintes
condicoes:

Al) Vz,y,z: (x+y)+z=x+ (y + 2)
A2) Vz,y:x+y=y+x

A3) 0 e K.Vx:x+0==x

(A4) Vo, 3(—x) : 2+ (—x) =0



Corpos

ML) Vx,y,z: (x-y)-z=x-(y-2)
M2) Ve, y:x-y=y-x

M3)dle K,1#0,Vx:z-1==x
M4) Vz, Iz izl =1



Corpos

ML) Vx,y,z: (x-y)-z=x-(y-2)
M2) Ve, y:x-y=y-x

M3)dle K,1#0,Vx:z-1==x
M4) Vz, Iz izl =1

D) Vz,y,2 :x-(y+z2)=x-y+x-2



Propriedades da Adicao e
Multiplicacao

PROPOSICAO Seja (K, +,-) um corpo. As
seguintes propriedades decorrem de (Al)-(A4):

1. o elemento neutro da adicao € unico;

2. dado z € K, o0 simétrico de z é unico; além
disso, —(—x) = x;

3. letdo cancelamento: x + z =y + 2 < x = vy,



Propriedades da Adicao e
Multiplicacao

PROPOSICAO Seja (K, +,-) um corpo. As
seguintes propriedades decorrem de (M1)-(M4):

1. o elemento neutro da multiplicacao € unico;

2. dado z € K, x = 0, o Inverso multiplicativo de
z € Unico; além disso, (z71)™! = x;

3. lel do cancelamento:
r-z=y-z€z#0=x =y,



Propriedades da Adicao e
Multiplicacao

PROPOSICAO Seja (K, +,-) um corpo. Tem-se:
1. Vz:0.-2=0

2. Vx,y:(—x)-y:$°(—y):_($'y)
3. x-y=0=zxz=00uy =0
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DEFINICAO Sejam A um conjuntoe <C A x A
uma relacao em A. Diz-se que < € uma
se:
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01) (Vx € A)x < z (i.e., < e reflexiva);



Relacoes de Ordem

DEFINICAO Sejam A um conjuntoe <C A x A
uma relacao em A. Diz-se que < € uma
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Relacoes de Ordem

DEFINICAO Sejam A um conjuntoe <C A x A
uma relacao em A. Diz-se que < € uma
se:
01) (Vx € A)x < z (i.e., < e reflexiva);
02) (Vr,yc A)sex<yey<z,entdoxr =y
(i.e., < é anti-simétrica);,

03) (Vz,y,z€ A)sex<yey<zentdor < z
(l.e., < é transitiva).



RelacOes de Ordem

Uma relacao de ordem parcial diz-se ou
se também satisfizer:

(04) (Vx,ye A) z <youy < .



Corpos Ordenados

DEFINICAO Sejam (K, -+, ) um corpo e < uma
relacao de ordem total em K. Diz-se que
(K,+,-,<) € um corpo ordenado se 0s seguintes

axiomas forem satisfeitos:



Corpos Ordenados

DEFINICAO Sejam (K, -+, ) um corpo e < uma
relacao de ordem total em K. Diz-se que
(K,+,-,<) € um corpo ordenado se 0s seguintes

axiomas forem satisfeitos:

OCA)z<y=zx+z2z<y+=2



Corpos Ordenados

DEFINICAO Sejam (K, -+, ) um corpo e < uma
relacao de ordem total em K. Diz-se que
(K,+,-,<) € um corpo ordenado se 0s seguintes

axiomas forem satisfeitos:

OCA)r<y=xTr+2<<Yy+z
OM)z<yez=20=z-2<y-z2



Propriedades de Corpos
Ordenados

PROPOSICAO Seja (K, +,-, <) um corpo
ordenado. Tem-se:

1. Regra de sinais:
@ z>0ey>0=z-y>0
b)) z<0ey>0=z-y<0
c)x<0ey<0=zxz-y>0

2.sex #0,zex!tém o mesmo sinal;
3.0<z<y=0<y <!
4. 0>z >y=0>y !>z}



Corpos Ordenados

DEFINICAO Sejam (K, +,-) e (F,+,-) COrpos.
Diz-se que ¢ : K — F é um

se: (I) ¢(z +y) = o(z) + o(y), (il
ol -y) = o(x) - o(y) e (iii) ¢(1) = 1.
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Corpos Ordenados

DEFINICGAO Sejam (K, +,-) e (F,+,-) corpos.
Diz-se que ¢ : K — F' é um

se: () o(z +y) = o(x) + o(y), (i)
oz - y) = d(x) - Bly) e (iii) o(1) = 1.

Se (K,+,-,<) e (F,+,-,<) forem corpos
ordenados, ¢ : K — F diz-se um
se for um homomorfismo

de corpos e se preservar ordem, I.e.

<y = o) < oy).
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Corpos Ordenados

DEFINICAO Seja (K, +,-) um corpo. Dados
r € K en €N, define-se n - z Indutivamente por:

1.1 - 2=2x

2. (n+1)-z=n-x+=x



Corpos Ordenados

DEFINICAO Seja (K, +,-) um corpo. Dados
r € K en €N, define-se n - z Indutivamente por:

l.1-x==x

2. n+1)-z=n-z+=x

PROPOSICAO Seja (K, +,-) um corpo. Tem-se,
Vm,n € N,Vx,y € K:

1. i m4+n)-z=m-x+n-x
2.n-(r+y)=n-x+n-y
3.n-(z-y)=(n-z)-y=z-(n-y)



Corpos Ordenados

PRoPOSICAO Paratodo n € N, tem-se:
1. n-0=0
2. n-1>0



Corpos Ordenados

PRoPOSICAO Paratodo n € N, tem-se:

1. n-0=0

2. n-1>0

PROPOSICAO Sejam (K, +,-,<) um corpo
ordenado e ¢ : Q — K dada por

(Vm/n € Q)op(m/n) =(m-1)/(n-1). Entdo ¢ é
um homomorfismo de corpos ordenados.



Modulo

DEFINICAO Seja (K, +,-, <) um corpo ordenado.
Definimos |-| : K — K por:

(

X, sex >0

1z =
—x, Sex <0

\



Modulo

PROPOSICAO Seja (K, +,-, <) um corpo
ordenado. Tem-se, Vz,y € K

1. |x| = max{x, —x}

2. |x -yl =|x|-

3. [lzl = Wil < |z +yl <z +y

4. dado a > 0, tem-se
]:c—y]<a<:>y—a r<y+a



Majorante, Supremo e Maximo

DEFINICAO Sejam X um conjunto munido de
uma ordem parcial <, AC X ea € X.
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uma ordem parcial <, AC X ea € X.

1. a diz-se um ou
de Ase (Vx € A)x < q;
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Majorante, Supremo e Maximo

DEFINICAO Sejam X um conjunto munido de
uma ordem parcial <, AC X ea € X.

1. a diz-se um ou
de Ase (Vx € A)x < q;
2. a diz-se de A se for o menor

majorante de A;

3. a diz-se de A se for majorante de A e
se a € A.



Axioma do Supremo

DEFINICAO Seja X um conjunto munido de uma
relacéo de ordem parcial <. Diz-se que (X, <)
satisfaz o axioma do supremo se o seguinte
axioma for satisfeito:

(S) Todo subconjunto nao-vazio de X limitado
superiormente admite supremo.



Axioma do Supremo

DEFINICAO Seja X um conjunto munido de uma
relacéo de ordem parcial <. Diz-se que (X, <)
satisfaz o axioma do supremo se o seguinte
axioma for satisfeito:

(S) Todo subconjunto nao-vazio de X limitado
superiormente admite supremo.

DEFINICAO Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado.
Diz-se que 0 mesmo é um
se 0 conjunto ordenado (K, <)

satisfizer o axioma (S).



Axioma do Supremo

PROPOSICAO Seja X um conjunto munido de
uma relacao de ordem total <. Sao equivalentes:

1. Todo subconjunto nao-vazio de X limitado
superiormente admite supremo.

2. Todo subconjunto nao-vazio de X limitado
iInferiormente admite infimo.



Corpos Ordenados Completos

PROPOSICAO Seja (K, +,-, <) um corpo
ordenado. Sao equivalentes:

1. N nao é limitado superiormente
2. Va,b>0,dn € N:na > b
3.Va>0,neN:1/n<a



Corpos Ordenados Completos

PROPOSICAO Seja (K, +,-, <) um corpo
ordenado. Sao equivalentes:

1. N nao é limitado superiormente

2. Va,b>0,dn € N:na > b
3.Va>0,9neN:1/n<a

DEFINICAO Seja (K, +,-, <). Se uma das

condi¢cOes equivalentes da proposicao anterior
for satisfeita, diz-se que (K, +,-, <) € um corpo



Corpos Ordenados Completos

PRoPOSICAO Se (K, +,-,<) é um corpo
ordenado completo, entao é arquimediano.



O Corpo dos Reals

Admitiremos que existe um corpo ordenado
completo (R, +, -, <), € 0 chamaremos de
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Intervalos Encaixados

TEOREMA Sejal; D---D> 1, D 1,.1 D uma
sequéncia decrescente de intervalos fechados e
limitados de R, I, = |a,, b,|. ENtdo existe

T € Npend,.



TEOREMA
1. R nao é enumeravel.

2. Se A C R e um intervalo ndo-degenerado,
entao A é nao-enumeravel.

3. Todo intervalo nao-degenerado de R contém
ndmeros racionais e irracionais.



Referéncias Complementares

« W. Rudin, Principles of Mathematical
Analysis, McGrawHIll, New York, 1976.

. L. H. J. Monteiro, Elementos de Algebra,
Impa, Rio de Janeiro, 1969.
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