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Vamos aprender a falar aramaico?

Ve > 0(35 > 0(Ve(0 < |z] < § — |27 < e)))



Proposicoes

 Uma é uma afirmacao passivel
de assumir valor logico ou ;
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Proposicoes

 Uma é uma afirmacao passivel
de assumir valor logico ou ;

« Toda proposicao € verdadeira ou falsa
(principio do terceiro excluido);
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Proposicoes

 Uma é uma afirmacao passivel
de assumir valor logico ou ;

« Toda proposicao € verdadeira ou falsa
(principio do terceiro excluido);

« Uma proposicao nao pode ser verdadeira E
falsa (principio da nao-contradicao).
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Exemplos de Proposicoes

¢ 2>1(V);



Exemplos de Proposicoes

¢ 2>1(V);
5 =1 (F).



Conectivos Logicos

Proposicdoes podem ser conectadas atraves dos
seguintes conectivos:
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Conectivos Logicos

Proposicdoes podem ser conectadas atraves dos
seguintes conectivos:

« “=" ou “!" (negacao);



Conectivos Logicos

Proposicdoes podem ser conectadas atraves dos
seguintes conectivos:

« “=" ou “!" (negacao);
« “A” (conectivo “e”);
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Conectivos Logicos

Proposicdoes podem ser conectadas atraves dos
seguintes conectivos:

° “_I” Ou “!” (negagéo);
« “A” (conectivo “e”);

« “V” (conectivo “ou”);
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Conectivos Logicos

Proposicdoes podem ser conectadas atraves dos
seguintes conectivos:

» “="ou “I"” (negagao);

« “A\” (conectivo “e”);

« “V” (conectivo “ou™);

» “” (conectivo “implica”);
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Conectivos Logicos

Proposicdoes podem ser conectadas atraves dos
seguintes conectivos:

. “=” ou “I” (negacao);

* “A\” (conectivo “e”),

* “V” (conectivo “ou”);

» “” (conectivo “implica”);

« “—" (conectivo “se, e somente se”).
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Conectivos Logicos

Sejam “P” e “Q” proposicoes.



Conectivos Logicos

Sejam “P” e “Q” proposicoes.

« “-P" @ verdadeira se “P” for falsa, e
vice-versa;
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Conectivos Logicos

Sejam “P” e “Q” proposicoes.

« “-P" @ verdadeira se “P” for falsa, e
vice-versa;

» “P e Q" é verdadeira se ambas forem
verdadeiras, e falsa caso contrario;



Conectivos Logicos

Sejam “P” e “Q” proposicoes.

« “-P" @ verdadeira se “P” for falsa, e
vice-versa;

» “P e Q" é verdadeira se ambas forem
verdadeiras, e falsa caso contrario;

* “P ou Q” é verdadeira se pelo menos uma
delas for verdadeira, e falsa caso contrario.
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Conectivos Logicos

« “P—Q” € a mesma coisa que “(—P) ou Q”; ou
seja, e falsa se o lado esquerdo for
verdadeiro e o lado direito falso, e verdadeira
em qualquer outro caso; exemplos:



Conectivos Logicos

“P—Q” & a mesma coisa que “(—P) ou Q”; ou
seja, e falsa se o lado esquerdo for
verdadeiro e o lado direito falso, e verdadeira
em qualquer outro caso; exemplos:

2>1—-3>1"(V);



Conectivos Logicos

“P—Q” & a mesma coisa que “(—P) ou Q”; ou
seja, e falsa se o lado esquerdo for
verdadeiro e o lado direito falso, e verdadeira
em qualquer outro caso; exemplos:

2>1—-3>1"(V);
2>1—-1>3"(F);



Conectivos Logicos

“P—Q” & a mesma coisa que “(—P) ou Q”; ou
seja, e falsa se o lado esquerdo for
verdadeiro e o lado direito falso, e verdadeira
em qualquer outro caso; exemplos:

2>1—-3>1"(V);
2>1—-1>3"(F);
“H=2—->0=1(V);



Conectivos Logicos

“P—Q” & a mesma coisa que “(—P) ou Q”; ou
seja, e falsa se o lado esquerdo for
verdadeiro e o lado direito falso, e verdadeira
em qualquer outro caso; exemplos:

2>1—-3>1"(V);
2>1—-1>3"(F);
“H=2—->0=1(V);

“P Q" € amesma coisa que “P—Q e
Q—P”, ou seja, € verdadeira se ambas forem
verdadeiras ou ambas forem falsas.



Variavels Livres

Seja P uma expressao na qual ocorre uma ou
mais variaveis z, vy, z,.... Dizemos que uma
dada ocorréncia de uma variavel z na expressao
P e se x hao esta no escopo de algum
quantificador V (quantificador universal) ou 3
(quantificador existencial).
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Variavels Livres

Exemplos:



Variavels Livres

Exemplos:
e x>0



Variavels Livres

Exemplos:
e x > 0 (z é variavel livre);



Variavels Livres

Exemplos:
e x > 0 (z é variavel livre);

 Jy(y > )



Variavels Livres

Exemplos:
e x > 0 (z é variavel livre);
* Jy(y > x) (x é livre, y € nao-livre);
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Variavels Livres

Exemplos:
e x > 0 (z é variavel livre);
* Jy(y > x) (x é livre, y € nao-livre);

* Va (Jy(y > x))



Variavels Livres

Exemplos:
e x > 0 (z é variavel livre);
* Jy(y > x) (x é livre, y € nao-livre);

* Vz(Jy(y > x)) (nenhuma das variaveis é
livre);



Variavels Livres

Exemplos:
¢ > 0 (z é variavel livre);
« Jy(y > x) (x € livre, y € nao-livre);
* Vz(Jy(y > x)) (nenhuma das variaveis é
livre);
* Ve(F0(0 < |z —al] < — |2? — a?| < ¢))



Variavels Livres

Exemplos:
¢ > 0 (z é variavel livre);
« Jy(y > x) (x € livre, y € nao-livre);
* Vz(Jy(y > x)) (nenhuma das variaveis é
livre);

* Ve(F0(0 < |z —al] < — |2? — a?| < ¢))
(r e a sao livres, € e 0 s&o nao-livres).
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Sentencas abertas

Uma ou
é uma expressao P na qual ocorre uma
ou mais variaveis z, vy, z, ..., sendo pela menos

uma ocorréncia livre.
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Sentencas abertas

Uma ou
é uma expressao P na qual ocorre uma
ou mais variaveis z, vy, z, ..., sendo pela menos

uma ocorréncia livre.

Usaremos daqui em diante a notacao
P(x1,...,x,) para designar uma sentenca aberta
na qual as variaveis livres séo z4, ..., z,.
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Expressoes Proposicionais e

Proposicoes

Podemos construir proposicoes (i.e. sentencas
gue podem assumir valor 16gico verdadeiro ou
falso) a partir de uma dada sentenca aberta P,

de duas maneiras:
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Expressoes Proposicionais e
Proposicoes

Podemos construir proposicoes (i.e. sentencas
gue podem assumir valor 16gico verdadeiro ou
falso) a partir de uma dada sentenca aberta P,

de duas maneiras:

« atribui-se valores as variaveis livres de P, i.e.
substitui-se as variaveis livres de P por
elementos de um dado conjunto, o0 universo

das variaveis;
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Expressoes

Proposicionais e

Proposicoes

Podemos construir proposicoes (i.e. sentencas

gue podem assumir va

or logico verdadeiro ou

falso) a partir de uma o
de duas maneiras:

ada sentenca aberta P,

« atribui-se valores as variaveis livres de P, i.e.
substitui-se as variaveis livres de P por
elementos de um dado conjunto, o0 universo

das variaveis;

« guantifica-se as var
usando-se 0s

laveis livres de P,
Y ou 4.
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O Quantificador Existencial £")

Sejam z uma variavel cujo universo € um dado
conjunto U, e P(x) uma sentenca aberta.
Considere a proposicao:

Jx(P(x))
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O Quantificador Existencial £")

Sejam z uma variavel cujo universo € um dado
conjunto U, e P(x) uma sentenca aberta.
Considere a proposicao:

Jx(P(x))

Por definicao, a proposicao acima e verdadeira
se existir algum elemento do conjunto U/ tal que
a substituicao da variavel livre x de P(x) por este
elemento resulte numa proposicao verdadeira.
Caso contrério, diz-se que 3z (P(z)) é uma
proposicao falsa.

Elementos de Logica Matematica — p. 12/



Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).

e Jx(z > 0)
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).

e Jx(z > 0) (V);
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).

e Jx(z > 0) (V);
» Jdx(x? < 0)
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).

e Jx(z > 0) (V);
» Jdz(x* < 0) (F);
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).

e Jx(z > 0) (V);

° ::B(x2 < O) (F);
* Ju(Jyly +1 < x))
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, x € y SAo0 variavels reais
(i.e. cujo universo é o conjunto R dos numeros
reais).

z(x > 0) (V);
z(z? < 0) (F);
r(Jy(y+1 <)) (V).



O Quantificador Universal ')

Sejam z uma variavel cujo universo € um dado
conjunto U, e P(x) uma sentenca aberta.
Considere a proposicao:

Va(P(x))
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O Quantificador Universal {”)

Sejam z uma variavel cujo universo € um dado
conjunto U, e P(x) uma sentenca aberta.
Considere a proposicao:

YV (P(x))

Por definicao, a proposicao acima e verdadeira
se a substituicdo da variavel livre x de P(x) por
gualquer elemento do conjunto universo U
resultar numa proposicao verdadeira. Caso
contrario, diz-se que Vz(P(x)) € uma proposicéo
falsa.
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.

e Vx(z > 0)
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.

e Vax(x > 0) (F);
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.

e Vax(x > 0) (F);
» Va(x? > 0)



Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.

e Vax(x > 0) (F);
» Va(z* > 0) (V);



Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.

e Vax(x > 0) (F);
» Va(z* > 0) (V);

« Vo (Vy(z > y))



Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.

e Vax(x > 0) (F);
» Va(z* > 0) (V);

» Va (Vy(z > y)) (F);
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.
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Exemplos

Nos exemplos a seqguir, todas as variaveis sao
reais.
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ImplicacOes Logicas

Sejam P(xq,...,x,) € Q(x1,...,x,) Sentencas
abertas e {/ um conjunto.

Elementos de Logica Matematica — p. 16/-



ImplicacOes Logicas

Sejam P(xq,...,x,) € Q(x1,...,x,) Sentencas
abertas e {/ um conjunto.
* Diz-se que P implica logicamente (), no
universo U4, e escreve-se P = (), se a

seguinte proposicao for verdadeira,
tomando-se &/ como universo das variaveis

T1y...,Tpy.

Vxl(---Vxn(P(xl,...,a:n) — Q(xl,,wn)))
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ImplicacOes Logicas

* Noutras palavras, isto significa que quaisquer
valores de z;,...,x, NO Universo Y/ que

tornam P verdadeira também tornam ¢
verdadeira.
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ImplicacOes Logicas

* Noutras palavras, isto significa que quaisquer
valores de z;,...,x, NO Universo Y/ que
tornam P verdadeira também tornam ()

verdadeira.

« Diz-se que P é logicamente equivalente a (),
eescreve-se P& (),se P= Qe = P.
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Exemplos

» Seja U/ o0 conjunto dos triangulos do plano.
Entao:
T retangulo = o quadrado de um dos lados
de 7' é a soma dos quadrados dos outros
dois.
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Exemplos

» Seja U/ o0 conjunto dos triangulos do plano.
Entao:
T retangulo = o quadrado de um dos lados
de 7' é a soma dos quadrados dos outros
dois.
Com efeito, no universo I/, a seguinte
proposicao é verdadeira:
VT (T retangulo — o quadrado de um dos
lados de T' € a soma dos quadrados dos
outros dois).



Exemplos

cEmMmU=R,0<2<2= 2%2<4, mas
<45 0< <2
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Exemplos

cEmMmU=R,0<2<2= 2%2<4, mas
<45 0< <2

« Um é um enunciado da forma
H = T, onde H e T sao sentencas
chamadas, respectivamente, de e
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Exercicios
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Como dizer “nao”

Sejam, P, () proposicoes. Verifigue que sao
verdadeiras:
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Como dizer “nao”

Sejam, P, () proposicoes. Verifigue que sao
verdadeiras:

* (~(PAQ)) = (=P)V (—Q))
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Como dizer “nao”

Sejam, P, () proposicoes. Verifigue que sao
verdadeiras:

* (~(PAQ)) = ((=P) Vv (-Q))
* (~(PVQ)) < ((=P) A (-Q))
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Como dizer “nao”

Sejam, P, () proposicoes. Verifigue que sao
verdadeiras:

* (~(PAQ)) = (=P)V (—Q))
+ (~(PV Q) < ((=P) A (-Q))
+ (P — Q) < ((-Q) — (=P))
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Como dizer “nao”

Sejam, P(x), Q(x) sentencas abertas, U/ O
universo de x. Verifique que sao verdadeiras:
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Como dizer “nao”

Sejam, P(x), Q(x) sentencas abertas, U/ O
universo de x. Verifique que sao verdadeiras:

* (2(Va(P(x)))) < (Fu(=P(x)))
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Como dizer “nao”

Sejam, P(x), Q(x) sentencas abertas, U/ O
universo de x. Verifique que sao verdadeiras:

* (2(Va(P(x)))) < (Fu(=P(x)))
* (2(F2(P(2)))) < (Va(=P(x))))
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Encontre a negacao das seguintes proposicoes.
A seguir, decida se sao verdadeiras ou falsas
(todas as variaveis sao reais); justifique.

1. Vz(3y(y > ).

2. Ve > ()(35 > 0(Vz(0 < |z < 6 — [5z| < e)))

OBS.: usa-se correntemente as abreviacoes:
“36 > 0(P(4))" para“3d(d > 0 A P(4))";

“36 € A(P(5))" para“35(6 € AN P(6))";

“Ve > 0(P(e))” para “Ve(e > 0 — P(e))”, etc.
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Respostas:

1. Verdadeira; dado =z € R qualquer, tome
y =x + 2 > z. Negacao: Haz(Vy(y < :1:))

2. Verdadeira; dado ¢ > 0 qualquer, tome
0 = ¢/5. Negacgao:

de > O(Vé > 0(3z(0 < |z] <O A [Ba| > e))).



Encontre a negacao das seguintes proposicoes.
A seguir, decida se sao verdadeiras ou falsas
(todas as variaveis sao reais); justifique.

1. Ve > 0(35 > 0(Va(0 < |z < 6 — [2?] < e)))

2. Ve > 0(35 > 0(Va(0 < |z] <6 — |22 — 1] <



Respostas:

1. Verdadeira: dado ¢ > 0 qualquer, tome
6 = /e. Negacéao:

de > O(Vé > 0(3z(0 < |z] <A Ja?| > e))).

2. Falsa (sugestao: verifigue gue a negacao e
verdadeira). Negacao:
Jde > O(Vé > 0(3z(0 < |z] < dA]2*—1| > e))).



Referéncias

e Jaime Ferreira de Campos, Elementos de Ldgica
Matematica e Teoria dos Conjuntos, in LicOes de
Analise Real, Instituto Superior Técnico, Lisboa, 2001.
http://www.math.ist.utl.pt/ jmatos/Itc/ltc.pdf

* Edgar de Alencar Filho, Iniciacéo a Logica
Matematica, Nobel, Sao Paulo, 1986.
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