O Método Probabilistico Aplicado

a Coloracao de Grafos

Daniel M. Martin



1. Introdugao

Coloragao de grafos foi um assunto muito estudado no século pas-
sado devido a vontade que se tinha, na época, de resolver a conjectura
das 4 cores. Gragas a isso, a area de coloragao de grafos é muito vasta
atualmente. Existem diversas questoes de interesse muito estudadas
que, na verdade, sao variantes do problema classico de colorir propria-
mente os vértices de um grafo. Uma idéia bem natural é tentar colorir
as arestas sem que duas adjacentes tenham a mesma cor. Podemos
também pensar em colorir vértices (ou arestas) restringindo o conjunto
de cores permitidas em cada vértice (aresta). Essa variante encaixa-
se no que chamamos de coloragao restrita. Outra variante é colorir
vértices e arestas sem que elementos adjacentes ou incidentes tenham
a mesma cor. Essa variante chamamos de: o problema da coloracao
total.

Existem, ainda hoje, algumas conjecturas famosas que estao aber-
tas. Nesta monografia pretendemos apresentar os resultados classicos
da area, com enfoque no problema da lista-coloragao e da coloracao to-
tal. Muitos desses resultados apontam na direcao de que as conjecturas
sao verdadeiras. Nas demonstragoes de alguns teoremas faremos uso do
método probabilistico criado por P. Erdos. Um apanhado das técnicas
probabilisticas utilizadas é feito na secao Ferramentas probabilisticas.



3. RESULTADOS CLASSICOS EM COLORACAO 3

2. Definicoes basicas e notacao

Um grafo é um par ordenado G = (V, E), onde V é o conjunto
dos vértices e £ C (‘2/) ¢ o conjunto das arestas. Se e € E ¢é uma
aresta e u € e, dizemos que u incide em e ou, equivalentemente, e
incide em u. Também dizemos que u é uma ponta de e. Se u,v € e
dizemos que u e v sao vértices adjacentes ou vizinhos. Denotamos uma
aresta e = {u,v} simplesmente escrevendo uv. Duas arestas e e f sdo
adjacentes se possuem uma ponta em comum.

Denotamos por §(v) o conjunto de arestas que incide em v, e por
d(v) a cardinalidadede desse conjunto, que chamamos grau de v. Es-
crevemos A para denotar o maior grau do grafo (A = max,cy d(v)), e
0 para denotar o grau minimo. Se X C V é um subconjunto de vérti-
ces do grafo, denotamos por I'(X) o conjunto dos vértices adjacentes
a algum vértice de X. Abusando da notagao, escrevemos I'(v) para
denotar o conjunto de vizinhos de v.

Um grafo G' = (V', E’) é subgrafo de um grafo G = (V, E), escre-
vemos G' C G,se V' CV e E' C E. Quando nao houver ambiguidade
vamos escrever os conjuntos/invariantes definidos acima sem mencionar
a que grafo se refeferem, sendo escrevemos V(G) em vez de V, E(G)
em vez de E, e assim por diante: A(G), §(G), dg(v), d0a(v), I'a(X),
Fg(v). Um subgrafo H de G é induzido por um conjunto de vértices
X, escrevemos H = G[X], se V(H) = X e E(H) = E(G)N (). Um
subgrafo H de G é gerado por um conjunto de arestas M, escrevemos
H = G[M], se

V(H)=|J f e E(H)=M.
feMm

O grafo linha de um grafo G, denotado por L(G), é um grafo onde
V(L(G)) = E(G) e ligamos dois vértices e, f € V(L(G)) = E(G) com
uma aresta se e e f sao arestas adjacentes em G.

3. Resultados classicos em coloragao

Uma colorag¢io dos vértices (ou, simplesmente, coloragdo) de um
grafo G é uma atribuicao de cores aos seus vértices (formalmente é uma
funcao ¢: V(G) — C, onde C' é um conjunto de cores). Dizemos que
uma colorao é prdpria se vértices adjacentes recebem cores diferentes.
Uma k-coloragdo é uma coloragdo que usa até k cores (geralmente os
inteiros de 1 até k). Um grafo G é k-colorivel se admite uma k-coloracao
prépria. O nidmero cromdtico de um grafo G, denotado por x(G), é
o menor inteiro k tal que G é k-colorivel. Dizemos que um grafo G é
k-cromdtico se x(G) = k.



Um limitante superior trivial para o nimero cromatico de um grafo
é x(G) < A(G) + 1. Para provar isso, suponha que ji colorimos vérios
vértices do grafo, e suponha que estamos tentando colorir um certo
vértice v. Precisamos colocar uma cor em v que nao entre em conflito
com as cores dadas aos vizinhos de v (ignore os vizinhos que ainda nao
foram coloridos). Temos A+ 1 cores possiveis para dar a v € no maximo
A cores a evitar. Assim, podemos escolher uma cor para v que seja
diferente das cores dadas aos seus vizinhos. Este procedimento pode ser
repetido, até que todos os vértices do grafo estejam coloridos. Portanto
temos que x(G) < A+ 1.

O método para colorir grafos descrito no paragrafo anterior é cha-
mado método da coloracao gulosa. Chama-se assim pois, a cada passo,
estamos preocupados apenas em colorir um vértice particular, e o modo
como o fazemos nao atrapalha na coloracao dos proximos vértices.

O niimero de coloragio de G é definido por §(G) + 1, onde §(G)
é o maximo dentre os graus minimos de todos os subgrafos de G. O
resultado do paragrafo anterior pode ser levemente melhorado pondo-se
d+1 em vez de A+ 1. Considere uma ordenacao vy, ..., v, dos vértices
de G de forma que v; é o vértice de grau minimo em Glvy,...,v;].
Executando o método da coloracao gulosa, seguindo esta dada ordem
dos vértices, temos que apenas +1 cores sdo necessarias. Isso pode nao
fazer diferenga quando G é um grafo regular, pois nesse caso B (G) =

A(G).

Lema 1: Todo grafo 2-conexo G, com grau mdzimo pelo menos 3,
que ndao é completo contém trés vértices x,y,z com zy,xz € FE(G),
yz € E(G), e G —y — z é conezo.

Prova: Seja u um vértice de grau maximo. Dois de seus vizinhos,
digamos = e w, nao estao ligados por uma aresta. Caso contrério, se
todos os vizinhos de u estivessem ligados entre si, como u tem grau
maximo, entao G seria completo: absurdo. Se G — x — w é conexo,
entao estamos feitos. Suponha entdo que {z,w} seja um conjunto de
corte. Tome G' = G — x. Claramente G’ é conexo pois G é 2-conexo.
Sejam By, ..., By os blocos 2-conexos de G'. E ébvio que z tém (em G)
pelo menos um vizinho em cada B;. Sejam y e z dois vizinhos de x que
estao em Bj e By respectivamente. Os vértices y e z nao sao adjacentes
pois estao em blocos diferentes de G’'. A remocao de y nao desconecta
Bi. A remogao de z nao desconecta By. Como y e z sao diferentes de
w, G'—y—2z é conexo. Gostariamos de afirmar que a remocao de ambos
também nao desconecta GG, porém devemos ser cautelosos. A remocao
de ambos poderia desconectar G se desconectasse x de G' —y — z, mas
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x tem grau pelo menos 3 e portanto é verdade que G — y — z é conexo
como gostariamos. O

Corolario 2: Seja G um grafo 2-conexo que tem grau mdximo A >

3 e que nao € completo. Podemos ordenar os vértices de G em vy, ..., 0,
tal que vivy € E(Q), v1v,, v9v, € E(G), € para todo j, 3 <j<n-—1,
vj tem no mdzimo A — 1 vizinhos em {vq,...,v;_1}.

Prova: Tome x,y e z como no lema. Ponha v; =y, v = z e v, = x.
Pelo lema sabemos que G' — v; — vy é conexo. Ordene os vértices de
G — v; — vy da seguinte forma: no primeiro passo escolha um vértice u
que seja adjacente a v,, e ponha v,,_1 = u. No passo i, 1 <1 <n — 2,

escolha u que seja adjacente a alguém de v,, v, 1,...,V,_;11 € ponha
vp—i = u. E facil ver que a ordem descrita acima possui as propriedades
desejadas. 0

Teorema 3 (Brooks): Para todo grafo G, x(G) < A(G) a menos
que alguma componente de G seja um clique com A + 1 vértices ou
A =2 e alguma componente de G € um circuito impar.

Prova: B facil verificar que o teorema vale se A = 2. Um contra-
exemplo minimal para o teorema deve ser 2-conexo pois, caso ele tenha
um vértice de corte v, e C' é uma componente de GG —v, podemos colorir
G[V(C)UA{v}] e G — C separadamente e ajustar a cor de v para que
seja a mesma nas duas partes.

Suponha entao que G é um grafo 2-conexo com A > 3 tal que
nenhuma componente sua é um clique com A + 1 vértices. Considere
uma ordenagao dos vértices de G como no corolario. Se aplicarmos o
método da coloragao gulosa seguindo esta ordem dos vértices, entao
podemos colorir v; e v com a mesma cor. Para cada vértice v;, 2 <
1 < n, podemos colori-lo usando apenas cores de 1 a A, pois temos no
maximo A — 1 cores a evitar. O vértice v, tem A vizinhos ja coloridos,
mas vy e vy tém a mesma cor. Entao podemos usar, também, somente
cores de 1 a A para colori-lo. ]

Uma coloracao das arestas de um grafo G é uma atribuicao de cores
as suas arestas (formalmente é uma fungao ¢: F(G) — C, onde C é
um conjunto de cores). Dizemos que uma colorao de arestas é propria
se arestas adjacentes recebem cores diferentes. O indice cromdtico de
um grafo G, denotado por x/(G), é o menor inteiro k tal que existe
uma coloragao prépria das arestas de G usando k cores. Note que
colorir as arestas de um grafo G é o mesmo que colorir os vértices
do grafo linha L(G). Se tentdssemos colorir propriamente as arestas
de um grafo GG, perceberiamos que sao necessarias pelo menos A(G)
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cores. Um limitante superior natural que poderfamos tomar para x'(G)
é A(L(G))+1 < 2A(G) —1. O teorema abaixo, noentanto, reduz bem
o limitante, e mostra que x'(G) é bem préximo de A(G), na verdade,
oué AouA+1.

Teorema 4 (Vizing): Para todo grafo G, X'(G) < A(G) + 1.

Prova: Vamos provar o teorema por indugao no nimero de arestas.
Se A(G —e) < A(G) para alguma aresta e, entdo podemos colorir, por
inducao, as arestas de G — e usando A(G) cores, e colorir a aresta e
com uma cor nova. Se A(G — e) = A(G) para toda aresta e entao
suponha, por hipétese de inducao, que as arestas estao todas coloridas
com A(G)+ 1 cores, com excegao de uma aresta e = zy; que queremos
colorir.

Dizemos que uma cor ¢ esta livre em um vértice v, se nenhuma
aresta que incide em v foi colorida com a cor ¢. Observe que em cada
vértice, pelo menos uma cor esta livre. Seja s uma cor livre em x.
O que vamos fazer é construir uma seqiiéncia de vértices y1, o, ..., Yk
adjacentes a x, e uma seqiiéncia de cores tq,t,, ..., 1, tais que a cor t;
estd livre no vértice y;, mas a aresta xy;,; tem cor t;. Suponha que ja
tenhamos os vértices yi,y2,...,y; € as cores ty,ts,...,t;. No maximo
uma aresta xy possui cor ¢;. Se existe tal aresta, entao tomamos y; 1 =
y e tomamos uma cor t;; que estd livre em ;1.

H& dois motivos pelos quais somos obrigados a parar de construir
essas seqiiéncias:

(1) Nao existe aresta incidente a x com cor t;. Nesse caso,
colorimos cada aresta xy; com cor t;, para ¢ < k. E agora,
como tj esta livre tanto em = como em v, podemos colorir a
aresta xy; com cor ty.

(2) Existe algum indice j < k tal que y; possui cor t;. Caso
isso aconteca, pinte cada aresta xy; com cor t;, para i < j.
Nesse ponto, a aresta sem cor ¢ a aresta xy;. Discutiremos
este caso no proximo paragrafo.

Temos entao uma seqiieéncia y;, ...,y e cores tj,...,t;, onde a cor
t; estd livre em y; e estd sendo usada em y; 1. Ademais, y; nao estd
colorido com nenhuma cor e t; esta livre em y; e em y,. Se s estd
livre em y; ou em yj, colorimos a aresta xy; ou xy, com a cor s € o
teorema estd provado. Senao, considere o subgrafo H C G induzido
pelas arestas de cor s e de cor t;. Todos os vértices de H tém grau no
maximo dois (pois incide, no méximo, numa aresta de cor s e numa
de cor t;). Entao as componentes de H sé podem ser circuitos ou
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caminhos. Mas z,y; e y, tém grau no maximo 1 em H, e portanto uma
das duas alternativas abaixo ocorre:

(1) x e y; estao em componentes diferentes de H. Nesse caso,
troque a cor s pela cor tj, nas arestas da componente de H que
contém y;. Assim s serd uma cor livre em z e y;, e portanto
podemos atribuir cor s a aresta xy; que faltava ser colorida.
(2) x e yx estdo em componentes diferentes de H. Nesse caso,
continue a colorir as arestas xy; com a cor t;, j <11 < k. Agora
a aresta nao colorida é a aresta xyg. Troque a cor s pela cor
tx nas arestas da componente de H que contém ;. Assim s
serd uma cor livre em x e y;, e portanto podemos atribuir cor
s a aresta zy; que faltava ser colorida.

Deste modo, acabamos de pintar a tinica aresta nao colorida em G.
E portanto o teorema esta provado. O

Fig. 1: Uma coloragao das arestas do grafo da esquerda necessita apenas de A
cores. Para colorir as arestas do grafo da direita, precisamos de A + 1 cores.

Seja G um grafo. Agora vamos dar a cada vértice v € V(G) uma
lista £(v) de cores permitidas. Dizemos que G é L-colorivel se existe
uma coloragao prépria ¢ tal que p(v) € L(v), para todo vértice v.
O numero lista-cromético, denotado por ch(G), é o menor inteiro k
tal que, quaisquer que sejam as listas atribuidas aos vértices, se todas
elas téem tamanho pelo menos k, entao G é L-colorivel. E obvio que
ch(G) é pelo menos o nimero cromdtico. Mas nao é obvio que ele
pode ser, como de fato é, muito maior que o nimero cromatico. Na
verdade, isso é totalmente contra a nossa intuicao. Se pensarmos que
L =A{Lv) ={1,....,x(G)}: Yv € V(G)} é um conjunto de listas
“viavel”, entdo por que um outro conjunto de x(G)-listas, permitindo
até mais cores do que simplesmente {1,...,x(G)}, ndo seria “vidvel”?
A construcao de um contra-exemplo é razoavelmente simples:



{2,3} {2,3}
{1,3} {1,3}
{1,2} {1,2}

Mais genericamente, podemos construir grafos bipartidos com nu-
mero lista-cromatico arbitrariamente alto. Seja G um grafo (A, B)-
bipartido completo com |A| = |B| = (2]“,;1). Ponha cada k-subconjunto
de {1,2,...,2k — 1} como sendo a lista de algum a € A e de algum
b € B. Dessa forma, pelo menos k cores sao usadas em qualquer colo-
racao dos vértices de A e pelo menos k cores sao usadas em qualquer
coloracao dos vértices de B. Uma cor aparece, entao, em ambas as par-
tes e portanto G nao é L-colorivel. Embora o nimero lista-croméatico
nao esteja relacionado com o nimero cromatico (como acabamos de
ver), o indice lista-cromatico (definido analogamente) parece estar in-
timamente ligado com o indice cromatico.

Conjectura 1 (Conjectura da Lista-Coloragao): Para todo grafo
G, é verdade que ch(G) = X'(G). O

A conjectura é verdadeira para grafos bibartidos como mostra o
Teorema de Galvin abaixo. Para apresentd-lo aqui, precisaremos da
existéncia de emparelhamentos estaveis em grafos bipartidos. A prova
do teorema de Galvin aqui apresentada foi encontrada em [2].

Seja G um grafo (A, B)-bipartido. Considere uma fungao preferén-
cia p,: I'(v) — N para cada vértice v do grafo. Suponha que p, é
injetora para todo v. Se z,y sao vizinhos de v e p,(x) > 1, (y), dizemos
que v prefere x a y. Um emparelhamento M de G é estavel se, para cada
aresta uv € G — M, temos pu,(M(u)) > pyu(v) ou p,(M(v)) > p(u).
Nao é claro que para qualquer grafo bipartido existe um emparelha-
mento estavel. O Teorema de Gale e Shapley mostra que sempre existe
um tal emparelhamento.

Podemos pensar no grafo bipartido como se fosse um conjunto de
rapazes e um conjunto de mogas. Ligamos um rapaz a uma moga por
uma aresta se esse rapaz conhece essa moga (suponha que a relagao de
conhecimento seja simétrica). As fungoes preferéncia de que falamos
acima podem ser interpretadas como a ordem de preferéncia que cada
rapaz tem pelas mocas que conhece e cada moca tem pelos rapazes que
conhece. O fato de que as fungoes preferéncia sao injetoras evita que
ocorram empates na comparacao de duas pessoas conhecidas. A prova
do Teorema de Gale e Shapley que vamos apresentar a seguir é, basica-
mente, a construcao de um algoritmo que devolve um emparelhamento
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estavel. O algoritmo segue as regras antigas da etiqueta: cada rapaz
declara-se a moca de maior preferéncia e cada moca recusa todos os
seus pretendentes exceto aquele que mais lhe agrada. Cada rapaz pre-
terido torna a declarar-se a moca que segue na ordem de preferéncia
até que, em algum momento, ou acha seu par ou fica solteiro de vez.

Teorema 5 (Gale, Shapley): Para toda atribui¢ao de preferéncias
em um grafo bipartido existe um emparelhamento estdvel.

Prova: Seja G um grafo (A, B)-bipartido. Suponha que A seja
o conjunto dos rapazes e B o conjunto das mogas. Seja a” a moca
preferida por a € A que ainda nao o recusou. Seja b o rapaz que mais
agrada b € B e que ja se declarou a b. Note que para qualquer vértice v,
v muda ao longo do algoritmo. No comeco temos um emparelhamento
inicial My = (). Nas iteragoes fmpares 7 (i = 1,3,...), cada rapaz a
declara-se & moca de maior preferéncia. Temos, entdao, um conjunto
de arestas F; = {aa™: a € A} associado as declaragoes. Observe que
M; 1 C F;. Nas iteragoes pares i + 1, cada moca b recusa todos os
pretendentes exceto b*. Temos entdao M;; = {bb* € F;: b € B}.
As arestas de F; que nao estao em M;,; representam encontros “mal-
sucedidos” (para os mogos). Estas arestas nao devem entrar novamente
em nenhum Fj, j > i. De fato, isso nao vai acontecer pois um rapaz
recusado por uma moga jamais torna a declarar-se a ela (no nosso
algoritmo). Cada rapaz declara-se a no maximo |B| mocas e portanto
é recusado no méaximo | B| vezes. Temos entao que o algoritmo termina
apods, no maximo, 2| A||B| iteragoes, quando F; = M; 1 = M.

Para provar que o emparelhamento M devolvido pelo algoritmo é
estavel, tome uma aresta ab € V(G) — M. Se ab ¢ M, entdo a nunca
declarou-se a b ou foi recusado por b. Se a nunca declarou-se a b é
porque casou-se com ¢ e pg(c) > pug(b). Se a foi recusado por b é
porque b casou-se com d e py(d) > pp(a). Portanto M é estavel. O

Dado um grafo (A, B)-bipartido G e um conjunto de fungoes prefe-
réncia {u,: v € V(G)}, chamamos t¢(uv) a soma do nimero de vértices
que u prefere a v com o ntmero de vértices que v prefere a u. Note que
a seguinte relacao é verdadeira:

(1) te(e) —ta-rle) =tu(e) —tu-r(e)

para todo H C G, para todo ' C E(H) e para toda aresta e €
E(H) \ F. Note também que, se M é um emparelhamento estavel,
entao

(2) tg(e) — tG_M(e) Z 1
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para toda aresta e € E(G) \ M.

Teorema 6: Se G € um grafo bipartido e {j,: v € V(G)} é um
conjunto de fungoes preferéncia para os vértices de G, entio L(G) €
L-colorivel se |L(e)| > ta(e) + 1 para toda aresta e € E(G).

Prova: Vamos provar por indugao no ntimero de arestas do grafo.
Se E(G) = () entao nao ha nada a fazer. Temos que provar que, para
qualquer escolha das listas L(e), com |L(e)| > tg(e) + 1 para todo
e € E(G), L(G) é L-colorivel. Tome as listas L£(e) com exatamente
ta(e) + 1 cores. Seja I o conjunto das arestas em cuja lista aparece
uma certa cor i. Pelo Teorema de Gale e Shapley, o grafo H := G[I]
gerado pelas arestas em [ tem um emparelhamento estavel M. Tome
G’ = G— M. Vamos provar que G’ tem uma L'-coloracao, onde L'(e) =
L(e) \ {i}. Para isso, basta provar que |L(e)| > te(e) + 1 para toda
aresta e € E(G') e aplicar a hip6tese de indugao. Note que, se e & I,
entao L'(e) = L(e) > tg(e) +1 > ter(e) + 1. O caso relevante é, entao,
e € I — M. Observe, por (1) e (2), que

tg(e) - tG7M<€) = tH(e) — tH,M(e) 2 1
para toda aresta e € [ — M. Assim,
1L(e)] = |L(e)| =1 = ta(e) = tar(e) +1

para toda aresta e € I — M. Por indu¢ao no nimero de arestas, L(G’)
é L'-colorivel. Podemos completar uma tal coloracao pondo cor ¢ nas
arestas de M. Desse modo temos que L(G) é L-colorivel. O

Teorema 7 (Galvin): Se G € um grafo (A, B)-bipartido, entdo
ch(G) = X'(Q).

Prova: Fixe uma coloragdo ¢ de L(G) com x'(G) cores. Atribua
preferéncias da seguinte maneira: um vértice a € A prefere um vizinho
b € B a um vizinho ¢ € B se ¢(ab) > ¢(ac); um vértice b € B
prefere um vizinho a € A a um vizinho ¢ € A se p(ba) < p(bc). Desse
modo, a funcao tg(e) < x'(G) — 1 para toda aresta e € E(G). Assim,
para qualquer escolha das listas L(e) com |L(e)| > x(L(G)), o teorema
anterior garante que L(G) é L-colorivel. O

Um outro problema em coloracao de grafos é o problema da colo-
racao total. Uma coloracao total de um grafo G é uma atribuigao de
cores aos seus vértices e arestas, de modo que elementos adjacentes ou
incidentes tenham cores diferentes. Um limitante 6bvio para o niimero
cromatico total (denotamos x,(G)) é dado pelo algoritmo guloso de co-
loracao de vértices e pelo teorema de Vizing: 2A + 2. Algumas secoes
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adiante veremos limitantes bem melhores, mas que ainda ficam longe
do valor conjecturado.

Conjectura 2: Para todo grafo G, xr(G) < A+ 2. O

Note que se a Conjectura 1 for verdadeira, entao esta conjectura
é “quase” verdadeira: x,(G) < A + 3. Para ver isso pinte os vértices
de um grafo usando A + 3 cores. Para cada aresta terfamos uma lista
de tamanho A + 3 — 2 cores. Sob a hipétese de que Conjectura 1 é
verdadeira, podemos colorir as arestas do grafo respeitando essas listas.

Recentemente B. Reed provou que é possivel colorir qualquer grafo
totalmente com apenas A+ 500 cores. Este é o resultado mais préoximo
da conjectura que temos até o presente momento.

4. Ferramentas Probabilisticas

Esta secao tem por tnica finalidade lembrar o leitor de algumas
nogoes basicas de probabilidade e introduzir algumas ferramentas que
serao usadas mais a diante. Nenhum resultado sera demonstrado.

Um espago de probabilidade é um par ordenado (€2, Pr), onde Q é
um conjunto chamado espago amostral e Pr: @ — [0, 1] é uma funcao

satisfazendo:
Y Pr(w)=1.

we
Nos exemplos desta monografia, vamos considerar somente a distribui-
¢ao uniforme de probabilidades que significa Pr(w) = 1/|Q| para todo
w € Q. Um evento é um subconjunto A € §2. Extendemos a fungao Pr
para todo evento A C €2 da seguinte maneira:

Pr(A) =) Pr(w).

w€eA

Uma propriedade que vamos usar muito ¢ a cota da uniao:

Pr( CJ Ai) < i Pr(A)).

Um evento A é mutuamente independente de um conjunto de outros
eventos £ se para todo F C &, temos

Pr(Am N B)/Pr( N B) — Pr(A),

isto é, a probabilidade condicional de A dado que ocorreram todos os
eventos em F é a mesma probabilidade de A.
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Uma varidvel aleatéria X sobre um espago de probabilidade (€2, Pr)
é uma funcao X: Q2 — R. Seja Qx o conjunto de valores que a
funcao X pode assumir. A varidvel aleatéria X define um espaco de
probabilidades (Qx, Pry) onde, para cada x € Qx,

Prx(z) = Z Pr(w).

we, X (w)=x

A esperanga da variavel aleatéria X, denotamos por E(X), é uma média
ponderada dos valores assumidos por X:

E(X) =) Prw)X(w).

we

A propriedade da linearidade da esperanca também sera bastante em-
pregada ao longo do nosso texto:

Mipﬁzim&)

O principio do primeiro momento resume-se no seguinte fato: se a
média de n valores reais vy, ...,v, é v, entao existe um indice ¢ tal que
v; > v. Equivalentemente, se E(X) <, entao Pr(X <t) > 0.

Se X ¢é soma de n variaveis aleatérias {0,1}, cada qual é 1 com
probabilidade p e 0 com probabilidade 1 — p, entao dizemos que X
possui distribuicao binomial com parametros n e p. O limitante de
Chernoff nos da uma medida de quao concentrada X esta de sua média
E(X) = np:

Pr(|X —np| > t) < 2¢ /3.

Vamos nos referir genericamente a uma varidvel binomial com parame-
tros n e p escrevendo BIN(n, p).

Uma outra ferramenta til é o Lema Local de Lovész. Suponha
que temos um conjunto £ de eventos “ruins” que queremos evitar, e
que cada evento A € £ é mutuamente independente de todos os outros
eventos exceto um numero limitado d deles. Se conseguirmos limitar a
probabilidade dos eventos ruins, digamos Pr(A) < p para todo A € &,
e se 4pd < 1, entao com probabilidade positiva nenhum dos eventos em
& ocorre. Isto é, existe w € () tal que

we | JA
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5. Numero lista cromatico

Ja vimos que o nuimero lista-cromatico nao esta relacionado com o
numero cromatico. A seguir, vamos apresentar um teorema de Alon que
mostra que o niimero lista-cromatico esta relacionado com o niimero de
coloracao, isto é, se um deles cresce, entao o outro também cresce, ainda
que em “velocidades” diferentes. A demonstragao apresentada aqui
foi encontrada em [1] e difere ligeiramente da contida na bibiografia
estudada [3]. Podemos concluir, pelo método da coloragao gulosa, que
ch(G) < § + 1. Obviamente, todo grafo G possui um subgrafo H com
grau médio d pelo menos B (G). Para um tal subgrafo, o Teorema de
Alon afirma que

i) <a (G Joe2(Gian )
Como ch(H) < ch(G), temos que

o= (T4

Fazendo as contas (que nao vamos fazer), podemos obter que ch(G) =

Q(log 0/ loglog §).

Lema 8: Se G € um grafo simples com grau médio pelo menos d,
entao eziste um subgrafo bipartido H C G tal que §(H) > d /4.

Prova: Primeiramente, podemos jogar fora os vértices de G que
possuem grau menor ou igual a d/2. Note que, ao eliminarmos um
vértice v desse tipo, o novo grau médio d’ nao diminui:

g Puev(e) ) —2d(v)  nd —2d(v) _ nd—d _ B

n—1 n—1 “n—1

Chame G’ ao grafo resultante. Agora tomamos H C G’ como sendo
um subgrafo bipartido gerador com o maior nimero de arestas possi-
vel. O subgrafo H possui grau minimo §(H) > d/4, caso contrario, seja
v € H um vértice com grau menor que d/4 (em H). Como v € V(G’)
e 6(G") > d/2, temos que passando v para a outra parte de H, aumen-
tamos o nimero de arestas de H: absurdo. Assim, H C G’ C G é um
subgrafo bipartido de G com grau minimo pelo menos d/4. U

Teorema 9 (Alon): Seja G um grafo simples com grau médio pelo
menos d. Se s € um inteiro e

4 4
d>4(8 )logQ(s ),
s s
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entdo ch(G) > s.

Prova: Seja H C G um subgrafo (A, B)-bipartido com grau mi-
nimo pelo menos d/4 como garante o lema. Suponha, sem perda de
generalidade, que |A| > |B|. Vamos atribuir listas de cores £(v) a cada
vértice v € V(H), cada uma delas com tamanho s. Se conseguirmos
fazer isso de modo que H nao seja L-colorivel, entao teremos provado
que ch(H) > s. Note que isso é suficiente para provar o teorema pois

ch(G) > ch(H) > s.

As cores serdo tomadas do conjunto {1,2,...,s*}. Primeiramente, va-
mos sortear uma s-lista £(b) uniformemente e independentemente para
cada vértice b € B. Chamamos um vértice a € A de ruim, se

(s
U e - ("1,

isto ¢, se cada um dos possiveis s-subconjuntos de [s?] aparecer como
lista de algum vizinho de a. Seja X, a variavel aleatoria

1 sea éruim,
«X% - L,
0  caso contrario.

Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero de vértices ruins
em A. Podemos estimar a probabilidade de X, = 1:

Pr(X,=1)=1-Pr(X,=0)
>1— > Pr(W#L(b) VbeT(a))

WC[s1],[W|=s

()

Vamos usar agora a desigualdade bem conhecida (1 —x) < e™*. Como
dg(a) > d/4, podemos escrever:

Pr(X,=1)>1— (584) exp{ - (S:)_l (S:> 10g2(5:>}
=1-1/2=1/2.

Assim, a probabilidade de um vértice a € A ser ruim é maior que 1/2.
Pela linearidade da esperanca temos:

E(X) = E<Z Xa> =Y E(X.) > |42

acA a€A



5. NUMERO LISTA CROMATICO 15

Entéo, a esperanca de vértices ruins em A é maior que |A|/2. Pelo
método do primeiro momento, podemos afirmar que existe uma atribui-
cao de listas aos vértices em B tal que existem mais que |A|/2 vértices
ruins em A. Fixe uma tal atribuigao de listas e chame-a Lg.

O que vamos fazer agora é achar uma atribuicao de listas £, para
os vértices de A de forma que qualquer L-coloragao de H, L = LAULp,
nao é prépria. Sorteie listas £(a) independentemente e uniformemente
para os vértices de A, exatamente como fizemos para a parte B. Fixe
uma L g-coloracao g dos vértices em B. Para cada vértice ruim a € A,
no maximo s — 1 cores podem ser colocadas em a sem que entrem em
conflito com as cores ja postas nos vizinhos de a (por ¢p): se tomamos
s cores quaisquer, digamos ¢y, . . ., ¢5, entao uma delas esta sendo usada
no vizinho b de a que possui lista de cores Lg(b) = {c1,...,cs}.

Assim, para que possamos L-colorir H, é preciso que a lista de cada
vértice ruim contenha pelo menos uma cor “compativel” com pp. Seja
a variavel aleatoéria:

v 1 se L(a) tem uma cor “compativel” com ¢p,
a — s
0  caso contrario.

Podemos limitar Pr(Y, = 1) da seguinte forma:
4
(s =DES) _ss—1)
Pr(Y,=1) < (54) =—a < 1/s°.
Como temos k > |A|/2 vértices ruins em A, a probabilidade de que
todos eles tenham uma cor “compativel” em suas listas € menor que

(1/32)k < (1/82)\A|/2 _ 1/S|A\ < 1/8‘3‘,

e portanto, a probabilidade de que possamos estender pp a uma L-
coloracdo de H e menor que 1/s!Bl. Mas temos s/Zl maneiras de escolher
a Lp-coloracao ¢p. Assim, a probabilidade de que H seja L-colorivel
¢ menor que

L os_
S1B]

Se a probabilidade de H ser L-colorivel é menor que 1, entao existe
um modo de escolher as listas para a parte A de modo que H nao
seja L-colorivel. Fixe um tal conjunto de listas e dé nome £,4. Ponha
L =L4ULp. Sabemos que H nao é L-colorivel, portanto ch(H) > s
e o teorema esta provado. O

A conjectura a seguir é bem forte, e envolve apenas a estrutura
de interseccao das listas associadas aos vértices, e nao o tamanho das
listas.
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Conjectura 3: Seja G um grafo e, para cada vértice v € V(G),
seja L(v) uma lista com pelo menos ¢ cores disponiveis para v. Se para
todo v, cada cor da lista L(v) estd na lista de no mdzimo € —1 vizinhos
de v, entao G é L-colorivel. 0

A seguir temos um teorema que é, no fundo, uma versao mais fraca
da conjectura.

Teorema 10: Seja G um grafo e, para cada vértice v € V(G), seja
L(v) uma lista com pelo menos ¢ cores disponiveis para v. Se cada cor
em L(v) aparece na lista de no mdximo €/8 vizinhos de v, entio G €
L-colorivel.

Prova: Podemos truncar as listas para que possuam todas tamanho
¢. A seguir, sorteamos para cada vértice uma cor de sua lista. Suponha
que a escolha é uniforme e independente para cada vértice do grafo.
O que nos incomoda é se, por azar, sorteamos a mesma cor para as
duas pontas de uma mesma aresta. Temos que evitar, entao, todos
os eventos ruins da forma A.;, que significam dar a cor ¢ a ambas
as pontas de e. A probabilidade de um tal evento é p = 1/¢% Se
e = uv, A.; é dependente apenas dos eventos em S, = {Af;:j €
L(u),u é ponta de f} U{Ar;: j € L(v),v é ponta de f}. Como L(u)
tem apenas /¢ cores e cada uma dessas cores aparece em no maximo ¢/8
vizinhos, temos que d = |S.| < ¢?/8 + ¢?/8 = (*/4. Protanto, 4pd < 1,
e pelo Lema Local de Lovasz, existe uma L-coloracao de G. l

6. Coloragao total de grafos

A seguir vamos apresentar dois limitantes para o nimero cromatico
total. Todos os resultados foram retirados de [3].

Teorema 11: Para todo grafo G, x,r(G) < A+ [logn] + 3.

Prova: Fixe uma (A + 1)-coloragdo o das arestas, isto é, um con-
junto de emparelhamentos disjuntos {M;, Ms, ..., Ma,1} cobrindo as
arestas do grafo como garante o Teorema de Vizing. Escolha uma
(A + 1)-coloragao ¢ dos vértices como garante o Teorema de Brooks.
Considere todas as (A + 1)-coloragdes @1, @, . .., P(at+1) que sao obti-
das de ¢ permutando-se as classes de coloragao (os nomes das cores).
Note que sempre podemos escolher a coloracao ¢ de modo a usar todas
as (A + 1) cores disponiveis. Isso evita que existam duas coloragoes ¢;
e pj, © < J, que sejam ideénticas.

Ao escolhermos uma coloragao ; para os vértices, algumas ares-
tas podem ficar conflitantes porque receberam a mesma cor que uma
de suas pontas. Seja R; o grafo de rejeicao da coloracao y;, isto é,
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o subgrafo de G gerado pelas arestas em {xy: zy € M; e ¢;(z) =
J ou ¢;(y) = j}. Vamos provar que é possivel escolhermos uma colora-
¢ao p; de modo que o nimero maximo de arestas conflitantes incidentes
a qualquer vértice seja no maximo [ = [logn] + 1. Ou seja, R; tem
grau maximo [. Se conseguirmos fazer isso, basta usarmos [ + 1 novas
cores para recolorir as arestas de R; (Teorema de Vizing) e o grafo ja
estara totalmente (A + [logn] + 3)-colorido.

Sorteie uma coloragado ¥ = ¢; uniformemente dentre as (A + 1)!
coloragoes acima consideradas. Note que apenas uma aresta em 0(v)
pode ser conflitante porque recebeu a mesma cor que v. Todas as de-
mais arestas conflitantes em 0(v) sdo assim porque receberam a mesma
cor que suas respectivas outras pontas. Considere o seguinte evento
X,: existem [ arestas em 0(v) que conflitam com suas respectivas ou-
tras pontas. Nossa estratégia sera limitar a probabilidade desse evento
e aplicar a Desigualdade de Markov.

A probabilidade de que todas as arestas em {vuy, vus, ..., vy} se-
jam conflitantes (ndo por causa de v) é zero se dois desses vértices
possuem a mesma cor por . Sendo, (A — [+ 1)!/(A + 1)! é a probabi-
lidade. Pela cota da uniao, podemos limitar a probabilidade de algum
[-subconjunto de d(v) ser um conjunto de arestas todas conflitantes
com as respectivas outras pontas:

A (A-=I+1)! 1
Q)(A+m S
Mas ! = ([logn]+1)! é maior que n se n > 3. Para ver isso basta uma
aplicagao simples do fato que logn! = O(nlogn). Entao a probabili-
dade de que algum [-subconjunto de d(v) seja um conjunto de arestas
todas conflitantes é menor que 1/n. Pela linearidade da esperanga e
pela Desigualdade de Markov, a probabilidade de que para nenhum
vértice v do grafo, algum Il-subconjunto de 0(v) seja um conjunto de
arestas todas conflitantes, é maior que zero. Assim existe uma colora-
cao ¢; tal que 6(R;) < I. Usando apenas [ + 1 novas cores podemos
colorir totalmente o grafo G, e portanto, x,(G) < A+ [logn]| +3. O

Teorema 12: Para todo grafo G com A suficientemente grande,
temos xp(G) < A+ 2A7,
Prova: Fixamos, inicialmente, uma (A + 1)-coloragdo o das ares-

tas, isto é, um conjunto de emparelhamentos disjuntos My, ..., Ma
cobrindo todas as arestas (suponha que « usa cores de {0,1,...,A}).
A+ Af
Sejam k= [A3] e [ = {7J
j [A5] T
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Vamos particionar os vértices de G em k classes V1, ..., V} tais que cada
vértice v € V(G) tem menos que [ vizinhos em cada classe. Queremos
colorir cada classe ¢ usando as cores em C; = {(: —1),...,il —1}. Isso
produziria uma kl coloragao total de G, mas podem haver conflitos com
as cores das arestas. Dizemos que uma aresta e é conflitante se e € M;
e uma das pontas de e recebeu uma cor que esta em C;. Note que
uma aresta pode ser conflitante mesmo que receba uma cor diferente
das cores usadas em suas pontas. Vamos definir “conflito” assim, para
facilitar a analise.

Temos que provar, entdo, que é possivel particionar V(G) em k
classes V1, ..., Vi de forma que:

(i) para cada vértice v e classe 7, |V; N T'(v)| < I;
(i) para cada vértice v, existem no maximo A1 — 2 arestas uv
tais que u € V; e uv tem uma cor em Cj.

Note que isso basta para podermos colorir o grafo com o nimero de
cores que gostariamos: colorimos os vértices de cada classe com [ cores;
os vértices todos ficam, entao, coloridos com no maximo kl < A + Al
cores; as arestas estao coloridas com A+1 cores (as mesmas usadas nos
vértices) e temos no maximo A1 —1 arestas conflitantes incidentes em

cada vértice (A% — 1 arestas pois possivelmente existe uma aresta que
recebeu a mesma cor que v). Podemos entao colori-las com no méaximo
A novas cores (pois o grafo gerado pelas arestas conflitantes tem grau
no méximo A1 — 1), assim conseguimos uma coloracao total de G que
usa no maximo A + 2A71 cores.

Para provar a existéncia de uma particao satisfazendo (i) e (ii),
vamos sortear a classe de cada vértice uniformemente e independente-
mente. Seja A,; o evento “ruim” em que o vértice v possui pelo menos
[ vizinhos na classe i (viola a condigao(i)). Seja B, outro evento ruim
em que o vértice v viola a condigao (ii). Se conseguirmos evitar todos
os eventos A,; e todos os eventos B,, entao estamos feitos. Vamos
primeiro limitar a probabilidade desses eventos usando o limitante de
Chernoff. Note que o niimero de vizinhos de um vértice que caem numa
dada classe é a soma de A varidveis {0, 1}. O ntimero arestas da forma
uv que receberam uma cor i e u € V; também. Assim, temos:

1\ _ A4 Al
)= =)

Pr(A,) = Pr(BIN(a, 1) > 1) < Pr(BIN(, "

< Pr<‘BIN<A, %) . %‘ > A%) < 2exp{ — Al /3A%)
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1
Pr(B,) = Pr (BIN <A, E) Af - 1)

Al_A ~1A3
AL AY e

<Pr< 7

BIN (A, %)

As probabilidades de ambos os eventos decrescem exponencialmente

1
com A e sa0 no maximo p = 2e7 340 Agora vamos limitar a depen-
déncia dessas variaveis para poder aplicar o Lema Local de Lovasz.
Repare que A, ; e B, sao mutuamente independentes de todos os even-
tos A, ; e B, se o vértice u se encontra a uma distancia pelo menos
3 de v. Assim, cada evento ruim é independente de todos exceto no
maximo d = 2((k + 1)A% + A) + 1 < A? eventos. Mas 4pd < 1 para
delta suficientemente grande. Entao, pelo Lema Local, sabemos que
existe um modo de escolher a particao Vi, ..., V, de modo a satisfazer
as condigdes (i) e (ii). E, portanto, é possivel colorir G totalmente com
A+ 2A1 cores, desde que A seja suficientemente grande. O
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