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Resumo

Sejam Z o conjunto de todos os nimeros inteiros e ZT = {1,2,3,...} o
conjunto de todos os ntimeros inteiros positivos. Dado um conjunto D C Z™,
o grafo-distancia sobre Z definido por D é o grafo sobre Z cujo conjunto de
arestas é {{a,b} C Z: |a—b| € D}. Esse grafo é denotado por Z(D) e dize-
mos que D é o conjunto-distancia do grafo Z(D). Agora, se G é um grafo e
x um cardinal, uma coloragao (dos vértices) de G com k cores é uma fungao
v : V(G) — K, onde K é qualquer conjunto satisfazendo |K| = k. Ainda,
uma tal coloragao é apropriada se v(x) # (y) para todos z,y € V(G) que
sao adjacentes em G. O nimero cromdtico de G é o menor cardinal x(G)
tal que existe uma coloragao apropriada de G com x(G) cores.

A maior parte dessa dissertacao consiste em uma exposicao dos resulta-
dos gerais mais importantes conhecidos atualmente que tratam do cédlculo de
X (Z(D)) para diversos tipos de conjuntos D C Z*. Nés mostraremos ainda
o calculo de outros tipos de niimeros cromaticos no caso de grafos-distancia
sobre Z e também algumas das propriedades dos chamados Grafos de Rado,
sendo uma delas a que diz que eles sao grafos-distancia sobre Z que tém
numero cromatico infinito.

Abstract

Let Z be the set of all integers and ZT = {1,2,3,...} the set of all
positive integers. Given a set D C ZT, the distance-graph on Z defined by
D is the graph on Z whose edge-set is {{a,b} C Z : |a — b| € D}. This
graph is denoted by Z(D) and we say that D is the distance-set of the graph
Z(D). Now, if G is a graph and & a cardinal number, then a coloring of (the
vertices of) G with k colors is a function 7 : V(G) — K, where K is any set
satisfying |K| = k. Moreover, such a coloring is appropriate if vy(x) # ~(y)
for all z,y € V(G) which are adjacent in G. The chromatic number of G is
the least cardinal number x(G) such that there is an appropriate coloring
of G with x(G) colors.

The major part of this Master’s dissertation consists of an exposition of
the most important general results known to date which deal with the com-
putation of x (Z(D)) for a variety of sets D C Z*. Moreover, we will show
the computation of other types of chromatic numbers in the case of distance-
graphs on Z and also some properties of the so-called Rado’s Graphs, inclu-
ding the one that says that they are distance-graphs on Z with an infinite
chromatic number.
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Introducao

Uma area de pesquisa recente trata dos chamados grafos-distancia sobre
0s inteiros. Dado um conjunto (finito ou infinito) D C ZT = {1,2,3,...},
seja Z(D) = (V, E) o grafo-distancia sobre Z definido por D, ie., V = Z
e B = {{a,b} C Z : d(a,b) = |a —b] € D}. Um dos parametros es-
tudado por vérios pesquisadores é o nimero cromético de Z(D) que, por
simplicidade, denotaremos por (D). Gostariamos de ressaltar que nao é
nada trivial dizer quanto vale x(D), mesmo quando D tem poucos elemen-
tos. Por exemplo, o caso |D| = 3 (o primeiro caso nao-trivial) ji apresenta
dificuldades consideraveis e sé recentemente esse caso foi resolvido comple-
tamente, por Zhu [38]. Apesar de nao apresentarmos a demonstragao desse
resultado (que é bastante técnica), alguns comentérios relevantes acerca dele
serao feitos no Capitulo 9.

Agora, para algumas classes naturais de D’s se conhece x(D) exata-
mente. Por exemplo, Kemnitz e Marangio [22] calculam x(D) quando D
é uma progressao artimética e Chappell [6] mostra como se calcula x (D)
quando D é uma cadeia de divisao (o que inclui o caso de D ser uma pro-
gressao geométrica). Nds mostraremos esses resultados no Capitulo 2.

Um lema simples do Capitulo 1 nos diz que se D C Z é um conjunto
finito, entdo x(D) < |D|+ 1. Uma questdo que surge naturalmente entao
é: para quais D’s infinitos temos (D) finito? Katznelson [21] e Ruzsa et
al. [30] obtiveram os critérios mais gerais conhecidos que decidem se um dado
D C Z" com |D| = oo satisfaz x(D) < oo ou x(D) = oco. Em particular, em
ambos 0s casos os autores mostraram que se uma sequéncia D = {d;} C Z*
é lacundria, i.e., se existe um real € > 0 tal que inf;>1{d;+1/d;} > 1+e€, entdo
X(D) < co. Entretanto, os métodos usados por eles diferem bastante. Katz-
nelson reduz a questao ao estudo de sistemas dindmicos em espacos métricos
compactos, enquanto que Ruzsa et al. utilizam somente construgoes elemen-
tares. Nao obstante isso, a prova de Ruzsa et al. nos fornece uma cota
superior para x(D) (em termos de inf;>1{d;i+1/d;}), o que nao ocorre com
a de Katznelson (pelo menos nao diretamente), como é usual em resulta-
dos dindmicos desse tipo. Esses critérios serao vistos detalhadamente nos
Capitulos 5 (Secoes 5.1 e 5.2) e 8, respectivamente. Ainda, um problema
em aberto bastante interessante nessa linha foi mencionado por Ruzsa et al.
e sera comentado no Capitulo 9.

Um outro critério de Ruzsa et al. nos diz que se ¢ é uma sequéncia
ndo-crescente de reais positivos com ¢; — 0, entdo existe uma sequéncia
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D = {d;} C Z" com x(D) = oo que é ¢;-subexponencial, i.e., que satisfaz
dit1/d; > 1+ €, para todo i. A demonstracao que os autores dao para esse
resultado é curta e completamente elementar (eles acabam na verdade por
construir uma tal sequéncia). Uma pergunta natural que aparece entao é:
esse resultado continua valendo quando a sequéncia ¢; > 0 é qualquer, i.e.,
nao necessariamente nao-crescente? Na Secao 8.2, veremos que um colorario
imediato do critério acima mostra que essa pergunta tem resposta afirmativa
e elementar (veja o Corolério 8.2.2). J& nos Capitulos 6 (Segoes 6.1 € 6.2) e
7, nés veremos uma série de resultados que fornecerao uma segunda prova
disso. Entretanto, nesse caso a prova estd bem longe de ser curta e ele-
mentar! Para que o leitor tenha uma idéia, ela envolve, entre outras coisas,
o Principio da Correspondéncia de Furstenberg e sequéncias de Poincaré,
uma versao do Teorema Espectral, uma demonstracao de uma versao do Te-
orema Ergddico devida a von Neumann, o Critério de Weyl sobre sequéncias
uniformemente distribuidas médulo 1 (que estd relacionado ao Teorema de
Stone-Weierstrass) e uma bela construgao probabilistica devida a Ajtai et
al. [1]. Esse “longo” caminho foi descrito por Weiss [35]. Como mencio-
namos, de fato ndo é necessario percorrer esse caminho todo para dar uma
resposta afirmativa a pergunta acima. Entretanto, os teoremas do final do
Capitulo 7 nos dizem que esse caminho nao foi percorrido em vao. Aqueles
resultados todos serdo usados para mostrar que existe um grafo-distancia
sobre Z com nimero cromético infinito que nao contém triangulos (ou, mais
geralmente, que nao contém circuitos de tamanho menor ou igual a [, qual-
quer que seja [ > 3 fixado).

Na Secao 6.3, nés trataremos brevemente das sequéncias de Fermat,
ou seja, das sequéncias das m-ésimas poténcias F,, = (n™ : n > 1),
m = 1,2,.... N6s mencionaremos um conhecido resultado de Bergelson e
Leibman [3] que, em particular, diz que todas essas sequéncias tém nimero
cromatico infinito e forneceremos uma demonstracao, devida a Walters [34],
de como o caso particular x(F») = oo ji segue do famoso Teorema de Van
der Waerden sobre progressoes aritméticas em particoes finitas dos inteiros.

No Capitulo 3, nés iremos calcular outros ntimeros crométicos, a sa-
ber, o nimero-aresta-cromético, o nimero-total-cromatico, o nimero-aresta-
escolha e o niimero-total-escolha de grafos-distancia sobre Z. Um fenémeno
interessante que ocorre é que, apesar de esses outros numeros cromaticos
terem definicbes bem mais complicadas do que o nimero cromatico pro-
priamente dito, obteremos o valor exato desses niimeros cromaticos para
absolutamente todos os grafos-distancia sobre Z (o que ainda nao estd nem
perto de acontecer para x(D)). Além disso, esses cédlculos mostram que
os grafos-distancia sobre Z sao grafos que verificam trés importantes con-
jecturas a respeito desses outros niimeros cromaticos. Esses resultados sao
devidos a Kemnitz e Marangio [23].

No Capitulo 4, nés iremos expor algumas propriedades que os chama-
dos Grafos de Rado possuem. Esses grafos surgiram do estudo de grafos
aleatdrios sobre conjuntos enumeraveis infinitos. O interesse para nds é que
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uma dessas propriedades diz que esses grafos sao grafos-distancia sobre Z
com numero cromético infinito. As propriedades que mostraremos sdo de-
vidas a Cameron [5] e Rado [29].

No Capitulo 9, além de fazer uma série de comentarios sobre alguns
dos resultados mostrados, nés também iremos incluir alguns teoremas, con-
jecturas e problemas que nao foram mencionados nos capitulos anteriores
(mas que nem por isso deixam de ter a sua importancia). Por exemplo, na
Secao 5.3 do Capitulo 5, nés mostraremos que, para todo k € Z™, existe
uma sequéncia com ndmero cromético no méximo k2 que é k-universal, i.e.,
que contém (a menos de um miltiplo) todas as sequéncias finitas que tém
numero cromético no maximo k. Esse resultado é devido a Katznelson [21].
Agora, uma conjectura proposta por Chappell [6] é ligeiramente relacionada
a esse resultado e serd portanto mencionada no Capitulo 9.

Na Segao 1.1 do Capitulo 1, nés estabeleceremos as notagoes e definigdes
gerais que serao usadas ao longo dessa dissertacao. Esses conceitos sao
bastante conhecidos, de forma que o leitor pode, se assim o desejar, passar
diretamente para os resultados de carater geral da Secao 1.2.

Nés abreviaremos ‘se, e somente se’ por ‘sse’ e o simbolo [ indicard o
término (ou auséncia) de uma demonstragao. Boa leitural

OBS: Noés gostariamos de observar que algumas vezes a referéncia a um
resultado indica somente a fonte que utilizamos e nao que ele é devido ao
autor citado. Uma consulta a referéncia deverd tirar qualquer davida que o
leitor possa vir a ter nesse sentido.

PS: Nés gostariamos de registrar aqui um agradecimento especial aos
membros da banca Gugu e Tausk por colaboragoes importantes que foram
incorporadas a esse trabalho, especialmente no que diz respeito aos Co-
rolarios 7.5 e 8.2.2 e aos resultados do final do Capitulo 7. Durante a ar-
guicao, o Gugu observou que o Corolario 7.5 segue imediatamente como
consequéncia do Teorema 8.2.1 (veja o Corolério 8.2.2, que diz exatamente
a mesma coisa que o Corolario 7.5). Ainda durante a arguicao, o Gugu
sugeriu um tipo de resultado (Teorema 7.12) que fizesse uso entao dos resul-
tados da Segao 6.2 e do Capitulo 7, esbocando rapidamente um argumento.
Logo apds a defesa, o Tausk teve a gentileza de nos entregar um texto de
sua autoria com todos os detalhes da demonstracao feitos. Esse teorema
nos dé entao uma justificativa concreta para a exposicao dos interessantes
resultados da Secao 6.2 e do Capitulo 7.



CAPITULO 1

Notacoes e Lemas Gerais

1.1. Notacoes e Definigoes

Nessa sec¢ao, estabeleceremos algumas notagoes, definigoes e convengoes
gerais que serao usadas ao longo desse trabalho. Notacoes e definigbes mais
especificas aparecerao nos capitulos pertinentes.

N ={0,1,2,3,...} representard o conjunto de todos os nimeros inteiros
nao-negativos.

Z+ ={1,2,3,...} representara o conjunto de todos os ntimeros inteiros
Ppositivos.

Z={...,—-2,—-1,0,1,2,...} representard o conjunto de todos os niimeros
inteiros.

Q={a/b:a,beZ,b+# 0} representara o conjunto de todos os niimeros
TaCciONais.

R representara o conjunto de todos os niimeros reais e C representara o
conjunto de todos os nuimeros complezos.

Para todo N € Z*, [N] = {1,2,...,N} representard o conjunto de
todos os inteiros entre 1 e N. Mais geralmente, dados L e R em Z com
L < R, denotaremos por [L,R] o intervalo inteiro entre L e R, ou seja,
[L,R] ={m € Z: L <m < R}. Como é usual, se a,b € R, [a,b] também
denotard um intervalo (fechado) em R, i.e., [a,b] = {x € R:a < x < b}.

O tamanho de um conjunto X serd denotado por | X| ou # X e diremos
que X é enumerdvel se | X| < |N|. Ainda, dado k € N, diremos que Y é um
k-subconjunto de X se Y C X e |Y]| = k.

Por grafo entenderemos um grafo simples e nao-orientado. Mais pre-
cisamente, um grafo G é um par ordenado (V, E), onde V é um conjunto
(qualquer) e E é um subconjunto do conjunto de todos os 2-subconjuntos
de V. Sem perda de generalidade, suporemos ainda que VN E = (). Os
elementos de V' ser@o chamados de vértices (de G) e os elementos de F serao
chamados de arestas (de G).

Dado um grafo G, o conjunto dos vértices de G serd denotado por
V(G) e o conjunto das arestas de G serd denotado por E(G), ou seja,
G = (V(G),E(G)). Se xz,y € V(G) sao tais que e = {z,y} € E(G), entao
diremos que os vértices x e y sao adjacentes (em G) ou ainda que a aresta
e liga os vértices z e y (em G). Ainda, diremos que duas arestas de G sao
adjacentes se elas tém exatamente um vértice em comum.
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Fixado um conjunto V, diremos que um grafo G é um grafo sobre V se
V(G) = V. Ainda, G sera dito finito (infinito) se G é um grafo sobre um
conjunto finito (infinito).

Se G é um grafo e x é um vértice de G, entao o grau de x (em G) é o
#{y € V(G) : y é adjacente a z em G}. Note que, por defini¢ao, um grafo
nao tem lagos (vértices que sao adjacentes a si mesmos).

Diremos que um grafo G é completo se quaisquer dois vértices de G sao
adjacentes. Mais geralmente, diremos que G é um grafo reqular se todos os
vértices de G tém o mesmo grau (em G).

Diremos que um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G)
e E(H) C E(G). Ainda, dado W C V(G), o subgrafo de G induzido por W
¢é o subgrafo de G que tem como conjunto de vértices W e como conjunto
de arestas {{z,y} € E(G) : x,y € W}. Esse grafo serd denotado por [W]a
(ou simplesmente por [W] se o grafo G estiver subentendido).

Dado um grafo G, um conjunto I C V(G) sera dito independente se
E([I]g) = 0, i.e., se quaisquer dois vértices em I nao sao adjacentes em G.
Ainda, pomos a(G) = sup{|I| : I C V(G) é independente}. Diremos que
a(G) é o nimero de independéncia de G.

Diremos que dois grafos G e G’ sao isomorfos se existe uma funcao bi-
jetora f: V(G) — V(G’) tal que = e y sdo adjacentes em G sse f(z) e f(y)
sao adjacentes em G’. Uma tal funcao serd chamada de um isomorfismo
entre os grafos G e G'. Em geral, grafos isomorfos serao considerados como
sendo o mesmo grafo.

Dados um grafo G e z,y € V(G), um passeio de z a y (em G) é uma
sequéncia finita de vértices x1,xo,...,xp_1,2x (kK > 1) tal que 7 = =,
xp =y e, paratodo i € {1,2,... .k — 1}, {zs,zit1} € E(G). Diremos que
um grafo G é conexo se, para quaisquer dois vértices x e y de G, existe um
passeio de z a y em . Ainda, dado um vértice z de G, a componente conezxa
de G que contém z é o subgrafo de G induzido pelo conjunto dos vértices w
para os quais existe um passeio de z a w (em G).

Dados um grafo G, um cardinal k e um conjunto K com |K| = k, uma
fungao v : V(G) — K serd chamada de uma coloragdo (dos vértices) de
G com k cores ou simplesmente de uma x-coloragdo de G. Ainda, diremos
que uma tal coloracao é apropriada se v(x) # v(y) para todos z,y € V(G)
que sao adjacentes em G. O numero cromdtico de G é o menor cardinal x
tal que existe uma coloracao apropriada de G com x cores. Denotaremos o
numero cromatico de G por x(G). Nesse trabalho, sé trataremos de grafos
cujo numero cromdtico é no maximo Xy = |Z| e escreveremos x(G) < oo
(x(G) = o0) para dizer que o nimero cromatico de G ¢é finito (infinito).
Ainda, dado k € N, diremos que G é k-colorivel se x(G) < k.

Dado z € R, denotaremos por |z| o piso de x e por [z] o teto de x,
ie, |z =max{k € Z: k <z} e [z] = min{m € Z : x < m}. Ainda, {z}
denotara a parte fraciondria de z, i.e., {z} =z — |z].
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Daremos agora a definicao central desse trabalho.

DEFINICAO 1.1.1. Fixado D C Z™, o grafo-distancia sobre 7 definido
por D é o grafo cujo conjunto de vértices é Z e cujo conjunto de arestas é
{{a,b} C Z : |a —b| € D}. Esse grafo serd denotado por Z(D) e diremos
que D é o conjunto-distancia do grafo-distancia Z(D).

Note que dois vértices sao ligados por uma aresta em Z(D) se, e somente
se, a distancia entre eles pertence a D. Se D = {dj,da,ds, ...}, entao as
vezes escreveremos Z(dy,ds, ds, . ..) ao invés de Z(D). Em geral, listaremos
os elementos de D em ordem crescente. Ainda, iremos denotar o nimero
cromético de Z(D) simplesmente por x(D). Se D = {dy,ds,ds, ...}, entdao
ocasionalmente escreveremos x(di, ds,ds, . ..) no lugar de x (D).

Dados D C ZT en € Z*, n > 2, denotaremos por Z,(D) o grafo
circulante com n vértices 0,1,...,n — 1 e conjunto-distancia D, onde i é
adjacente a j sse j — i = +d (mod n) para algum d € D. Note que Z, (D)
é regular e que, se D contém algum miltiplo de n, entdo Z,(D) contém
lagos, ou seja, temos que o grafo circulante Z, (D) é um grafo propriamente
dito sse D nao contém multiplos de n. Observe que grafos-distancia sobre Z
podem ser considerados como sendo grafos circulantes infinitos. Finalmente,
fixado n € Z*, n > 2, por ciclo de tamanho n entenderemos qualquer grafo
isomorfo ao grafo (circulante) Z,({1}).

1.2. Lemas Gerais

Nessa secao, provaremos alguns resultados gerais que serao usados ao
3 )
longo desse trabalho.

LEMA 1.2.1 ([22]). Se D = {d1,d2,ds,...} CZ" en € ZT € tal que n
divide dy, para todo k, entao x(dyi,ds,ds,...) = x(di/n,ds/n,ds/n,...).

DEMONSTRACAO. Para todo ¢ = 0,1,...,n — 1, considere o conjunto
Vi={a€Z:a=1i (modn)}. Agora, se a e b sdo vértices adjacentes em
Z(D), entao |a — b| € D, de onde temos que n divide |a — b| e, portanto,
que a e b pertencem a um mesmo V;. Assim, nenhuma aresta de Z(D) liga
vértices que estao em diferentes V;’s. Claramente, cada [V}] é isomorfo a [Vp],
que por sua vez é isomorfo a Z(dy /n,ds/n,ds/n,...). Concluimos entao que
X(dl,dg,d3,...):X(dl/n,dQ/n,dg/n,...). ([

COROLARIO 1.2.2. Se di,do,ds,... € 7T e d = de(dl,dQ,dg,...),
entao X(dl,dg,dg, .. ) = X(dl/d, dg/d, dg/d, .. ) |

LEMA 1.2.3 ([6]). Se D = {d;,ds,ds, ...} CZ* € nao-vazio, entio Z(D)
é um grafo conexo sse d = mdc(dy,da,ds,...) = 1. Ainda, cada componente
conexa de Z(dy1,ds,ds,...) € isomorfa a Z(di/d,ds/d,ds/d,...).



1.2. LEMAS GERAIS 4

DEMONSTRAGAO. Existe um passeio de um vértice k ao vértice k + 1
sse existe uma combinagao inteira finita »_ n;d; = 1. Isso acontece exata-
mente quando d = 1. Agora, dZ é o conjunto dos vértices de Z(D) que estao
na componente conexa que contém o vértice 0. Um isomorfismo entre essa
componente conexa e Z(dy /d,dy/d,ds/d, . ..) é dk — k. Finalmente, um iso-
morfismo entre a componente conexa que contém o vértice 0 e a componente
conexa que contém o vértice m é [ +— [ 4+ m. O

LEMA 1.24 ([7]). Se D C Z* e k € Z* sao tais que D ndo contém
nenhum maltiplo de k, entao x(D) < k.

DEMONSTRAGAO. E claro que o resultado vale para k = 1. Se k > 2,
entao basta colorir os vértices de Z(D) médulo k, i.e., temos que a coloragao
v:Z — {0,1,2,...,k — 1} definida por y(a) = a mod k é uma k-coloragao
apropriada de Z(D). O

LEMA 1.2.5 ([7]). Se D C Z* € finito, entdo x(D) < |D|+ 1.

DEMONSTRAGAO. Ponha ¥(0) = 1. Se 9 ja estd definida em [—i,1],
entao ponha (i + 1) = min(Z* \ {¢(j) : -1 < j<i,i+1—j € D})e
W(—i—1) =min(Z+ \ {Y(j): —i <j <i+1, j+i+1e D}). Nao é dificil
ver que ¢ é uma coloracao apropriada de Z(D) com |D| + 1 cores. O

LEMA 1.2.6 ([12]). Se D C Z* ¢ finito e Z(D) tem uma k-coloragao
apropriada, entao Z(D) tem uma k-coloragdo apropriada que € periddica.

DEMONSTRAGAO. O resultado claramente vale se D = (). Suponha entao
que |D| > 1 esejay:Z — {0,1,...,k — 1} uma k-coloracao apropriada
de Z(D). Ponha ¢ = max(D) > 1. Agora, como o numero total de blocos
de tamanho ¢ formados pelos k numeros 0,1,...,k — 1 é k% (e portanto
finito), temos que na sequéncia bi-infinita ..., (—1),¢(0), (1), ... existem
dois blocos de ¢ termos consecutivos que sao idénticos e disjuntos. Podemos
supor entdo, sem perda de generalidade, que um bloco comega em ¢(0)
e que o outro comega em ¢(a), para algum ¢ < a < ¢k?. Temos que
vla+7) = ¢(j), para todo 0 < j < q. Seja agora ¢ : Z — {0,1,...,k—1} a
coloragao definida por ¢(i) = p(res, (7)), onde res, (i) € {0,1,...,a—1} é tal
que i = res, (i) (mod a). Note que ¢ coincide com g em {0,1,...,a+qg—1} e
que a sequéncia bi-infinita ..., @(—1), »(0), ¢(1), ... é periddica de periodo a.
Nao é dificil ver que ¢ também é uma k-coloracao apropriada de Z(D). O

LEMA 1.2.7 ([6]). Se D C Z*, entao Z(D) nao tem nenhuma colorag¢ao
apropriada com um numero finito de cores que seja periodica sse D contém
um maltiplo de cada inteiro positivo.

DEMONSTRAGAO. Da prova do Lema 1.2.4 acima, vemos que se D nao
contém nenhum miltiplo de um determinado k € Z*, entao Z(D) tem
uma coloracao apropriada com k cores que ¢ peridédica. Na outra diregao,
suponha que D contém um miltiplo de cada inteiro positivo e considere
uma coloracao de Z(D) que seja periddica, digamos de periodo k. Como
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D contém pelo menos um multiplo de k, entdo essa coloracao nao ¢ uma
coloragao apropriada de Z(D) (j& que se a distancia entre dois vértices de
Z(D) é um multiplo de k, ent@o eles tém a mesma cor). O

LEMA 1.2.8 ([22]). Sejam dados D C Zt en € ZT, n > 2. Se Z,(D)
nao tem lagos, entao x(D) < x(Zn(D)). Ainda, se D € finito, entdo temos
que X(D) = x(Zy(D)), onde p € o periodo de uma coloragdo apropriada
periddica de Z(D) com x(D) cores.

DEMONSTRACAO. Para ver a primeira assercao, basta notar que, se
Z,(D) nao tem lagos, entao qualquer coloragao apropriada de Z, (D) pode
ser claramente estendida a uma coloracao apropriada de Z(D) com o mesmo
ntimero de cores e que é periddica (de periodo n). Para ver a segunda as-
ser¢ao, note que, pelo Lema 1.2.6, Z(D) tem de fato uma x(D)-coloragao
apropriada periddica. Fixe entao uma tal y(D)-coloragao de Z(D). Se p é
o perfodo dessa coloracao, entao Zy(D) nao tem lacos, de onde temos que
essa coloragao claramente induz uma x(D)-coloragao apropriada de Z, (D).
Portanto, temos que x(Z,(D)) < x(D) < x(Zy(D)). O

LEMA 1.2.9 ([10)). Para qualquer grafo G e qualquer k € Z*, temos que
X(G) < k sse x(H) < k para todo subgrafo finito H de G.

DEMONSTRAGAO. Se G é um grafo finito, entdo o resultado é claro.
Podemos assumir entao que G ¢ infinito. Em uma diregdo, o resultado é
imediato. Na outra direcao, suponha entdo que qualquer subgrafo finito H
de G satisfaz x(H) < k. E claro que o resultado vale se k = 1. Suponha
entdo que k > 2. Considere uma colora¢ao v : G — [k] como sendo um
elemento de [k]%. Agora, para cada aresta e = {z,y} de G, considere o
conjunto C'(e) = {y € [k]? : v(x) # ~(y)}. Colocando em [k]* a topologia
produto (cada fator [k] tem a topologia discreta), vemos que cada C(e) é
um subconjunto fechado nio-vazio de [k]%. Portanto, temos que a colegdo
C={C(e) : e € E(G)} é uma colegao de subconjuntos fechados nao-vazios
de [k]Z que tem a propriedade da interseccao finita, i.e., toda subcolecao
finita de C tem interseccdo nao-vazia (pois estamos assumindo que todo
subgrafo finito de G é k-colorfvel). Como [k]% é compacto, entdo temos que
NC # 0. Seja entdao ¢ € (C. Pela definigdo de C, vemos que ¢ é uma
k-coloragao apropriada de G, de onde concluimos que x(G) < k. (I

LEMA 1.2.10. Se G # (0,0) é um grafo finito, entio x(G) > |V (GQ)|/a(G).

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ : V(G) — {1,2,...,x(G)} uma coloragao
apropriada de G. Note que {p~1(c) : ¢ € x(G)} é uma partigao de V(G) em
X(G) subconjuntos independentes. Assim, necessariamente pelo menos um
desses subconjuntos tem tamanho pelo menos |V (G)|/x(G), de onde con-

cluimos que o(G) > |V(G)|/x(G), ou seja, que x(G) > |V(G)|/a(G). O
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LEMA 1.2.11. Sejam G1 e G dois grafos tais que V(G1) = V(G2). Se
G = Gy UGy € a uniao de G1 e Ga, i.e., V(G) = 1) = V(Gs) e

(G
E(G) = E(G1) U E(G3), entao temos que x(G) < x(G1)x(G2).
DEMONSTRAGAO. Para i = 1,2, seja ¢; : G; — {1,2,...,x(G;)} uma
coloragao apropriada de G; com x(G;) cores. Uma coloragao apropriada de
G com x(G1)x(G2) cores é, por exemplo, a coloragdo que é definida por

Y(v) = (Y1(v),1P2(v)), para todo v € G. O



CAPITULO 2
Sequéncias Especiais

2.1. Progressoes Aritméticas

Nessa segdo, iremos mostrar como se calcula x(D) quando D é uma
progressao aritmética qualquer.

LEMA 2.1.1 ([22]). Sejam a,t € ZT, k€N e D ={a,a+1,...,a+t}.
Se ka <t < (k+1)a, entao x(D) =k+3=1[t/a| +2= [m%] + 2.

DEMONSTRAGAO. Sejam x1, 9, ... s L(k+3)a (k 4+ 3)a vértices consecuti-
vos de Z(D). Colora esses vértices com as cores {1,2,...,k + 3} de forma
que, para todo i € {1,2,...,k + 3}, os vértices T(;_1)a415T(i—1)a+2; - - - » Tia
tenham a cor i. Estenda essa coloracao a todos os vértices de Z(D) de
maneira periddica. Essa é uma coloracao apropriada de Z(D) e, portanto,
X(D) < k+ 3. Agora, seja H = [{0,1,...,2a +t — 1}]. Dois vértices z e y
de H sao adjacentes sse |z —y| € D, i.e., sse a < |z —y| < a+t. Um sub-
conjunto independente I,, de H que contém um dado vértice v de H pode
conter, além de u, somente elementos de Vi = {u+ 1,u+2,...,u+a—1}
ede Vo ={u—1,u—2,...,u—a+ 1} (aqui os vértices sao considerados
médulo 2a +t). Cadau+k e V) (0 <k <a)éadjacente au+k —a € Vs
(j& que a distancia entre eles é a ou a+1t). Assim, |I,,| < |V1|+1 = a. Logo,
a(H) < a e, portanto (Lema 1.2.10), x(H) > |V(H)|/a(H) > (2a + t)/a.
Concluimos entao que x(D) > x(H) > (2a+t)/a > (2a+ka)/a = k+2. O

TEOREMA 2.1.2 ([22]). Se D = {a,a+d,a+2d,...} C Z* € uma
progressao aritmética (finita ou infinita) com d € N e mde(a,d) =1, entao
(2) X(D) =[] +2, se d =1,

(b) x(D) =2, sed € par; e
(c) x(D) =3, em qualquer outro caso.

DEMONSTRAGAO. N6s temos os seguintes 5 casos a considerar.
(1) d =0. Nesse caso, |D| =1 e, portanto, x(D) = 2.

(2) D é finito e d = 1. Nesse caso, podemos usar o Lema 2.1.1 acima
. _ (D|-1

para concluir que x(D) = [*=—] + 2.

(3) D é infinito e d = 1. Nesse caso, x(D) = oo, ja que Z(D) tem subgra-

fos (induzidos) completos de qualquer tamanho (por exemplo, os subgrafos

[{0,a,2a,...,ma}], m € N).
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(4) |ID| > 2 ed > 2 é par. Nesse caso, a é impar e, portanto, todos os
elementos de D sao impares, de onde x(D) = 2 (Lema 1.2.4).

(5) |ID| > 2 ed > 3 ¢é impar. Nesse caso, temos que x(D) > 3, ja
que D contém elementos de paridades diferentes. Para concluirmos que
x(D) = 3, basta entdo mostrarmos que x(D) < 3. Para tanto, observe
que, como temos a =a+d=a+2d... (mod d) e mdc(a,d) = 1, entdo D
nao tem miltiplos de d. Assim, o grafo Zy(D) nao tem lagos, e, portanto,
X(D) < x(Zq(D)) (Lema 1.2.8). Agora, dois vértices u e v de Zg(D) sao
adjacentes sse u — v = +a (mod d) (pois todos os elementos de D sao equi-
valentes a a (mod d)). Como d é impar, entao temos que cada vértice w de
Z4(D) é adjacente a exatamente 2 vértices de Zg(D) (a saber, aos vértices
w+a (mod d) e w — a (mod d)). Logo, temos que Zy(D) é um ciclo de
tamanho d (pois mdc(a,d) = 1) e, portanto, x(D) < x(Z4(D)) = 3. O

2.2. Cadeias de Divisao

Nessa se¢ao, mostraremos como se calcula x(D) quando D é uma cadeia
de divisao qualquer.

DEFINIGAO 2.2.1. Diremos que D = {dy,dz,ds,...} C Z" é uma cadeia
de divisdo se, para todo i, d; divide d;j11. As razoes {r;} C Z" de uma tal
cadeia de divisao sao definidas por r; = d;41/d;, i =1,2,3,. ...

Note que, para calcularmos x(D) quando D = {d;} C Z* é uma cadeia
de divisao, podemos assumir (Corolario 1.2.2) que mdc(D) = 1, ou seja, que
d; = 1. Em outras palavras, x(D) sé depende das razoes de D.

DEFINIGAO 2.2.2. Diremos que « é uma palavra sobre {1,2} (de tamanho
l€ZY) sea=(a;)!_; com o € {1,2} parai=1,2,...,1

TEOREMA 2.2.3 ([6]). Se D = {dy,da,ds,...} C Z" é uma cadeia de
divisdo, entao x(D) < 4.

DEMONSTRAGAO. Como ja observamos acima, podemos assumir que
di = 1. Dados D' C ZT e k € ZT, k > 2, diremos que uma palavra «
sobre {1,2} é k-compativel com D' se existe uma coloragao apropriada de
Z(D') com as cores {0,1,...,k — 1} tal que as diferengas (médulo k) entre
cores de vértices consecutivos formam uma concatenacao de repetidas copias
de a. Assim, temos que a é k-compativel com {d} C Z" sse a concatenacao
de repetidas cépias de o nao contém d entradas consecutivas cuja soma é
multipla de k. Agora, iremos mostrar que, para todo n € Z™, existem pala-
vras o™ e " sobre {1,2} de tamanho d,, tais que vale a seguinte assercao.

(x) @™ e g™ diferem somente nas suas primeiras entradas, com of = 1 e
B1 = 2, e, se v é uma palavra obtida pela concatenacao de um nimero
finito de cépias de a™ e/ou ", entdo vy é 4-compativel com {dy,ds,...,d,}.
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Note que se mostrarmos (*) acima para todo n € ZT, entao tere-
mos, por exemplo, que a" é 4-compativel com {dy,ds,...,d,} para todo
n € Z*. Como todo subgrafo finito de Z(D) ¢ (isomorfo a) um subgrafo
finito de Z(dy,ds, ..., dy) para algum m € ZT, entao teremos mostrado que
todo subgrafo finito de Z(D) tem uma 4-coloragao apropriada. Logo, pelo
Lema 1.2.9, x(D) < 4. Basta entdo mostrarmos que (*) acima vale para
todo n € Z*. Mostremos isso agora por inducdo em n.

(i) Para n =1, ponha o' =1 e 3! = 2. Como d; = 1, entdo () acima vale
nesse caso.

(ii) Suponha que n > 1 e que (%) acima vale para n. Defina s e ¢ por
s = Zf;l al et = Zf;l B = s+ 1. Agora, [rps,m,t] contém dois inteiros
consecutivos, w e w + 1, tais que ambos nao sao multiplos de 4 (se r, > 2,
isso vale, pois existem pelo menos 4 inteiros em [r,s, ryt], e, se r, = 2, entao
2s e 2t = 2s+ 2 sao ambos pares e exatamente um deles é multiplo de 4 - se
2s é mutiplo de 4, ponha w = 2s+1, e se 2t é multiplo de 4, ponha w = 2s).
Agora, sejam a > 1 e b > 0 inteiros tais que a + b = r, e as + bt = w
(por exemplo, tome b = w — r,s ¢ a = 7, — b). Defina a"*! como sendo a
concatenacao de a copias de o™ com b cépias de 87, e " como sendo a
concatenacao de 3" com a — 1 cépias de o™ com b cépias de 3" (equivalen-
temente, 3"t é o' com a primeira entrada substituida por 2). Note que
a1t e g7*! tém ambas comprimento d,, 1 (pois a+b = 7, = dpy1/d,) e que
elas diferem somente na primeira entrada (oz?Jrl =1le B?H = 2). Agora,
se v é uma concatenacio de cépias de {a"t!, 371} entdo v é também
uma concatenacao de cépias de {a", 3"} e, portanto, v é 4-compativel com
{dy,dsa,...,d,}. Assim, para mostrarmos que (x) acima vale para n + 1,
bastra mostrarmos que 7 é 4-compativel com {d,+1}. Pelo que ji obser-
vamos acima, isso vale sse uma concatenacao de repetidas copias de v nao
contém d,, 41 entradas consecutivas cuja soma é miltipla de 4. Como a"*!
e A"t tém ambas tamanho dp+1 e diferem somente em uma entrada (a pri-
meira), entdao a soma de d, 1 entradas consecutivas em uma concatenacao
de repetidas cépias de v é igual ou & soma das entradas de at! ou & soma
das entradas de 8”11, ou seja, igual a as+ bt = w ou a w + 1. Como ambos
w e w—+ 1 nao sao multiplos de 4, entao temos o que queriamos, ou seja, que
() acima vale para n + 1. O

COROLARIO 2.2.4 ([6]). Se D = {d;} C Z* é uma cadeia de divisio e
ri # 2, para todo i, entdo x(D) < 3.

DEMONSTRAGAO. Basta repetir a demonstracao acima substituindo-se
4 por 3 (o tnico ponto onde isso nao funcionaria na demonstragao original
seria na parte onde teriamos que encontrar dois inteiros consecutivos em
[rns, rnt] que nao sao multiplos de 3 no caso r, = 2, mas, como estamos
assumindo que nenhum r; é igual a 2, entao sempre é possivel encontrarmos
dois inteiros consecutivos em [ry,s, r,t] que nao sao multiplos de 3). O
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O dltimo resultado desse capitulo ird classificar todas as cadeias de
divisdo de acordo com o seu numero cromatico. Como uma progressao
geométrica é em particular uma cadeia de divisdo, entdao como corolario
obteremos o nimero croméatico de todas as progressoes geométricas.

TEOREMA 2.2.5 ([6]). Se D = {dy,d2,ds,...} C ZT uma cadeia de
divisao (finita ou infinita) de razées r1 = da/d1,m9 = d3/da, . .., entdo
(a) x(D) < 4;
(b) x(D) < 3 sse ndo existem i < j com r; =2 e r; miltiplo de 3;
(c) x(D) < 2 sse todos os r;’s sao impares; e
(d) x(D) =1 sse D =1.

DEMONSTRAGAO. Pelo que ja foi mostrado anteriormente, é claro que
podemos assumir que d; = 1 e que s6 nos resta mostrar a asser¢ao (b)
acima. Suponha entdo que i < j sao tais que r; = 2 e 3|r;. Suponha
ainda, por absurdo, que Z(D) tem uma 3-coloragao apropriada. Temos que
div1 = 2d; e que 3d;|d;. Como x(0,d;,2d;) = x(d;,2d;,3d;) = 3, entao 0
e 3d; tém a mesma cor. Continuando dessa maneira, vemos que todos os
multiplos de d; tém a mesma cor. Logo, 0 e d;11 tém a mesma cor, o que é
um absurdo. Na outra direcao, suponha que nao existem i < j com r; = 2 e
3|r;. Se existem infinitos r;’s que sa@o multiplos de 3, entdo nao existe r; = 2
e, portanto x(D) < 3 (Corolario 2.2.4). Assuma entao que s6 existe um
numero finito de r;’s que sao multiplos de 3 e seja ¢ o menor inteiro positivo
tal que r; nao é multiplo de 3 para todo ¢ > ¢. Pelo Corolario 2.2.4, temos
que x(di,da,...,d.) < 3. Pela prova do Coroldrio 2.2.4 acima, temos que
existe uma palavra a¢ sobre {1,2} de tamanho d. que é 3-compativel com
{di,dg,...,d.}. ITremos mostrar agora que a¢ é 3-compativel com D. Como
af é 3-compativel com {d.}, a soma das entrada de o nao é miltipla de 3.
Logo, se z e y diferem por um multiplo de d., entao, em qualquer coloragao
apropriada de Z(D) com as cores {0,1,2} onde as diferencas (médulo 3)
entre cores de vértices consecutivos formam cépias repetidas de o€, temos
que x e y tém a mesma cor sse = e y diferem por um multiplo de 3d.. Note,
porém, que nenhum d; com ¢ > ¢ é multiplo de 3d.. Logo, dois inteiros que
diferem por d; (i > ¢) nao recebem a mesma cor em uma tal coloragao, de
onde concluimos que a¢ é 3-compativel com {dc,dct1,dct2,...}. Como af
ja era 3-compativel com {di,ds,...,d.}, entdo temos que a¢ é 3-compativel
com D = {di,ds,...,d.} U{dc,dct1,dcr2,...}. Assim, temos que Z(D) tem
uma 3-coloragao apropriada, de onde concluimos que x(D) < 3. [l

COROLARIO 2.2.6 ([6]). Se D = {a,aq,aq?, ...} CZt é uma progressio
geométrica (finita ou infinita), entdo x(D) = 2, se q € impar, e x(D) = 3,
se q € par. O



CAPITULO 3

Outros Numeros Cromaticos

Nesse capitulo, iremos calcular o nimero-aresta-cromético, o ntimero-
total-cromatico, o nimero-aresta-escolha e o niimero-total-escolha (que serao
definidos a seguir) de todos os grafos-distancia sobre Z.

Diremos que um vértice x e uma aresta e de um dado grafo G sao inci-
dentes (em G) se e = {z,y} para algum y € V(G).

Dados um grafo G e um cardinal A\, uma fungao v : E(G) — X sera cha-
mada de uma coloracao apropriada das arestas de G com A cores se arestas
adjacentes (em G) tém cores distintas. O namero-aresta-cromdtico de G é
definido como sendo o menor cardinal x'(G) tal que existe uma coloracao
apropriada das arestas de G com x/(G) cores.

Dados um grafo G e um cardinal A, uma fungao v : V(G) U E(G) — A
serda chamada de uma coloracdo total apropriada dos vértices e arestas de
G com ) cores se vértices adjacentes, arestas adjacentes e vértices e arestas
incidentes (em @) tém cores distintas. O nidmero-total-cromdtico de G é
definido como sendo o menor cardinal x”(G) tal que existe uma coloragao
total apropriada dos vértices e arestas de G com x”(G) cores.

Dados um grafo G e a colecao L = {L(e) : e € E(G)} de conjuntos,
uma funcdo ¢ : E(G) — |JL serd chamada de uma L-coloragdo apropri-
ada das arestas de G se arestas adjacentes (em G) tém cores distintas e
¢(e) € L(e), para todo e € E(G) (se e € E(G), entao L(e) é a lista de
cores de e). Ainda, dado um cardinal x, diremos que G ¢ k-aresta-escolhivel
se, para toda L = {L(e) : e € E(G)} satisfazendo |L(e)| > k para todo
e € E(G), existe uma L-coloragao apropriada das arestas de G. O nidmero-
aresta-escolha de G é definido como sendo o menor cardinal ch/(G) tal que
G é ch/(G)-aresta-escolhivel.

Dados um grafo G e a colecao L = {L(h) : h € V(G)UE(G)} de conjun-
tos, uma funcao ¢ : V(G)U E(G) — |J L sera chamada de uma L-coloragao
apropriada dos vértices e arestas de G se vértices adjacentes, arestas adjacen-
tes e vértices e arestas incidentes (em G) tém cores distintas e ¢(h) € L(h),
para todo h € V(G) U E(G) (se h € V(G) U E(G), entao L(h) é a lista de
cores de h). Ainda, dado um cardinal k, diremos que G é k-total-escolhivel
se, para toda L = {L(h) : h € V(G) U E(G)} satisfazendo |L(h)| > k para
todo h € V(G) U E(G), existe uma L-coloracao apropriada dos vértices e
arestas de G. O numero-total-escolha de G é definido como sendo o menor
cardinal ch”(G) tal que G é ch”(G)-total-escolhivel.

11
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TEOREMA 3.1 ([23]). Se D C ZT, entdo x'(Z(D)) = 2|D| = cl/(Z(D)).

DEMONSTRAGAO. Para ver a primeira asserc¢ao, note que cada elemento
d de D define um subgrafo de Z(D), a saber Z(d). Temos que Z(d) é a unido
disjunta de d caminhos infinitos, i.e., que cada componente conexa de Z(d)
¢ isomorfa a Z(1). Portanto, colorindo as arestas de cada componenete co-
nexa de Z(d) alternadamente com 2 cores, vemos que x'(Z(d)) < 2, de onde
temos que x'(Z(D)) < 2|D|. Agora, como cada vértice de Z(D) tem grau
2|D|, temos que x/(Z(D)) > 2|D|. Mostremos agora a segunda assercio. E
claro que o resultado vale se D é vazio ou infinito. Podemos supor entao
que |D| =t € Z*. Ponha D = {d; < ds < ... < d;}. Suponha ainda que a
cada aresta e de Z(D) esteja associada uma lista L(e) com 2t cores. Iremos
agora colorir as arestas de Z(D) sucessivamente, de forma que cada aresta a
ser colorida é adjacente a no maximo 2t — 1 arestas ja coloridas (e, portanto,
poderemos atribuir a essa aresta uma cor da sua lista de forma que a co-
loracao resultante seja uma L = {L(e) : e € E(Z(D)}-coloragao apropriada
das arestas de Z(D)). Note que se mostrarmos que de fato isso é possivel,
entdo teremos mostrado que ch/(Z(D)) < 2t = 2|D|. Primeiramente, pinte
L-apropriadamente as 2t arestas adjacentes ao vértice 0 (de uma maneira
arbitraria). Suponha entdo que ja colorimos L-apropriadamente as arestas
incidentes aos vértices 0,1,—1,2,—2,...,k, —k, para algum k > 0. Iremos
mostrar agora como podemos colorir L-apropriadamente as arestas inciden-
tes aos vértices k+1 e —k—1. Primeiramente, colorimos L-apropriadamente
as arestas {k+ 1,k+1—d;},i=1,2,...,t, em uma ordem arbitraria (note
que isso é possivel, pois cada aresta {k+1, k+1—d;} é adjacente a no méximo
2t — 2 arestas ja coloridas, a saber, a no méximo ¢t — 1 arestas incidentes a
k 4+ 1 e a no maximo ¢ — 1 arestas incidentes a k + 1 — d;). Em seguida,
iremos colorir as arestas {k+1,k+1+d;} naordem i =1,2,...,t. A aresta
{k+1,k+14d;} é adjacente a no maximo 2t —1 arestas ja coloridas (a saber,
at+1— 1 arestas incidentes a k+ 1 e a no méximo ¢ — ¢ arestas que ligam o
vértice k+14d; aos vértices k+1+d;—d;, j =i+1,i+2,...,t). Assim, po-
demos colorir L-apropriadamente as arestas {k+1,k+1+d;},i=1,2,...,t.
Finalmente, argumentos completamente analogos aos dados acima mostram
que podemos colorir L-apropriadamente as arestas {—k—1, —k —1+d;}, na
ordem ¢ = 1,2,...,t, e as arestas {—k—1—d;}, naordem i =1,2,...,¢ (ou
seja, temos que cada uma dessa arestas serd adjacente a no maximo 2t — 1
arestas j& coloridas). Concluimos entao que ch/(Z(D)) < 2t = 2|D|. Como
cada vértice de Z(D) tem grau 2t, temos que ch’(Z(D)) > 2t = 2|D|. O

TEOREMA 3.2 ([23]). Se D C Z*, entao xX"(Z(D)) = ch’(Z(D)) =
— 9|D| + 1.

DEMONSTRAGAO. A prova é quase totalmente andloga a prova do Teo-
rema 3.1 acima. Primeiramente, mostremos que ch”(G) < 2|D| +1. E claro
que isso vale se D é vazio ou infinito. Podemos supor entao que |D| =t € Z™.
Ponha D = {d; < d2 < ... < d;}. Suponha ainda que a cada vértice ou
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aresta h de Z(D) esteja associada uma lista L(h) com 2t + 1 cores. Iremos
agora colorir os vértices e arestas de Z(D) sucessivamente, de forma que
cada vértice ou aresta a ser colorida é adjacente ou incidente a no maximo
2t vértices ou arestas ja coloridos (e, portanto, poderemos atribuir a esse
vértice ou aresta a ser colorida uma cor da sua lista, de forma que a coloragao
resultante seja uma L = {L(h) : h € Z U E(Z(D))}-coloracao apropriada
dos vértices e arestas de Z(D)). Note que se de fato mostrarmos que isso
é possivel, entdao teremos mostrado que ch”(G) < 2t +1 = 2|D| + 1. Pri-
meiramente, pinte L-apropriadamente o vértice 0 e as 2t arestas incidentes
ao vértice 0 (de uma maneira arbitraria). Suponha entdo que ja colorimos
L-apropriadamente os vértices 0,1,—1,2,—1,...,k, —k e todas as arestas
incidentes a esses vértices, para algum k£ > 0. Iremos mostrar agora como
podemos colorir L-apropriadamente o vértice k + 1, as arestas incidentes
ao vértice k + 1, o vértice —k — 1 e, finalmente, as arestas incidentes ao
vértice —k — 1. O vértice k + 1 é incidente a no maximo ¢ arestas ji co-
loridas e adjacente a no méaximo t vértices ja coloridos. Assim, podemos
atribuir ao vértice k+ 1 uma cor da sua lista. Cada aresta {k+1,k+1—d;}
(1t = 1,2,...,t) é adjacente a no méximo 2t — 2 arestas ja coloridas, e,
portanto, podemos colorir L-apropriadamente essas arestas (em uma ordem
arbitraria). Cada aresta {k + 1,k + 1+ d;} (i = 1,2,...,t) é adjacente a
no méaximo 2t — 1 arestas ja coloridas (veja a prova do Teorema 3.1 acima).
Como o vértice k + 1 + d; ainda nao foi colorido, entao também podemos
colorir L-apropriadamente todas essas arestas. Finalmente, assim como foi
indicado na prova do Teorema 3.1 acima, colorimos L-apropriadamente o
vértice —k — 1 e as arestas incidentes ao vértice —k — 1. Concluimos entao
que ch”(Z(D)) < 2t +1 = 2|D| + 1. Como cada vértice de Z(D)) tem
grau 2t, temos que x”(Z(D)) > 2t + 1. Agora, note que claramente temos
ch”(Z(D)) > X" (Z(D)). Assim, ch”(Z(D)) > x"(Z(D)) > 2t+1 = 2|D| +1,
de onde a assercao do teorema segue. ([l

OBSERVAGAO 3.3 (]|23]). Os resultados acima mostram que os grafos-
distancia verificam trés importantes conjecturas. A primeira conjectura diz
que, para qualquer grafo G, temos que x'(G) = ch/(G). A segunda conjec-
tura postula que todos os grafos G satisfazem A(G)+1 < x"(G) < A(G)+2,
onde A(G) denota o grau mdzimo de (um vértice de) G. Finalmente, a ter-
ceira conjectura diz que, para qualquer grafo G, temos que " (G) = ch’(G).



CAPITULO 4

Os Grafos de Rado

Nesse capitulo, iremos expor algumas propriedades dos Grafos de Rado
(que serao definidos a seguir). Em particular, mostraremos que esses grafos
sao grafos-distancia sobre Z que tém numero cromatico infinito.

DEFINIGAO 4.1. Diremos que um grafo I' sobre um conjunto enumerdvel
infinito S é escolhido ao acaso se cada elemento do conjunto de todos os
2-subconjuntos de S é selecionado para ser uma aresta de I" independente-
mente com probabilidade 1/2.

TEOREMA 4.2 ([5]). Eziste um grafo R que possui a segquinte proprie-
dade. Se um grafo sobre um conjunto enumerdvel infinito é escolhido ao
acaso, entdo com probabilidade 1 o grafo resultante € isomorfo a R.

DEFINIGAO 4.3. Se um grafo I' é isomorfo ao grafo R do teorema acima,
entao diremos que I' é um Grafo de Rado.

O Teorema 4.2 acima seguird dos dois lemas seguintes. Ambos tratam
da seguinte propriedade de grafos.

DEFINICAO 4.4. Diremos que um grafo G tem a Propriedade Chave
(P.C.) se, para quaisquer m,n € N e vértices distintos ui, ..., Um, v1,. .., Up,
existe um vértice z ¢ {u;,v;} que é adjacente a ui,...,uy, € que nio é ad-
jacente a v1,...,v,. Diremos que um tal vértice z esta corretamente ligado
a {u;,vj} (em G).

Observe que se um grafo tem a P.C., entao ele é necessariamente infinito.

LEMA 4.5 ([5]). Se um grafo sobre um conjunto enumerdvel infinito €
escolhido ao acaso, entao com probabilidade 1 ele tem a P.C..

DEMONSTRAGAO. Seja entao I' um grafo sobre um conjunto enumerdvel
infinito S escolhido ao acaso. Nés precisamos mostrar que o evento “I’
nao tem a P.C.” tem probabilidade 0. Para isso, é suficiente mostrarmos

que, fizados vértices distintos uq, ..., Um,V1,...,Vn, 0 conjunto dos grafos
sobre S escolhidos ao acaso para os quais a P.C. falha para os vértices u;, v;
tem probabilidade 0. Considere entao vértices z1,...,2ny ¢ {ui,vj}. A

probabilidade de que um dado 2z nao esteja corretamente ligado a {u;,v;}
¢ 1— (1/2)™*t"  Assim, a probabilidade de que nenhum desses N vértices
esteja corretamente ligado a {u;, v;} é (1—(1/2)™ )N que tende a 0 quando
N — 4o00. Assim, a probabilidade de que nenhum vértice de S esteja
corretamente ligado a {u;,v;} é 0, de onde temos que, com probabilidade 1,
I' tem a P.C.. (|

14
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Observe que ja podemos concluir do Lema 4.5 acima que existem grafos
sobre conjuntos enumeraveis infinitos que tém a P.C..

LEMA 4.6 ([5]). Se dois grafos sobre conjuntos enumerdveis infinitos tém
a P.C., entdo eles sao isomorfos.

DEMONSTRAGAO. Sejam entao I'y e I'y dois grafos sobre conjuntos enu-
meraveis infinitos que tém a P.C.. Suponha que g : [{z1,...,2,}] —
{y1,--.,Yyn}] seja um isomorfismo de subgrafos induzidos ({z;} C V(I'1)
e {yi} € V(I'2)). Agora, seja xnp+1 € V(I'1) \ {z;}. Iremos mostrar que
g pode ser estendido a z,4+1. Seja U o conjunto dos vértices em {x;} que
sao adjacentes a zp4+1 e ponha V = {z;} \ U. A imagem de x,; por
uma extensdao de g pode ser qualquer vértice de I's que seja adjacente a
todo vértice em g(U) e que nao seja adjacente a nenhum vértice em g(V').
Como I's tem a P.C., entao um tal vértice existe. Essa observacao nos per-
mite construir um isomorfismo entre I'y e I'y da seguinte maneira. Ponha
‘/1 = V(Fl) = {l’l,xg,.. .}, ‘/2 = V(FQ) = {yl,yg,...} e Jo = @ Suponha
que f, ja esteja construido para algum n > 0. Se n é par, seja m o me-
nor indice de um vértice em V7 que nao esteja no dominio de f,. Defina
fn+1 como sendo a extensao de f, a xz,, conforme observamos acima. Se
n é impar, seja m o menor indice de um vértice em V5 que nao esteja na
imagem de f,. Usando agora o fato que I'; tem a P.C., estenda f,, a um
isomorfismo f,4+1 com y,, na sua imagem (i.e., aplique a observacao acima
a f,1). Agora, ponha f =, fn. Nao é dificil ver que f é um isomorfismo
entre I'1 e I'9, de onde concluimos que I'y e I'y sao de fato isomorfos. O

Dos Lemas 4.5 e 4.6 acima, fica claro que Grafos de Rado existem (na
verdade, mostramos que quase todos os grafos sobre um conjunto enumeravel
infinito sdo de Rado). Em outras palavras, o Teorema 4.2 acima é verdadeiro.
Iremos dar agora algumas construgoes explicitas de Grafos de Rado (uma
dessas construgoes serd um grafo-distancia sobre Z cujo nimero cromatico
é infinito). Note que mostrar que um dado grafo (sobre um conjunto enu-
meravel infinito) é de Rado é equivalente a mostrar que ele tem a P.C..

PrROPOSIGAO 4.7 ([5]). Seja Ml um modelo enumerdvel da Teoria dos
Conjuntos. Defina o grafo M sobre M ligando x a y ssex € y ouy € x.
Assim, temos que M € um Grafo de Rado.

DEMONSTRAGAO. Sejam ui, ..., Umn, V1, - ., U, vértices distintos de M.
Ponha w = {v1,...,v,} e 2z = {uy,...,upm,w}. Nao é dificil ver que z estd
corretamente ligado a {u;,v;} em M (o Axioma da Regularidade garante
que z nao é adjacente a nenhum v;). O

PROPOSIGAO 4.8 ([29]). Seja B o grafo cujo conjunto de vértices é N e
no qual s € adjacente a t sse o s-ésimo digito na expansao bindria de t for

1 ou se o t-ésimo digito na expansdo bindria de s for 1. Assim, temos que
B € um Grafo de Rado.
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DEMONSTRAGAO. Dados uq,...,Un,v1, ..., v, inteiros positivos distin-
tos, nao é dificil construir um inteiro positivo z que seja corretamente ligado
a {uj,v;} em B (e.g., z =2 + ... + 2% + 2U onde U é um inteiro grande
o suficiente para garantir que z nao seja adjacente a nenhum v;). [l

PROPOSIGAO 4.9 ([5]). Seja Py o conjunto de todos os nimeros primos
congruentes a 1 modulo 4. Defina o grafo P1 sobre Py ligando p a q sse p for
um residuo quadrdtico moédulo q (pelo Teorema da Reciprocidade Quadrdtica,
Py € um grafo). Assim, temos que P1 é um Grafo de Rado.

DEMONSTRAGAO. Sejam 1, ..., Unp,V1,...,VU, primos distintos em Pj.
Fixe residuos quadraticos a; médulo w; (por exemplo, a; = 1) e residuos
nao-quadraticos b; médulo v;. Pelo Teorema Chinés do Resto, as seguintes
congruéncias = 1 (mod 4), z = a; (mod u;) e z = b; (mod v;) tém uma
(dnica) solugao comum z = z¢ (mod 4u; ... upv1 ...v,). Pelo Teorema de
Dirichlet, existe um primo z que satisfaz essa congruéncia. Portanto, vemos
que z € P e que z estd corretamente ligado a {u;,v;} em P;. O

DEFINIGAO 4.10. Um conjunto D C Z* serd chamado de universal se,
para quaisquer k € Z* e T C [k], existe um inteiro K tal que, para todo
aclkl,a+Ke€DsseacT.

PROPOSIGAO 4.11 ([5]). Se D C Z* ¢é um conjunto universal, entio
Z(D) € um Grafo de Rado.

DEMONSTRAGAO. Sejam entao ui, ..., Umn,v1,. .., v, inteiros distintos.
Ponha | = min{u;,v;}, L = max{u;,v;}, k=L —-1+1eT ={u; —1+1:
i =1,2,...,m}. Como D é universal, existe um inteiro K tal que, para
todo a € [k], a+ K € D sse a € T. Nao é dificil ver que z =1—1— K estd
corretamente ligado a {u;,v;} em Z(D). O

OBSERVAGAO 4.12 ([5]). Uma maneira de se construir conjuntos D C Z*
universais é a seguinte. Primeiro, identifique subconjuntos de Z* com
sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. Uma tal sequéncia é universal sse ela
contém toda sequéncia finita de 0’s e 1’s como uma subsequéncia de ter-
mos consecutivos. Assim, um exemplo simples de sequéncia universal é a
sequéncia F formada pela concatenacao de todas as sequéncias finitas de 0’s
e 1’s na ordem lexicografica. Da Proposigao 4.11 acima, vemos que Z(F) é
um Grafo de Rado. Ainda, como Z(F') tem subgrafos (induzidos) completos
arbitrariamente grandes, temos que x(F) = co. Nao é dificil mostrar que,
na verdade, quase toda sequéncia infinita de 0’s e 1’s é universal.



CAPITULO 5

Os Resultados de Katznelson

5.1. Conjuntos Nao-Recorrentes

Nessa secao, iremos apresentar o critério mais geral conhecido que de-
cide se um dado D C Z™ infinito tem nimero cromatico finito ou nao. Esse
critério é de certa forma inesperado, pois ele traduz a finitude de x (D) em
termos de propriedades de sistemas dindmicos em espacos métricos compac-
tos. Entretanto, esse mesmo tema é encontrado, por exemplo, na demons-
tracao dinamica do famoso Teorema de Van der Waerden sobre progressoes
aritméticas em particoes finitas dos inteiros ([19]) .

DEFINIGAO 5.1.1. Para nés, um sistema dinamico é um par ((X, p),T),
onde (X, p) é um espaco métrico compacto nao-vazio e T': X — X é um
homeomorfismo. Quando a funcao-distancia p estiver subentendida, escre-
veremos simplesmente (X,7") ao invés de ((X, p),T).

DEFINIGAO 5.1.2. Sejam dados D C Z* infinito e um sistema dinamico
((X,p),T). Diremos que D é nao-recorrente para ((X, p),T') se existe b € R,
b > 0, tal que, para quaisquer z € X e d € D, temos que p(x, T%) > b.

DEFINICAO 5.1.3. Diremos que um conjunto D C Z* é nao-recorrente
se existe um sistema dindmico (X, T') para o qual D é nao-recorrente.

Podemos dar agora o critério mencionado acima.

TEOREMA 5.1.4 ([21]). Para qualquer D C Z7T infinito, temos que
X(D) < oo sse D é ndo-recorrente.

DEMONSTRAGAO. Seja 7y : Z — C uma coloragao apropriada de Z(D),
onde C' é um conjunto finito de cores. Considere v como elemento de C%
e denote por T o shift a esquerda em C%, i.e., T(ay) = (aps1), para todo
(o) € C%. Como Z(D) é invariante por translagdo, temos que 7™y também
¢ uma coloragao apropriada de Z(D), para todo m € Z. Mais ainda, se
colocamos em CZ a topologia produto (onde cada fator C' tem a topologia
discreta) e (y¥) € C% é uma sequéncia de coloracdes apropriadas de Z(D)
com Y¥ — 4/ € C%, entdo 4/ é também uma coloragdo apropriada de Z(D)
(isso na verdade vale para qualquer grafo sobre Z). Agora, uma fungao-
distancia p em C% que induz a topologia produto é a funcio definida por

o({on}, (}) = !

1+ max{k:|j|<k=o0; =1}

17
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para todos {0, } # {1} € CZ (e, é claro, p(c,0) = 0, Vo € C*). Ponha
O(y) = {T"y : n € Z}. Como C% é compacto, segue que (O(v),T) é um
sistema dindmico para o qual D é um conjunto nao-recorrente (pois O(7)
é compacto nao-vazio com TO(y) = O(y) e, para quaisquer 5 € O(y) e
d € D, p(7,T%) =1, j& que 74 = (T%)o # 7). Como ¥ é uma coloragio
apropriada de Z(D) (pois 4 € O(v)), concluimos que D é nao-recorrente.
Na outra direcdo, sejam ((Y,p),T) um sistema dinamico para o qual D é
nao-recorrente e b € R uma constante positiva que atesta esse fato. Seja
ainda {U; : ¢ = 1,2,...,a} uma partigao finita de Y tal que diam(U;) < b,
para todo i € [a]. Agora, fixe yg € Y (qualquer) e seja v € [a]? a coloracdo
definida por y(m) = i sse T™(yo) € U;. Resta mostrarmos entdo que =y
é uma coloragao apropriada de Z(D). Suponha que existem m,n € Z e
d € D tais que n —m = d e y(m) = y(n) = j € [a]. Assim, temos que
T™yo, T"yo € Uy, de onde p(T™yo, T"yo) = p(T™yo, T*(T™yo)) < b, 0 que
é uma contradicao (ja que p(y, T%) > b qualquer que seja y € Y). Assim,
7 é de fato uma a-coloragao apropriada de Z(D), de onde x(D) < co. O

5.2. Sequéncias Lacunarias

Nessa se¢ao, iremos aplicar o critério acima (Teorema 5.1.4) para concluir
que toda sequéncia lacundria tem nimero cromatico finito.

DEFINIGAO 5.2.1. Dado D = {d;} C Z" infinito, diremos que D é uma
sequéncia lacundria se inf;>1{d;y1/d;} > 1.

DEFINICAO 5.2.2. Considere a relacao de equivaléncia em R definida por
x~yssex—y € Zeponha T =R/~ (T também pode ser considerado
como sendo o circulo unitario no plano complexo). Ainda, dados z,w € T,
a distancia de z a w (em T) serd denotada por ||z — w]|.

TEOREMA 5.2.3 ([21]). Se D C Z" é uma sequéncia lacundria qualquer,
entio x(D) < 0.

DEMONSTRAGAO. Seja entao D C Z* uma sequéncia lacundria e po-
nha 6 = inf;>1{d;+1/d;} > 1. Ainda, seja s € ZT tal que 6° > 5 e ponha
Dy = {dk+js}520: k = 1,2,...,5. Cada Dy = {d¥} ¢ uma sequéncia la-
cundria satisfazendo inf;>1{d¥ ,/dF} > 5. Como D = J;_, Dy, é suficiente
mostrarmos o resultado no caso em que § > 5 (Lema 1.2.11). Agora, para
todo j > 1, ponha A; = {a € T : ||dja| > 1/4}. Note que cada A; é a uniao
de d; arcos de comprimento 1/(2d;). Como dji1 > 5d; para todo j, cada
componente conexa de A; contém pelo menos duas componentes conexas de
Aji1. Portanto, (132, A;j # 0. Logo, existe a € T tal que [[da|| > 1/4 para
todo d € D. Note que isso na verdade significa que D é nao-recorrente para
o sistema dinamico ((T,||.||), Ra), onde R, : T — T é a rotacao de angulo
« no sentido anti-horario. Assim, D é nao-recorrente e, portanto, podemos
usar o Teorema 5.1.4 acima para concluir que x(D) < co. (]
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5.3. Uma Sequéncia k—Universal

Nessa segao, iremos mostrar que, para todo k € Z™T, existe uma sequéncia
cujo niimero cromético é no maximo k? e que “contém” (i.e., contém a
menos de um miltiplo) todas as sequéncias finitas com nimero cromatico
no maximo k.

LEMA 5.3.1 ([21]). Para todo D C Z", x(D) = supy_., X(D N [N]).

DEMONSTRAGAO. Claramente, x(D) > supy_.o x(D N [N]). Assuma
agora que supy_,., X(D N[N]) = k € Z*. Assim, para todo N € Z*,
temos que x(D N [N]) < k. Para cada N € Z7, seja entdo cy € [k]* uma
coloragdo apropriada de Z(DN[N]). Como [k]* (com a topologia produto) é
compacto, vemos que {cy } tem um ponto limite ¢ € [k]%, de onde conclufmos
que x(D) < k (j& que ¢ também é uma coloracao apropriada de Z(D)). O

DEFINIGAO 5.3.2 ([21]). Dadas D e D’ sequéncias em Z", diremos que
D contém D' a menos de um mailtiplo se existe m € Z* tal que mD’ C D.

TEOREMA 5.3.3 ([21]). Seja {D; : j > 1} C [L;] uma sequéncia de
sequéncias finitas, todas de niumero cromdtico no mdzrimo k. Ainda, sejam
mj > 5L; e My =T[,.;m¢. Assim, se D =J;Z; M;Dj, entio x(D) < k2.

DEMONSTRAGAO. Para N = 1,2,3,..., ponha D(N) = U;-Vzl M;D;.
Pelo Lema 5.3.1 acima, é suficiente mostrarmos que, para todo N € Z™,
x (D(N)) < k2. No que segue, as coloracoes tomarao valores em Zj, = Z/kZ.
Agora, assim como no caso das expansoes decimais, nao € dificil ver que todo
n € Z se escreve de maneira tnica como n = Z;V;ll ajM;j,onde 0 < a; < mj,
para todo j € [N], e ay41 € Z (0s a;’s serdao chamados de digitos de n).
Ainda, para cada j, seja ¢; € Z% uma k-coloracao apropriada de Z(Dj)
e ponha C(n) = Zﬁvzl cj(aj). Agora, se ny < ng € Z sao tais que os
seus NN primeiros digitos correspondentes, exceto os s-ésimos, sao iguais e
ng —ny € MgDg, entdo C'(n1) # C(n2) (j4 que ¢s assume valores distintos
nos s-ésimos digitos de n1 e no e as outras coloragoes assumem valores iguais
nos outros digitos entre 1 e N correspondentes). Mais ainda, observe que
se d € D, e o digito a, de n satisfaz a, < 4m,/5, entdao a, + d < m,
(j&a que d < L, < m,/5), de onde temos que os N primeiros digitos de
n e n + M,d correspondentes, exceto os r-ésimos, sao iguais e, portanto,
C(n) # C(n+ M,d). Pondo Iy = Zjvzl |m;/2|Mj, nao é dificil ver que,
para todo n € Z e todo A € D(N), a observacao anterior se aplica a pelo
menos um dos dois pares n,n + A e n+ In, n+ Iy + A, de onde segue
que a coloracao definida por C(n) = (C(n),C(n + Iy)) é uma coloracao
apropriada de Z (D(N)). Assim, x(D(N)) < k? e, portanto, concluimos que
de fato temos x (D) < k2. O

COROLARIO 5.3.4 ([21]). Para todo k € Z*, existe D = D(k) C Z* com
x(D) < k% que contém a menos de um mailtiplo todas as sequéncias finitas
que tém mumero cromdtico no mdzrimo k. O
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DEMONSTRAGAO. Basta tomar {D;} como sendo a sequéncia de todas
as sequéncias finitas de nimero cromético no maximo k (em alguma ordem)
no enunciado do Teorema 5.3.3 acima. O



CAPITULO 6

O Critério de Weiss-Furstenberg-Weyl

6.1. Conjuntos Sindéticos

Nessa secao, iremos estabelecer uma conexao entre D’s infinitos tais
que x(D) = oo e subconjuntos sindéticos de Z (que serao definidos a se-
guir). Lembramos que alguns conceitos usados aqui foram estabelecidos na
Secao 5.1 do Capitulo 5.

DEFINIGAO 6.1.1. Diremos que um conjunto infinito A = {a;} C Z é
sindético se existe M € Z* tal que |a;+1 — a;] < M para todo i.

DEFINICAO 6.1.2. Diremos que uma colecao P de subconjuntos de Z
é invariante por translacdo se, para quaisquer P € P e t € 7Z, temos que
P+t={p+t:peP}eP.

DEFINIGAO 6.1.3. Dados um sistema dinamico (X,7") e Xo C X, dire-
mos que (Xo,T") é um subsistema de (X,T) se Xy é fechado, ndo-vazio e
invariante por T (i.e., T(Xo) C Xo). Ainda, diremos que (X,T") é minimal
se o tnico subsistema de (X,T") é o préprio (X,T). Note que se (Xo,T) é
um subsistema minimal de (X, T'), entdo (Xo, T x,) ¢ um sistema dinamico.

LEMA 6.1.4. Todo sistema dinamico (X,T') tem um subsistema minimal.

DEMONSTRAGAO. Considere a famila Z = {E C X : () # E é fechado e
invariante por T}. Como X € Z, temos que Z é nao-vazia e, portanto, o
Lema de Zorn nos diz que Z tem de fato um elemento minimal. ([l

LEMA 6.1.5 ([35]). Se (Xo,T) ¢ um sistema dinamico minimal e xo
pertence a Xg, entdo, para todo aberto nao-vazio U C Xy, temos que o
conjunto {n € Z: T"xy € U} € sindético.

DEMONSTRACAO. Sejam entdao zg € Xg e U C Xy aberto nao-vazio.
Primeiramente, note que O(z) = {IT"z : n € Z} é densa em X, para todo
x € Xo (pois O(x) é ndo-vazio, fechado e invariante por 7). Assim, temos
que JFXT/(U) = Xo. Como T é um homeomorfismo e Xy é compacto,
existe N € N tal que U]_VN THU) = Xo, i.e., U(Z)N THU) = Xo. Portanto,
{n€Z:T"xy € U} é de fato um conjunto sindético. O

TEOREMA 6.1.6 ([35]). Se P € uma cole¢ao de subconjuntos finitos de 7
que € invariante por translacdo, entao temos que em qualquer particao finita
{C1,C,...,Cy} de Z sempre existe um C; que contém algum elemento de
P sse todo subconjunto sindético de 7. contém um elemento de P.

21



6.2. SEQUENCIAS DE POINCARE 22

DEMONSTRAGAO. Seja entdao A um subconjunto sindético de Z. Assim,
temos que existe J € ZT talque Z=AU(A+1)U...U(A+J —1). Seja
agora c:Z — {0,1,...,J — 1} a coloracao (i.e., partigao) de Z definida por
c¢(m) =min{j € {0,1,...,J —1} : m € A+ j}. Temos que existem Py € P
e jo € {0,1,...,J — 1} tais que, para todo p € Py, ¢(p) = jo. Portanto,
para todo p € Py, temos que p € A + jp, i.e., que p — jo € A. Em outras
palavras, Py — jo C A. Como P é invariante por translacao, Py — jo € P.
Concluimos entdo que A contém um elemento de P. Na outra direcao,
seja entdo {C1,Cy,...,C s} uma particio finita de Z. Defina v € [J]Z por
y(m) = j € [J] sse m € Cj, e ponha X = {T*y} C [J]? (onde [J] tem a
topologia produto e T denota o shift & esquerda em [J]%). Pelo Lema 6.1.4
acima, o sistema dindmico (X, T') tem um subsistema (X, ") que é minimal
(e, portanto, (Xo,T'|x,) ¢ um sistema dinémico). Fixe zp = (zo(n)) € Xo
e seja jo = 20(0). Como a topologia em [J]* é a topologia produto, vemos
que o conjunto A = {n € Z : zo(n) = jo} é sindético (Lema 6.1.5 acima).
Assim, temos que existe Py € P tal que Py C A. Agora, fixe N € Z*
tal que Py C [N, N] e seja p a fungdo-distancia em [J]? definida como
na demonstragio do Teorema 5.1.4 (p induz a topologia produto em [J]%).
Como zg € {T*v}, existe M € Z tal que p(TM~,z0) < (N +1)71. Assim,
para todo n € [-N, NJ, v(n+ M) = zo(n) e, portanto, Py + M C C}, (pois,
para todo p € Py, v(p+ M) = xo(p) = jo). Agora, como P é invariante por
translacao, Py + M € P, e, portanto, Cj, contém um elemento de P. O

COROLARIO 6.1.7 ([35]). Se D C Z* € infinito, entao x(D) = oo sse
todo conjunto sindético A C Z contém uma aresta de Z(D).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que E(Z(D)) é uma colegdo de sub-
conjuntos finitos de Z invariante por translacao e que dizer que x(D) = oo
é o mesmo que dizer que, em toda parti¢ao finita {Cy,Cs,...,Cs} de Z,
sempre existe um C; que contém uma aresta de Z(D). (]

6.2. Sequéncias de Poincaré

Nessa se¢ao, iremos provar que determinadas sequéncias tém ntmero
cromatico infinito mostrando que elas sdo sequéncias de Poincaré. Para
tanto, seguiremos o caminho indicado por Weiss, que usa o Corolario 6.1.7
acima, o chamado Principio da Correspondéncia de Furstenberg (que es-
tabelece uma conexao entre subconjuntos substanciais de Z e sistemas que
preservam medida de probabilidade, conceitos esses que serao definidos a se-
guir) e, finalmente, uma demonstracao de uma versao do Teorema Ergédico
devida a von Neumann que esta relacionada ao conhecido Critério de Weyl
sobre sequéncias uniformemente distribuidas médulo 1.

DEFINIGAO 6.2.1. Diremos que um conjunto A C 7Z tem densidade
superior positiva ou que ele é substancial se existem uma sequéncia de
inteiros positivos k; /" 0o e uma sequéncia {n;} C Z tais que o limite
limy oo kit # (AN [n; + 1,n; + k;]) existe e é positivo.
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LEMA 6.2.2. Se A C Z € sindético, entao A € substancial.
DEMONSTRAGAO. Imediata. O

DEFINIGAO 6.2.3. Diremos que (X, B, u,T) é um sistema que preserva
medida de probabilidade se (X,B,u) é um espago de probabilidade (i.e.,
(X,B,p) é um espago de medida com pu(X) = 1) e T : X — X é um
isomorfismo de medida, ou seja, T' é uma bijecdo mensuravel que preserva
medida e cuja inversa também é mensurdvel (e automaticamente também
preserva medida).

O lema seguinte (cuja prova serd esbocada mais adiante) é o chamado
Principio da Correspondéncia de Furstenberg. Esse lema foi o primeiro passo
na demostracao ergodica que Furstenberg deu para o Teorema de Szemerédi
(que por sua vez é uma generalizacao do Teorema de Van der Waerden).

LEMA 6.2.4 ([18]). Seja P uma colegao de subconjuntos finitos de Z que €
invariante por translacao. Assim, temos que todo subconjunto substancial de
7 necessariamente contém algum elemento de P sse, para qualquer sistema
que preserva medida de probabilidade (X,B,u,T) e qualquer B € B com

w(B) > 0, existe P = {uy,...,ur} € P tal que p (ﬂle T_“iB) > 0. O

DEFINIGAO 6.2.5. Uma sequéncia {d, } C Z" serd chamada de sequéncia
de Poincaré se, para qualquer sistema que preserva medida de probabilidade
(X, B, 1, T) e qualquer B € B com p(B) > 0, temos que existe algum d; tal
que p (deBﬂB) > 0.

LEMA 6.2.6 ([35]). Se D = {d,} C Z" € uma sequéncia de Poincaré,
entdo x(D) = oo.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Corolario 6.1.7 e os Lemas 6.2.2 e
6.2.4 acima. U

A reciproca do Lema 6.2.6 acima nao vale. Um contra-exemplo foi
construido por Kiiz ([25]) (usando os grafos de Kneser de maneira nao-
trivial). O préximo teorema nos fornece uma condicao suficiente para que
uma sequéncia seja de Poincaré.

TEOREMA 6.2.7 ([35]). Se {d,} C Z* ¢é uma sequéncia tal que, para
todo 0 < a < 1 temos que limy oo N7! 27]:[:1 e?miedn — 0 entio {d,} ¢
uma sequéncia de Poincaré.

A condigao no enunciado do Teorema 6.2.7 acima nao é necessaria. Para
ver isso, basta considerar a sequéncia dos quadrados perfeitos (voltaremos
& essa sequéncia na préxima se¢ao). Mostaremos a seguir uma série de
definigoes e resultados que culminarao nas demonstragoes do Lema 6.2.4 e
do Teorema 6.2.7 acima. Em seguida, mostraremos a relagdo que existe
entre a condi¢do no enunciado do Teorema 6.2.7 e o Critério de Weyl so-
bre sequéncias uniformemente distribuidas médulo 1 (que, por sua vez, tem
relagdo com o Teorema de Stone-Weierstrass).
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Sejam H1, Hz espagos de Hilbert complexos (o produto interno de ambos
serd denotado por (-, -)). Dada uma aplicacao linear limitada L : H; — Ha,
a adjunta de L é a unica aplicagdo L* : Hy — H; (automaticamente linear
limitada) tal que

(Lz,y) = (z, L7y),
para todos x € Hj, y € Ho. Diremos que a aplicacao L é unitdria se L é um
isomorfismo e L* = L~!'. Equivalentemente, L é unitdria quando L é um
isomorfismo e (Lxz, Ly) = (z,y), para todos z,y € H;. Se H é um espago
de Hilbert complexo, entdo um operador linear limitado L : H — H é dito
normal se LL* = L*L. Claramente, todo operador unitario L : H — H é
normal.

EXEMPLO 6.2.8. Seja (X, A, ) um espago de medida. Considere o
espaco vetorial

(6.2.1) {f: X — C mensurével : [, |f|*du < +oo}.

Denotaremos por L?(X, A, i) o quociente do espaco (6.2.1) pelo subespaco
formado pelas funcoes f : X — C que sao nulas quase sempre. Temos que
L*(X, A, 1) é um espaco de Hilbert complexo munido do produto interno

(f.9) = /X fadu,

onde identificamos cada f em (6.2.1) com a sua classe de equivaléncia (i.e.,
com a classe das fungoes iguais a f quase sempre). Se ¢ : X — C é uma
funcao mensurdvel limitada, entao considere o operador linear limitado Mg
em L%(X, A, u) definido por

My(f) = of,

para toda f € L*(X, A, ). O adjunto de My € claramente Mj e, portanto,
My € normal. Como MyMg = M)y, segue que My é unitério sse |¢| =1
quase sempre. Os operadores da forma My serao chamados de operadores
de multiplicacao.

O Teorema Espectral enunciado a seguir nos diz que todo operador nor-
mal limitado é unitariamente equivalente a um operador de multiplicacao.

TEOREMA 6.2.9 (Teorema Espectral). Sejam H um espag¢o de Hilbert
complexo e L : H — H um operador normal limitado. Assim, existem um
espago de medida (X, A, ), uma aplica¢do unitdria o : H — L*(X, A, i) e
uma funcdo mensurdvel limitada ¢ : X — C tal que o diagrama

H L H
(6.2.2) U\LN Nia
LXX, A p) —— LX(X, A, )
]

comuta. O
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Note que se o operador L no enunciado do Teorema Espectral é unitario,
entdo o operador de multiplicagao M, também é unitario e, portanto, |¢| = 1
quase sempre.

Se (X, A, ) é um espago de medida e A € A é um subconjunto men-
surdvel de X, entdo denotaremos por L?(A) o subespaco de L2(X, A, )
formado pelas funcoes que sdo nulas quase sempre no complementar de A.
Nio ¢ dificil ver que, para todo A € A, o complemento ortogonal de L%(A) é
L?(X\ A). De fato, é claro que os subespacos L?(A) e L?(X \ A) sdo ortogo-
nais. Além disso, se f € L?(X, A, i) é ortogonal a L?(A), entdo, denotando
por x 4 a funcao caracteristica de A, temos que

0= (. fx) = /A £ du,

de onde f € L?(X \ A).
Observe que se ¢ : X — C é uma funcao mensuravel limitada, entao,
para todo A € C, vale que

Ker(My — A1) = L* (¢ ' (),

onde 1 denota o operador identidade em L?(X, A, ).
Agora, seja p : C\ {0} — C um polindmio de Laurent com coeficientes
complezos, i.e., uma aplicacao da forma

onde a;, € C, Vk € [—n,n]. Ainda, se H é um espago de Hilbert complexo e
L :H — H é um isomorfismo, entdo pomos

p(L) =Y apL¥,

k=—n

onde L? = 1 é o operador identidade em .
O lema a seguir é uma consequéncia do Teorema Espectral e das consi-
deragoes acima.

LEMA 6.2.10. Sejam H um espaco de Hilbert complexo, L : H — H um
operador unitario, A um numero complexo, v € H um vetor ortogonal ao
subespago Ker(L — A1) e (pn)n>1 uma sequéncia de polinomios de Laurent
com coeficientes complexos. Suponha ainda que

e lim, 0o pn(z) =0, para todo z € C com |z| =1 e z # A; e que
o criste ¢ > 0 tal que |p,(2)| < ¢, para todos n > 1 e todos z € C
com |z|=1ez# A\
Assim, temos que limy, oo pp(L)v =0 em H.
DEMONSTRAGAO. O Teorema Espectral nos dé um espago de medida

(X, A, 1), uma aplicacdo unitéria o : H — L%(X, A, 1) e uma funcdo men-
suravel limitada ¢ : X — C tal que o diagrama (6.2.2) comuta. Além disso,
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como L é unitario, temos que |¢| = 1 quase sempre. Verifica-se diretamente
que o diagrama

n (L
” pn(L) "
LA(X, A, ) LAY A p)
Pno

comuta, para todo n > 1. Pondo f = o(v) € L*(X, A, u1), vemos que

(6.2.3) (1ol = [ a6l 1) an
para todo n > 1. Além disso, f ¢ ortogonal a Ker(My — A1) e, portanto,
ferl?>(X\¢7'(V),

ou seja, f(z) =0 para quase todo z com ¢(z) = \. Afirmamos que
Tim pu (6(2)) £(@) = 0,

para quase todo x € X. De fato, para quase todo x com ¢(x) # A, temos
que limy, o pn (d)(x)) = 0 e, para quase todo = com ¢(z) = A, f(z) =
Claramente, temos que

|pn (6(2)) f(@)[* < 3| f ()2,

para quase todo x € X. Usando agora o Teorema da Convergéncia Domi-

nada, vemos que
hm / ‘ pn ‘ dp = 0.

O resultado segue entao da equagao (6.2.3) acima. ([

LEMA 6.2.11 ([31, 35]). Se {sp} C Z € tal que, para todo 0 < o < 1,
limy_ oo N1 2711\[:1 e?miasn — (. entdo, para qualquer sistema que preserva
medida de probabilidade (X, B, 1, T), temos que, se Iy C L*(X,B, ) denota
o subespaco fechado das funcdoes T-invariantes e wy a projecdo ortogonal em
Iy, entdo, para toda [ € LQ(X B, ),

Z foT®) —myf

= 0.

lim
N—oo

L2

DEMONSTRAGAO. Considere o operador U no espaco de Hilbert com-
plexo L?(X, B, 1) definido por

U(f)=[oT,
para toda f € L?(X,B,u). Como T é um isomorfismo de medida, temos
que U é unitario. Agora, fixe f € L?(X,B,u) e ponha g = mof, i.e., g é a
projegao ortogonal de f no subespaco fechado Iy = Ker(U — 1). Temos que
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f — g é ortogonal a todo elemento de Ker(U — 1). Agora, para cada inteiro
N > 1, seja py o polindmio de Laurent definido por

|
— Sn
pN(2) = N Z Fak
n=1
Da hipdtese, segue que
li =0,
i ()
para todo z € C com |z| =1 e z # 1. Claramente, temos que

Ipn(2)] < 1,

para todo N > 1 e todo z € C com |z| = 1. Como v = f — g é ortogonal a
Ker(U — 1), podemos usar o Lema 6.2.10 acima para ver que

1 N
lim —ZUS"(f—g) =0
=1

N—oo N
n

em L%(X,B,u). Como Ug = g, concluimos que

N N
O24) i ) foTt = fim ) U =g =m]
n=1 n=1
em L?(X, B, u). O

Podemos dar agora um esbo¢o da prova do Lema 6.2.4 acima.

DEMONSTRACAO do Lema 6.2.4 ([31]). Sejam entdo (X,B,u,T) um
sistema que preserva medida de probabilidade e B € B com u(B) > 0.
Considere o operador unitério U no espaco de Hilbert complexo L?(X, B, 1)
definido como na prova do Lema 6.2.11 acima e seja g a projecao ortogonal
da fungao x z no subespaco fechado Ker(U —1). Como a sequéncia (s, = n)
claramente satisfaz as hipdteses do Lema 6.2.11, vemos que

1 N
72 (xgoT") —g

n=1

= 0.
L2
Temos entao que existe uma subsequéncia Ny tal que
Ny
1 .
lim — ZXB(T x) = g(x), para quase todo x € X.

k—oo Nk 1
n—=

lim
N—o0

Agora, nao é dificil ver que g > 0 e que u({x € X : g(x) > 0}) > 0. Logo,
temos que o conjunto

{re X :{n>0:T"x € B} é substancial}}
tem medida positiva. Assim, o conjunto

{r € X : existe P(x) € P tal que, Vu € P(x), Tz € B}
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também tem medida positiva. Como P é enumeravel, vemos que de fato
existe P € P tal que o conjunto {z € X : P(x) = P} tem medida positiva.
Na outra direcgao, seja entdo A C Z um conjunto substancial. Considere as
medidas de probabilidade discretas p; em {0, 1}% definidas por

1 ni+k;
i = k.i Z 5Tjaa
b j=ni+1

onde T : {0,1}%2 — {0,1}% denota o shift & esquerda, &, a medida que
¢ concentrada em y, a = x, € {0,1}% e as sequéncias k; e n; vém da
definicao da propriedade de A ser substancial. Agora, seja p um ponto ade-
rente & sequéncia {4;} (no espaco das medidas de probabilidade em {0, 1}*
com a topologia induzida pela topologia fraca-* no dual de C({0,1}%)).
Como p é invariante por T' (j& que k; /" 00), temos que 7' é um isomor-
fismo de medida. Portanto, ({0, 1}Z,B,,u,T ) é um sistema que preserva
medida de probabilidade (B denota a o-dlgebra de Borel). Ponha agora
B ={xc{0,1}?: 29 = 1} € B e note que u(B) > 0 (j4 que o conjunto A
é substancial). Aplicando entdo a hipétese ao sistema ({0,1}%, B, u,T) e B,
nao é dificil ver que o fato de P ser invariante por translagdo nos permite
concluir que A necessariamente contém algum elemento de P. O

Daremos a seguir uma demonstracao do Teorema 6.2.7 acima.

DEMONSTRACAO do Teorema 6.2.7 ([31]). Sejam entdo (X, B, p,T) um
sistema que preserva medida de probabilidade e B € B com u(B) > 0.
Considere o operador unitério U no espaco de Hilbert complexo L?(X, B, 1)
definido como na prova do Lema 6.2.11 acima e seja g a projecao ortogonal
da funcdo x z no subespaco fechado Ker(U — 1). Temos que x — g é orto-
gonal a todo elemento de Ker(U — 1). Em particular, x5, — g é ortogonal a
funcao que é constantemente igual a 1. Isso nos da

/X(XB—Q) dp =0,

de onde [, gdp = p(B) > 0. Portanto, g # 0. Do Lema 6.2.11 acima,
temos que

N

!
(6.2.5) Jim Y Uhxp=g
n=1

em L?(X,B,u). Agora, note que
UdXB = X7-4(B)>
para todo d € Z. Multiplicando-se (6.2.5) escalarmente por x5, vem que

N
. 1 _
dm oy AT 1 B) = (o)
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Como Xp—49 ¢ ortogonal a g, <gaXB> = <9>XB —g+9) =(g9,9) >0. Em
particular, temos que existe 7 > 1 tal que

u(T~%(B)NB) = u(BNT%(B)) > 0,

como querfamos. O

Terminaremos essa secao relacionando a condi¢ao no enunciado do Te-
orema 6.2.7 acima com o Critério de Weyl sobre sequéncias uniformemente
distribuidas médulo 1 (veja também [28]).

DEFINIGAO 6.2.12. Fixados um espaco de medida (X, A, ) e uma se-
quéncia x = (z,) C X, ponha

1 N
Fx,X) = { € LX)+ Jim &3 flan) = [ Fau).
n=1

E claro que F(x,X) é um subespaco vetorial de L'(X) e que F(x, X)
é fechado por conjugagao (no caso complexo). Mais ainda, também nao é
dificil mostrar os seguintes trés resultados gerais sobre F(x, X).

LEMA 6.2.13. Sejam f, or, ¥ € LY(X) satisfazendo ¢ < f < p. Se

ok, Yr € F(x,X), [x— [ fe [vx— [[, entdo f € F(x,X). O
TEOREMA 6.2.14. Se X satisfaz p(X) < oo e fr, € F(x,X) € tal que
fr — f uniformemente, entao f € F(x,X). O

COROLARIO 6.2.15. Se X =[0,1] e u € a medida de Lebesgue em [0,1],
entao as trés condicoes sequintes sao equivalentes.

o As funcoes caracteristicas X[a,b) de intervalos semi-fechados perten-
cem (todas) a F(x,[0,1]).

o As fungoes de [0,1] em C que sdo continuas e iguais nos extremos
pertencem a F(x,[0,1]).

o As fungoes de [0,1] em C que sao Riemann-integrdveis pertencem

a F(x,0,1]). O
O Teorema de Stone-Weierstrass diz o seguinte.

TEOREMA 6.2.16 (Stone-Weierstrass). Sejam X um espago compacto
(Hausdorff) e C(X) a dlgebra das fungoes continuas de X em C (o produto
em C(X) é definido ponto a ponto) com a topologia da convergéncia uniforme
(i.e., com a norma do sup). Se A C C(X) € uma subdlgebra que contém
as fungoes constantes, separa pontos (ou seja, para todos x # y € X, existe
feAcom f(x) # f(y)) e € fechada por conjugacio (i.e., se f € A, entdo
feA) entio A é densa em C(X). O

DEFINIGAO 6.2.17. Diremos que uma sequéncia x = (z,) C [0,1] é
uniformemente distribuida em [0, 1] se as fungoes caracteristicas de intervalos
semi-fechados estao todas em F(x, |0, 1]), i.e., se para todos a < b € [0, 1],
temos que limy oo N1 #{n € [N]:a <z, <b} = fx[%b) dp=b-—a.
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DEFINIGAO 6.2.18. Diremos que uma sequéncia (z,) C R é uniforme-
mente distribuida mddulo 1 se a sequéncia ({x,}) (das partes fraciondrias)
¢ uniformemente distribuida em [0, 1].

Podemos agora enunciar e mostrar o Critério de Weyl.

TEOREMA 6.2.19 (Weyl). Uma sequéncia (x,) € R € uniformemente
distribuida médulo 1 sse limy_oo N7} Zi:[:l e?mihen — 0, vh € 7\ {0}.

DEMONSTRAGAO. Ponha S' = {z € C : |z| = 1}. Pelo Teorema de
Stone-Weierstrass (Teorema 6.2.16 acima), o conjunto dos polinémios de
Laurent (restritos a S') com coeficientes complexos ¢ denso em C(S1). As-
sim, temos que o subespaco gerado pelo conjunto {e2™" : [0,1] — C: h € Z}
é denso no espaco das fungoes de [0, 1] em C que sdo continuas e iguais nos
extremos. Podemos entao usar o Teorema 6.2.14 e o Corolario 6.2.15 acima
para concluir o resultado. O

DEFINIGAO 6.2.20. Dado m € Z*, m > 2, diremos que uma sequéncia
{sn} C Z é uniformemente distribuida mddulo m se

1
1 -1 N =9 = —
A}En N7 #{n€[N]:s,=j (mod m)} —

para todo j € {0,1,...,m — 1}.
DEFINIGAO 6.2.21. Diremos que uma sequéncia {s,} C Z é uniforme-

mente distribuida em 7 se {sy,} é uniformemente distribuida médulo m para
todo m > 2.

LEMA 6.2.22. Temos que uma sequéncia {s,} C Z € uniformemente
distribuida em 7 sse limy o N1 270 — 0 para todo r € Q \ Z.

DEMONSTRAGAO. Imediata. O

TEOREMA 6.2.23. Uma dada sequéncia {d,} C Z" satisfaz

1 N
lim — E e?miadn — ()
N—oo N 1

n—=

e

para todo 0 < o < 1 sse {d,,} € uniformemente distribuida em Z e {fd,} é
uniformemente distribuida modulo 1 para todo 0 < B < 1 drracional.

DEMONSTRAGAO. Aplique o Teorema 6.2.19 e o Lema 6.2.22 acima. [

6.3. Sequéncias de Fermat

DEFINIGAO 6.3.1. As sequéncias F,, = {i":i=1,2,...}, m=1,2,...,
ou seja, as sequéncias das m-ésimas poténcias (perfeitas) serdao chamadas de
sequéncias de Fermat.

A seguinte extensdo do Teorema de Van der Waerden foi mostrada por

Bergelson e Leibman (esse resultado é conhecido também como o Teorema
de Van de Waerden Polinomial).
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TEOREMA 6.3.2 ([3]). Se p1,...,p sdo polinémios em Z[X]| sem termos
constantes, entdo, para qualquer parti¢ao finita {C1,...,Cy} de Z, existem
J € [J] einteiros a e d # 0 tais que a, a+pi(d) € Cj, parak =1,...,1. O

O Teorema de Van der Waerden original pode ser recuperado colocando-
se pr(x) = kz, para todo k € [l], no enunciado do Teorema 6.3.2 acima.
Ainda, temos que x(F,,) = oo, para todo m € Z* (colocando-se [ = 1 e
p1(x) = 2™ no enunciado do Teorema 6.3.2). Em particular, temos que a
sequéncia Fy (a sequéncia dos quadrados perfeitos) tem nimero cromdtico
infinito. Ao invés de mostrar o Teorema 6.3.2 acima em toda a sua gene-
ralidade, nds terminaremos esse capitulo mostrando a seguir como o caso
particular x(F2) = oo ja segue do Teorema de Van der Waerden “linear”.

TEOREMA 6.3.3 ([34]). Se colorirmos Zt com um nimero finito de co-
res, entdo existem a e d em Z7T tais que a e a + d* tém a mesma cor.

DEMONSTRACAO. Nés diremos que a; € Z" estd focado em a € Z*
se existe d; € ZT tal que a; — a = d?. Mais geralmente, diremos que
a1, a9,...,a, estdo focados em a se cada a; esta focado em a e todos os a;’s
tém cores distintas. Agora, se o seguinte resultado valer para todo k fixado,
entao a assercao do teorema segue.

(*) Para todo r < k, existe N € Z* tal que se pintarmos [N] com
k cores, entao ou existem a,ay,as,...,a, € [N] tais que aj,aq,...,a, estdo
focados em a ou existem a, a + d? € [N], com d # 0, que tém a mesma cor.

De fato, pondo r = k, vemos que ou a tem a mesma cor que algum a;
focado em a ou a e a + d? (d # 0) tém a mesma cor . Assim, é suficiente
mostrar que (*) acima vale. Faremos isso por induc¢ao em r. Suponha entao
que N € Z7 satisfaz (*) para r — 1. Precisamos mostrar que existe N’ € Z*
satisfazendo (x) para r. N6s nao iremos computar o valor de N’ explicita-
mente - basta que N’ seja grande o suficiente para que o que segue valha.
Primeiramente, note que podemos assumir que [N'] ndo contém a e a + d?
(d # 0) da mesma cor. Agora, divida [N’] em blocos de tamanho N e ponha
Bs={(s—1)N+1,(s—=1)N+2,...,sN} e I = [2/N|. Como s6 existe um
numero finito de maneiras de se colorir um desses blocos com k cores, pode-
mos aplicar o Teorema de Van der Waerden aos blocos e concluir que existe
uma progressao aritmética Bg, Bsyy, ..., Bsyy de blocos identicamente co-
loridos. Agora, pela escolha de N e pelo que assumimos sobre [N'], temos
que existem a,ai,a9,...,a,_1 € By tais que ai,a9,...,a,._1 estao focados
em a (ja que [N] C [N']). Observe que as cores dos a;’s sao distintas e que
existem d;’s inteiros nao-nulos tais que a; = a + d?. Para terminar a prova,
¢é suficiente entao mostrarmos que vale o seguinte.

(*%) Temos que a e a; + 2d;Nt (i = 1,2,...,7 — 1) estao focados em
a— (Nt)2.
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Primeiramente, note que
a+2d;Nt — (a — (Nt)?)) = d? + 2d;Nt + (Nt)* = (d; + Nt)?

e que
a—(a— (Nt)2) = (Nt)%
Agora, observe que a; + 2d; Nt e a; tém a mesma cor, pois a; —a = d? <N,
de onde 2d; < [, e, portanto, temos que o bloco Bgy94,+ estd colorido da
mesma, forma que o bloco Bs. Assim, a; + 2d;Nt, i = 1,2,...,r — 1, tém
cores distintas (j& que ai,as,...,a,—1 tém cores distintas). Ainda, vemos
que a cor de a é diferente da cor de a; +2d;Nt, parai =1,2,...,7—1 (pois
sendo a e a; tém a mesma cor, o que contraria o que assumimos sobre [N'],
ja que a; estd focado em a e ambos pertencem a [N']). Concluimos portanto
que a e a; + 2d;Nt, i = 1,2,...,r — 1, estdo de fato focados em a — (Nt)2,
ou seja, que (**) acima vale (observe que a — (Nt)? pode ser negativo, mas
como estamos tratando de propriedades que sao invariantes por translagao,
bastaria entao somar uma mesma constante a todos os blocos de forma a
garantir que a — (Nt)? fique positivo). O



CAPITULO 7

O Resultado de Ajtai, Havas e Komlds

Nesse capitulo, iremos expor um resultado de Ajtai, Havas e Komlos
que, quando combinado com o Lema 6.2.6 e o Teorema 6.2.7, nos permitira
concluir que, para qualquer sequéncia infinita {¢;} de reais estritamente
maiores do que 1 com ¢; — 1, existe uma sequéncia infinita D = {d;} C Z*
que satisfaz x(D) = oo e d;j+1/d; > ¢;, para todo i.

LEMA 7.1 (Markov). Sejam Y wuma varidvel aleatoria real nao-negativa
ex € R com x> 0. Assim, temos que P(Y > z) <E(Y)/z.

DEMONSTRAGAO. Imediata. O
LEMA 7.2 ([1]). Suponha que X1, X2, ..., XN sdo N varidveis aleatdrias
complexas independentes satisfazendo |X,| < 1, para n = 1,2,...,N, e

ponha Sy = X1+ Xo+ -+ Xn. Para cada real 0 < € < 1 fizado, temos
que se [E(Sn)| < (¢/4)N, entio P(|Sy| > eN) < 4exp{—%N}.

DEMONSTRAGAO. Como [Sy| < |RSn|+ | SN|, temos que
€ €
< _ < — .
P(|Sy|> eN) <P (ymsm > 2N> +P (ydsN\ > 2N)

Assim, é suficiente mostrarmos que, para varidveis aleatérias reais inde-
pendentes X1, Xo,..., Xy, as condigoes | X, | < 1, paran = 1,2,...,N, e
IE(Sn)| < (¢/2)N implicam

P (|Sy| > eN) < 2 e
€ expq ——— .
N P 100
Usando o Lema 7.1 acima, vemos que, para todo 0 <t < 1,

P(Sy > eN) =P (exp(tSny) > exp(teN)) < exp{—teN} E (exp(tSy)) =

N N
= exp{—teN} [ E (exp(tXn)) < exp{—teN} [ E(1 + tX, + %) <

n=1 n=1
< exp{—teN}exp{t E(Sy) + Nt2} < exp {—t %N + Nt2} .

Agora, tomando t = €/4 na desigualdade acima, nés vemos que

€2 4¢?
P(Sy > €eN) <expq——=Np <exp{ ———N .

16 100
Trabalhando com —Sp no lugar de Sy no argumento acima, nds temos que
P(—Sny < —eN) também satisfaz a mesma desigualdade. O

33
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LEMA 7.3 (Borel-Cantelli). Sejam A1, Aa, ... uma sequéncia de eventos
em um espago de probabilidade e ponha B = limsup,, . A, = (Noe; Up An.
Assim, se Y P(Ay) < oo, entdo P(B) = 0.

DEMONSTRACAO. Para cada k € Z*, temos que

B(B) < P (f] An> <3 B4,
n=~k n==k

Como Y PP(4,) < oo, vemos que » >, P(A,) — 0 quando k — oo. O

Note que o conjunto B acima é o conjunto dos pontos do espago de
probabilidade que pertencem a infinitos A,’s. Assim, a interpretacao de
P(B) = 0 é que, com probabilidade 1, s6 um nimero finito de A,’s ocorrem.

TEOREMA 7.4 ([1]). Seja {€,} uma sequéncia de reais com €, > 0 e
en — 0. Assim, existe uma sequéncia {d,} C Z* com dpy1/dn > 1+¢€,, para
todo n, que satisfaz imy_oo N1 25:1 e2miadn — (0 para todo 0 < @ < 1.

DEMONSTRAGAO. Seja I, = [up,v,] C Z1 uma sequéncia de intervalos
(inteiros) satisfazendo as seguintes trés condigoes.

logv(n) 0-

(a) vy, = exp{o(n)}, i.e., lim,
n

(b) limy oo N"2SN 1/11,| = 0 (e.g., |In]| — c0); €
(c) upt1/vn > 1+ €,, para todo n.

Agora, para todo n, escolha d,, em I, com probabilidade uniforme e de ma-
neira independente para diferentes valores de n. Nao é dificil ver (usando,
e.g., , o Lema 6.2.22 e o Teorema 6.2.23) que é suficiente mostrarmos que,
com probabilidade 1, a sequéncia {d, } assim escolhida satisfaz

N

: 1 .

(+) ]\}gnoo N Z:l exp{2mimad,} =0,
n=

para todo 0 < a < 1 irracional e todo m € Z7', e também para todo

0<a=p/qg<1, commde(p,g) =1,em=1,2,...,q— 1.

Agora, fixe m e considere as varidveis aleatorias
X, = exp{2mimad,},n=1,...,N.
Observe que
1 —exp{2mimall,|}| 1 2 1 1

— < — <
1 — exp{2mima} |I,| = |In] |1 — exp{2mima}| = 29|L,|’

[E(Xn)| =

se pm(a), a distancia de « ao racional da forma j/m mais préximo, satisfaz
pm(a) >~ > 0 (note que, na ultima desigualdade acima, foi usado o fato de
que, para angulos 0 < § < 7, temos que a maior razao entre o comprimento
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do arco e o comprimento da corda subentendidos por 6 é 7/2). Para um
dado § > 0, temos portanto que

1 N1 s
< = 2
IE(Sn)| < 2om(a )nE: 1. < 4N,

se tivermos que « satisfaz
N
21 1
> - R
Ponha entao
N
21 Z 1
TSN &L
(a)

Assim, para um « satisfazendo py,(«

(>

> qn, temos (Lema 7.2 acima) que

2
Zexp{%rimadn} > 5N> < 4dexp {_1600]\[} .

n=1
Consequentemente,
N 52
P Z exp{2mimad,}| > dN para algum « da forma kexp {—N},
P 200

52
keZt, 0<a<l, ppla) > qN> < 4exp{—200]\7}.

Dado 0 < o/ <1 com pm( ") > qn, nao é dificil ver que podemos achar um
a da forma kexp{— 2OON} comke€Z 0<a<1epny(a)>qy, tal que

o — a| < exp{——= o N},

200

desde que N seja suficientemente grande para termos
2

0
(*) eXP{—ﬁN} <1/m—2qn.

Note que temos 1/(2m) > pp,(a’) > gn, e, portanto, que 1/m — 2gy > 0.
Ainda, observe que

N
Z exp{2mimad,}| +
n=1

N
+ Z exp{2mima/d,} — exp{2mimad,}|.

n=1

N
Z exp{2mima’d,}| <
n=1
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A dltima soma acima é no maximo

N
52
2mmla’ — o Zdn < 2mm exp {—200]\[} Ndy < 0N,

n=1

desde que valha

dy < 0 0" N
exp{ —
NS orm PP 2007
que vale se
0 52
—No.
() vy < Y~ exp{200 }

Assim, se N satisfaz as desigualdades (x) e (xx) acima, para o evento

N
Z exp{2mimad, }

n=1

AN((S, m) = {

< 20N, Vo, 0 < a <1, ppla) > CIN},

nés temos que, se Ay denota o evento complementar de Ay, entdo

B 52
P(An) < 4exp {—200]\7} .

Usando (a) e (b) acima, vemos que existe Ny = Ny(d,m) € ZT tal que

_ 52
N>Ng N>No
Portanto, o Lema de Borel-Cantelli (Lema 7.3 acima) nos diz que, com
probabilidade 1, existe N1 > Ny tal que Ayx(d,m) vale para todo N > Nj.
Assim, com probabilidade 1, temos que para todo 0 < o < 1, « nao da
forma j/m,

lim sup < 26.

N—oo

N
1
N Z exp{2mimad, }

n=1

Como ¢ é um numero positivo arbitrario, segue que, com probabilidade 1,

N

1 .

]\}LI}})O N E 1exp{2mmadn} =0,
n—=

para todo «, 0 < o < 1, o nao da forma j/m. Agora, como todo o em
(+) acima nao é da forma j/m (mesmo quando « é racional), temos que,
com probabilidade 1, (4) vale. Como nao ¢ dificil ver que de fato existem
intervalos I,, satisfazendo as condigoes (a), (b) e (c) acima, para terminar
a prova basta notar que (c) garante que dy,+1/d, > 1+ €,, para todon. O

COROLARIO 7.5 ([35]). Se {qi} ¢ uma sequéncia de reais estritamente
maiores do que 1 com q; — 1, entdo existe uma sequéncia D = {d;} C Z*
que satisfaz x(D) = oo e diy1/d; > qi, para todo i. O
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DEMONSTRAGAO. Basta combinar o Teorema 7.4 acima com o Lema 6.2.6
e o Teorema 6.2.7. O

OBSERVAGAO 7.6. Conforme veremos no Capitulo 8, o Corolario 7.5
acima pode ser obtido muito mais facilmente como coroldrio do Teorema 8.2.1.
Em outras palavras, os resultados da Secao 6.2 e desse capitulo nao sao ne-
cessarios para se mostrar o Corolario 7.5 acima. Concluiremos esse capitulo
mostrando entao dois teoremas interessantes que fazem uso daqueles resulta-
dos todos. Esses teoremas tém relacao direta com um dos mais importantes
resultados de teoria dos grafos obtido por Erdds [17] através do método
probabilistico.

LEMA 7.7. Se (ep)n>1 € uma sequéncia em )0, 1] tal que a série Y ey
converge, entao

oo n
7!_11(1—6,,1 —nlLrgOE[ 1—ep) >

DEMONSTRAGAO. Como

lim |In(1 — z)|

z—0t x

temos que a série Y 1 |In(1 — &,,)| é convergente. Assim, o limite

nh—{goz:lln (1 —eg)

existe em R. Exponenciando, obtemos que
n
nlglololj (1 —ex) —exp(nlirgOZln 1—€k)> > 0. O

LEMA 7.8. Se (zp)n>1 € uma sequéncia de escalares que tende a zero,
entao lim,_, % Yl ar=0.

DEMONSTRACAO. Dado € > 0, seja no > 1 tal que ]:1:”| < 5, para todo
n > ng. Ainda, seja n1 > ng tal que - 210 |rk| < 5. Agora, para todo
n > np, temos que

n

1 < 1 & 1 & 1
-l < = == - <
‘ng xk)_ng |z | nE |9Ek|+n E |7k | <
k=1 k=1 k=1 k=no+1

1 & 1

— E \xk|+

1 n

k=1

COROLARIO 7.9. Se (vp)n>1 € uma sequéncia de reais positivos tal que
Up41 In(vp) —0
- .

n

g £

k=no+1

lim,,— oo =1, entao lim,_,
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DEMONSTRAGAO. Para todo n > 1, escreva a;, = UZ—“ Temos que

n—1
VUn = U1 H (6757
k=1
e, portanto, que

In(vy,)

1 1 n—1
=1 =
o)+ 5o

para todo n > 1. Como «;,, — 1, temos que In(a,,) — 0 e a conclusao segue
entao do Lema 7.8 acima. (|

LEMA 7.10 ([27, 31]). Se (en)n>1 € uma sequéncia de reais positivos com
en, — 0, entdo existem sequéncias (up)n>1 € (Un)n>1 de inteiros positivos tais
que

|Lii1| > n?, para todo n > 1, onde I, = [un,vy);
s o0 n2 7z
a série Y | 1. € convergente;
In(v.
(vn) _ 0;

n

(€) unt1 > (1 + en)vn, para todo n > 1.
Note que a condigdo (c) acima implica limy, o0 = >F ﬁ =0.
DEMONSTRAGAO. As sequéncias (up)n>1 € (Un)n>1 serao definidas re-
cursivamente da seguinte forma. Tome u; = 1. Supondo que u,, foi definido
para um dado n > 1, ponha v, = u, +nte Up+1 como sendo o menor inteiro
tal que up+1 > (14 &,)vy, onde &, é definido por

&p = max {an, (”TH)5 — 1} > 0.

Temos entdo que |I,,| > n*, de modo que as condicdes (b) e (c) do enunciado
estao satisfeitas. Além disso, ndo é dificil ver que as condicoes (a) e (e)
do enunciado também estao satisfeitas. Falta somente verificarmos entao a
condicao (d). Em virtude do Corolario 7.9 acima, ¢ suficiente verificar que
lim,, oo 224+L = 1. Temos

Up < Upg1 = Uns1 +(n+ D < 1+ E)vn+ 1+ (n+ 14,

e, portanto,
v 1+ (n+1)4
) P2 IR o G
Un Un
para todo n > 1. Agora, note que
(n+1)°

Un+1 Z Un+1 2 (1 + EN‘n)vn Z

Un
nd ’

para todo n > 1. Segue entao por indugao em n que

(ii) vp > 10,
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para todo n > 1. Agora basta fazer n — oo em (i) acima, levando-se em
conta (ii) acima e o fato que &, — 0. O

Agora, considere o produto cartesiano = [[7° I,,, munido da medida
de probabilidade produto, onde em cada I,, colocamos a medida de proba-
bilidade uniforme. Para cada n > 1, considere a aplicacao

Ty i — I X Ig x -+ - x I,
e o conjunto
T, ={(d1,...,dyp) €Iy X -++ x I : Z(dy, . .., dy) ndo contém tridngulos}.

Note que se (dy,...,d,) € Iy X -+ X I, entdo dy < -+ < d,,. Temos
que (7['; 1(Tn))n>1 é uma sequéncia decrescente de eventos no espaco de

probabilidade €2 e que a interseccao T' = (°2, 7, *(T,,) é o evento

T = {(dn)n21 € Q:7Z(dy,ds,...) ndo contém triéngulos}.
Assim,

(i) P(T) = lim P(m, (T5)),

onde P denota a medida de probabilidade em §2.

LEMA 7.11 ([27, 31]). Nas condigées e notagoes acima, assuma que a
série

. — n’
(IV) Zm
n=1""

converge e que existe ng > 1 tal que Ty, # 0e [ Ip+1| > nz, para todo n > ny.
Podemos concluir entio que P(T) > 0.

DEMONSTRAGAO. Seja n > 1 fixado. Para d = (di,...,d,) em T,
considere o conjunto

A ={dp1 € Iz ¢ (da, ... dnydpg1) € Trs1 } C Tngr.
Note que
Lin\AYc{di+dj:i,j=1,...,n}
e, portanto, temos que |A% > |I,,41| — n?. Logo,

1 n?
Pty ({i} - x {da} x AD)] > ———— (1= ).
st} ot AN 2 e U g
Agora, como T, 41 é a unido disjunta dos conjuntos {di} x --- x {d,} x A%,
d=(dy,...,d,) € T,, segue que
2

1 || _ n’ - —1 __n

Usando inducao em n e a desigualdade acima, vem que

n—1 k‘2

P(m, (Tn)) = P(ms (Tny) ] (1 - |1k+1|)’

k=ng
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para todo n > ng. Como T,,, # 0, temos que P(m, ! (Ty,)) > 0. Além do

mais, segue das hipdteses que a série Y 7° ﬁ converge. A conclusdo vem
n

entdo da igualdade (iii) e do Lema 7.7 acima. O

Note que T4 = I} # (. Assim, se a série (iv) acima converge e se
|I,+1| > n?, para todo n > 1, entdo as hipéteses do lema acima estdo
satisfeitas. Em outras palavras, as condigdes (b) e (c) do Lema 7.10 acima
implicam a conclusao do Lema 7.11 acima. Temos entao os ingredientes
para mostrar o seguinte resultado.

TEOREMA T7.12 ([27, 31]). Existe uma sequéncia D = {d;} C ZT com
X(D) = oo tal que Z(D) nao contém triangulos.

DEMONSTRAGAO. Basta combinar os Lemas 7.11 e 7.10 com o Teo-
rema 7.4 acima. (]

Nao é dificil ver que basta fazer pequenas modificagbes nos lemas acima
para concluir que na verdade podemos mostrar um pouco mais. Mais pre-
cisamente, vale a seguinte generalizacao do Teorema 7.12 acima.

TEOREMA 7.13 ([24]). Dado um inteiro | > 3, temos que existe uma
sequéncia D = {d;} C Z* com x(D) = oo tal que Z(D) nao contém circuitos
de tamanho menor ou igual a [. O

Finalmente, enunciamos a seguir o resultado classico devido a Erdés que
tem forte ligagdo com os teoremas acima e que na época foi considerado
um exemplo surpreendente da aplicacdo do chamado método probabilistico
a teoria dos grafos (veja também [2, 26]).

TEOREMA 7.14 ([17]). Dados inteiros positivos k e | > 3, existe um
grafo finito com numero cromdtico maior do que k que nao contém circuitos
de tamanho menor ou igual a l. ([



CAPITULO 8

Os Critérios de Ruzsa, Tuza e Voigt

8.1. Sequéncias Lacunarias

No Capitulo 5, nds vimos um critério geral que nos permite decidir se
X(D) é finito ou ndao. Em particular, esse critério foi usado para mostrar que
se D = {d;} é uma sequéncia lacunaria, i.e., se inf;>1{d;11/d;} > 1, entédo
X(D) < oo. Observe, porém, que a demonstragdo nao nos deu nenhuma
cota superior para x(D). Nessa secdo, iremos fornecer uma outra prova
desse fato que, em particular, d4 uma cota superior para y(D) (em termos
de inf;>1{di+1/d;}). Dado z € R, (z) denotara a distancia de x ao inteiro
mais préximo de x, ou seja, (z) = min{z — |z|, [z] — z}. Nesse capitulo,
trataremos somente de D’s infinitos.

LEMA 8.1.1 ([30]). Se D = {dy,ds,ds,...} CZ* €éinfinito er >3 é um
inteiro tais que dit1/d; > (2r —2)/(r — 2) para todo i, entao x(D) < r.

DEMONSTRAGAO. Iremos primeiramente encontrar um z € R que satis-
faz (xd;) > 1/r, para todo i. Para achar um tal x, nés definiremos uma
sequéncia encaixante (I; : ¢ € Z") de intervalos fechados nao-vazios de R.
Essa sequéncia serd definida de forma recursiva. Ponha

1 r—1
Li=|— .
! I:le’ Y’dl :|
Note que o comprimento de I; é [(I1) = (r — 2)/(rdy). Agora, suponha

que o intervalo I; de comprimento [(I;) = (r — 2)/(rd;) j& esteja definido.
Afirmamos que existe z; € Z tal que

I, = + ) +

o [di—&—l rdit1 digr rdig

De fato, note que I(I;) = (r—2)/(rd;) > (2r—2)/(rdi+1) > 1/d;+1. Portanto,
existe z; € Z tal que z;/d;11 € I;. Agora, se z;/d;+1 pertence a primeira
metade de I;, entao

% 1 % 7’—1] I
.

[zi_i_ 1 Zi+T_1:|CI‘
dit1  rdig1 digr Tdig v

e, se z;/d;+1 pertence a segunda metade de I;, entao

[zi_l-i- 1 Zi_l—l—r_l]CI
diz1  rdiy1’ digr rdig "
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Observe que I(I;) = (r—2)/(rd;) > 0,que l(l;) - 0equel; DIy DI3D ...
Assim, existe um (inico) z € R tal que {} = (;2, I;. Pondo zp = 0, vemos
que xd; € [zi—1 + 1/r,z;i—1 + (r — 1)/r|, para todo i. Portanto, temos que
(xd;) > 1/r para todo i, como queriamos. Iremos agora utilizar x para
colorir R com r cores e mostrar que essa coloragao, quando restrita a Z, é
uma r-coloragao apropriada de Z(D). Dado v € R, seja j = j(v) o tnico
nimero em {0,1,...,r — 1} tal que {zv} = v — |2v| € [j/r,(j + 1)/r).
Defina ¢ : R — {0,1,...,7—1} por ¢(v) = j(v). Note que R é particionado
em intervalos semi-fechados sucessivos de comprimento 1/(xr) e que cada
um desses intervalos recebe uma cor de forma que [0, zr) recebe a cor 0 e a
sequéncia de cores é ...,0,1,...,7—1,0,1,...,7 — 1,... (periodicamente).
Resta mostrarmos entdo que ¢|7 é uma r-coloracao apropriada de Z(D).
Suponha, por absurdo, que v > w sao dois vértices adjacentes em Z(D)
tais que p(w) = p(v) = j € {0,1,...,7 —1}. Assim, existem di € D com
v —w = dj e inteiros z, e z, (a saber, z, = |zv] e 2z, = |zw]) tais que
zotjr<av<z,+(G+1)/rezy+j/r <azw<zy+ (j+1)/r, de onde
Zy—2w—1/T < zv—zW < Zy—2+1/7, 0 que nos da (xdy) = (zv—zw) < 1/r,
o que é uma contradi¢ao (ja que (zd;) > 1/r, para todo 7). Logo, vértices
adjacentes em Z(D) nunca tém a mesma cor e, portanto, |z ¢ de fato uma
r-coloragao apropriada de Z(D), de onde concluimos que x(D) < r. [l

LEMA 8.1.2 ([30]). Sejam dados k € Zt e D = {d;} C Z* infinito.
Temos que, se dip1 > 4Y/%d; para todo i, entio x(D) < 3% e, se diy1 > 3'/%d;
para todo i, entdo x(D) < 4F.

DEMONSTRAGAO. Para cada j € {0,1,...,k — 1}, considere o conjunto
D;j = {d; : i = j (mod k)}. Note que {D; : j = 0,1,...,k — 1} é uma
particao de D em k subconjuntos. Agora, se d;11 > 4Vk ;. para todo i,
entdo d;1 > 4d;, para todo i, de onde x(D;) < 3, para todo j (Lema 8.1.1
acima, com r = 3). Ainda, se d;11 > 31/kd;, para todo i, entéo diyr > 3d;,
para todo 7, de onde x(D;) < 4, para todo j (Lema 8.1.1, com r = 4). Como
Z(D) = Uf;; Z(Dj), o resultado segue do Lema 1.2.11. O

CoROLARIO 8.1.3 ([30]). Se D = {d;} é um subconjunto de Z* que
satisfaz inf;>1{d;+1/d;} > 1, entao x(D) < co. Mais geralmente, se k € Z*
é tal que inf;>1{d;1r/d;} > 1, entdo x(D) < oo.

DEMONSTRAGAO. Ponha ¢ = inf;>1{d;+1/d;}. Agora, fixe um inteiro
positivo m > [log4/logq]. Temos que dji1/d; > g > 4Y/™, para todo i.
Do Lema 8.1.2 acima segue portanto que x(D) < 3™. A segunda assercao
também vale, pois, assim como fizemos na prova do Lema 8.1.2, escrevemos
Z(D) = U;:é Z(Dj) e podemos entao aplicar a primeira asser¢ao a cada um
dos Dj’s (e, é claro, usar o Lema 1.2.11) para concluir que x(D) < oco. 0O

OBSERVAGAO 8.1.4 ([30]). As melhores escolhas para m satisfazendo
q > 4Y™ ou ¢ > 3Y™ sdo m; = [log4/logq] e my = [log3/logq],
respectivamente. Assim, x(D) < [4(exp{log3log4})'/1°87]. Escrevendo
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g = 1+ € e usando o fato que log(1 + €¢)/e — 1 quando € — 0, vemos que
x(D) < 4(4,586)'/¢, ou seja, que x(D) < 4(4,586)"/(@=1 (para ¢ suficiente-
mente perto de 1).

8.2. Sequéncias Subexponenciais

No Capitulo 7, nés mostramos que se uma sequéncia {g;} de reais es-
tritamente maiores do que 1 satisfaz ¢; — 1 (ndo importa quao devagar),
entao existe uma sequéncia D = {d;} C Z' que satisfaz x(D) = oo e
di+1/d; > q; para todo i (Coroldrio 7.5). Note, porém, que a demonstragao
foi de natureza probabilistica, i.e., nés mostramos que uma tal sequéncia
existe sem exibir nenhuma em particular. Nessa segao, iremos construir
uma tal sequéncia (primeiramente no caso de {g;} ser nao-crescente e em
seguida no caso geral). Mais precisamente, temos o seguinte tipo de “volta”
do Corolério 8.1.3 acima.

TEOREMA 8.2.1 ([30]). Se {¢; : i € Z1} é uma sequéncia ndao-crescente
de reais positivos com €; — 0, entdo temos que existe um conjunto infinito
D = {d;} CZ" que satisfaz x(D) = oo e di11/d; > 1+ ¢;, para todo i.

DEMONSTRAGAO. Iremos definir D = {d;} C Z* recursivamente. Seja
dy € Z" arbitrario. Se d; ja estd definido, para algum i > 1, entdo ponha
di+; = jdiy1, para todo j € {1,2,...,[1/&] + 1}. Isso define o bloco
de distancias {d;t1, ..., diyn /€i1+1}' Entre blocos consecutivos, a condicao
dit1/d; > (14 €;)d; é satisfeita automaticamente (pois d;+1 = [(1 + ¢;)]d;).
Ja dentro de um determinado bloco, as distancias formam uma progresao
aritmética, e, portanto, a menor razao entre distancias consecutivas ocorre
para as duas tltimas distancias do bloco. Claramente, temos que essa menor
razao é 14+1/[1/e;] > 14 €45, para todo j > 0 (pois a sequéncia {¢; } é ndo-
crescente). Agora, se considerarmos os elementos de um dado bloco como
vértices de Z(D), entdo vemos que eles induzem um subgrafo completo de
Z(D). Como 1/€¢; — oo, entao Z(D) tem subgrafos (induzidos) completos
arbitrariamente grandes, de onde concluimos que x (D) = co. (]

COROLARIO 8.2.2 ([27]). Se {e; : i € ZT} € uma sequéncia de reais
positivos com €; — 0, entdo existe um conjunto infinito D = {d;} C Z* que
satisfaz x(D) = oo € diy1/d; > 1+ €;, para todo i.

DEMONSTRAGAO. Para todo i, ponha € = max{e; : j > i}. Note que,
como ¢; — 0, a sequéncia ¢; estd bem definida e satisfaz as hipdteses do
Teorema 8.2.1 acima. Logo, existe um conjunto infinito D = {d;} C Z" que
satisfaz x(D) = o0 e dit1/d; > 1+ € > 1+ ¢;, para todo i. O

O dltimo resultado desse capitulo serd uma espécie de generalizagao do
Teorema 8.2.1 acima. Observe, porém, que esse resultado nao é uma carac-
terizagao da finitude ou nao de x(D) em termos do conjunto D em si (como
na Secao 5.1 do Capitulo 5), mas sim em termos do tipo de crescimento de
D. Mais precisamente, ele nos permite decidir se numa certa classe de D’s (a



8.2. SEQUENCIAS SUBEXPONENCIAIS 44

saber, aqueles com um crescimento previamente postulado) existe um D que
tem nimero cromatico infinito, ou se todos os D’s nessa classe tém nimero
cromético finito (nesse caso, vale um pouco mais - os nimeros cromaticos
desses D’s sdo na verdade uniformemente limitados superiormente).

TEOREMA 8.2.3 ([30]). Sejam q = (q1, 92,43, - - .) uma sequéncia de reais
estritamente maiores do que 1, D(q) ={D ={d;} CZ" : diy1/d; > qi, Vi }
e x(q) =sup{x(D) : D € D(q)}. Ainda, para todo k inteiro positivo, ponha
ap = inf;>; H?;S Qit+j. Assim, temos que x(q) = 0o sse oy, =1, Vk € Z+.

DEMONSTRACAO. Seja k € Z* tal que aj, > 1. Assim, temos que todo
D = {d;} € D(q) satisfaz inf;>1{d;1x/d;} > ar > 1. Logo, se m € ZT ¢é
tal que ap > 41/™, entdo, para todo D € D(q), x(D) < 3™* (Lemas 8.1.2
e 1.2.11). Assim, temos que x(q) < oco. Na outra diregao, suponha que
ar = 1 para todo k € Z*. Uma forma de mostrarmos que x(q) = oo é
construir um D € D(q) tal que x(D) = oo. Para tanto, primeiramente
definiremos (de forma recursiva) uma sequéncia de indices (ix)3°, C Z™.
Ponha ig = 1. Se i_1 ja estd definido para algum k > 1, seja i o menor
inteiro positivo que satisfaz iy > ip_1 + k e H?;& Gip+j < 1+ 1/k. Pelas
hipdteses, é claro que essa sequéncia de indices estd bem definida. Usando
essa sequéncia de indices, iremos construir D bloco a bloco. Os blocos serao
os conjuntos {di,,di, +1,...,di,+£} (que tém tamanho k + 1), para todo
k >0, e também os restantes {d;} como blocos unitdrios (ou seja, sempre
que j € Z* nao for um indice da forma iy, ix + 1,... i, + k, {d;} é um
bloco). Escolha d;, = di € Z* de maneira arbitrdria. Agora, se as distancias
{di1,da,...,d;} ji estiverem definidas para algum i > 1, ponha d; 1 = [¢;d;].
Todas as distancias do bloco que estamos construindo sao escolhidas de
forma que elas formam uma progressao aritmética de razao d; 1, i.e., pomos
di+j = jdit1, para j = 1,2,...,k + 1 (dentro desse bloco). Entre blocos
consecutivos, a condicao d;1+1 > q;d; é satisfeita automaticamente. Ja dentro
de um determinado bloco, a menor razao entre distancias consecutivas ocorre
para as duas ultimas distancias do bloco (j4 que as distancias dentro de
um mesmo bloco formam uma progressdo aritmética). Claramente, essa
menor razao ¢ 1+ 1/k > ¢;,4j, para j = 0,1,...,k — 1. Assim, temos
que D € D(q). Ainda, pelos mesmos argumentos apresentados na prova do
Teorema 8.2.1 acima, vemos que Z(D) tem subgrafos (induzidos) completos
arbitrariamente grandes. Logo, x(D) = oo e, portanto, x(q) = occ. O

OBSERVACAO 8.2.4. Na Sec¢ao 6.3 do Capitulo 6, nés vimos que todas
as sequéncias de Fermat F,,, = (1™ : 4 € ZT), m = 1,2,3,..., tém ntmero
cromatico infinito. Gostariamos de observar que nao podemos usar o Teo-
rema 8.2.3 acima (diretamente) para decidir se o nimero cromético de uma
dada sequéncia de Fermat F}, ¢ finito ou nao. De fato, se para todo i € Z*
colocarmos
(t+1)™

Zm

qi )
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entao temos que oy = inf;>; H?;é ¢i+j = inf;>1(1 + k/9)™ = 1, para todo
k € Z*. Assim, pondo q = (¢;), vemos que F;, € D(q) e que x(q) = oc.
Da demonstragao do Teorema 8.2.3 acima, concluimos que existe alguma
sequéncia em D(q) que tem nimero cromatico infinito (mas isso claramente
nao diz nada sobre a (in)finitude de x(Fp,)).



CAPITULO 9

Comentarios Finais

No Capitulo 2, os nimeros crométicos de todas as progressoes aritméticas
e de todas as cadeias de divisao (que incluem as progressoes geométricas) fo-
ram calculados (exatamente). Na Secao 1.2 do Capitulo 1, nés vimos que se
D C Z* é finito, entao x(D) < |D|+1 (Lema 1.2.5). Uma pergunta natural
portanto é: dado D C Z* finito, quanto vale x(D)? Surpreendentemente,
ainda nao se conhecem teoremas do tipo “se, e somente se” que classificam
todos os D’s de tamanho n de acordo com o valor de x(D) (i.e., teoremas do
tipo x(D) = m sse D satisfaz. ..) para nenhum n > 4. Para o caso n = 3 (o
primeiro caso nao trivial), s6 recentemente um teorema assim foi obtido, por
Zhu [38] (esse teorema resolve uma conjectura proposta independentemente
por Chen at al. [7] e por Voigt [32]). Os dois teoremas a seguir sdo entao
os unicos resultados gerais conhecidos que classificam D’s finitos de acordo
com o valor de x(D).

TEOREMA 9.1 ([7]). Seja D C Z*. Se D = 0, entio x(D) = 1. Se
D = {d}, entao x(D) = 2. Finalmente, se D = {a,b}, com mdc(a,b) =1,
entio x(D) =2, se a e b sao ambos impares; e x(D) = 3, caso contrdrio.

DEMONSTRAGAO. As duas primeiras asser¢oes sao claras. Para ver a
ultima assercao, note que, se a e b sao ambos fmpares, entao D nao tem
multiplos de 2 e, portanto, podemos usar o Lema 1.2.4 para concluir que
x(D) = 2. Finalmente, suponha que a é impar e b é par. Note que Z(D)
contém o circuito 0,a,2a,...,(b — 1)a,ba, (a — 1)b,(a — 2)b,...,2b,b, cujo
tamanho é a + b. Logo, Z(D) contém um circuito de tamanho impar, de
onde concluimos que x(D) > 2 e, portanto, que x(D) = 3 (Lema 1.2.5). O

TEOREMA 9.2 ([38]). Seja D = {a <b < c} CZ*, com mdc(a,b,c) = 1.
Temos que x(D) = 2 sse os inteiros a, b e ¢ sdo impares; x(D) = 4 sse
a=1,b=2ec=0(mod3) oua+b=ceazb (mod3); e x(D) =3,
em qualquer outro caso. O

Uma pergunta relacionada a dizer qual é o valor de x(D) para um dado
D C Z" com |[D| = n € N nos ocorreu. Se n > 1, entdo temos que
2 < x(D) < n+1. Apesar de nao sabermos dizer quanto vale x(D) em geral,
serd pelo menos verdade que, para todo 2 < m < n + 1, existe D C ZT tal
que |D| =n e x(D) =m? O préximo resultado que apresentaremos é um
resultado simples nosso que diz que essa pergunta tem resposta afirmativa,
i.e., temos que toda tabela de classificagao dos D’s de tamanho n de acordo
com o valor de x(D) é necessariamente completa, qualquer que sejan € Z™.

46
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TEOREMA 9.3. Para todosn € ZT e m € {2,3,...,n+1}, existe D C Z"
tal que |D| =n e x(D) = m.

DEMONSTRAGAO. Seja a € Z* tal que mdc(a, m) = 1. Coloque em D os
m—1 inteiros a, 2a, . . ., (m—1) a e também quaisquer outros n—m-+1 inteiros
positivos que (também) nao sao multiplos de m. Note que |D| = n, que
X(D) < m, pois D nao contém miltiplos de m (Lema 1.2.4), e que x(D) > m
(pois o subgrafo de Z(D) induzido por V = {0,a,2a,...,(m — 1)a} é um
grafo completo com m vértices, de onde temos que x(D) > x([V]) =m). O

Voltaremos a esse resultado logo adiante. Agora, uma area de pesquisa
mais especifica nessa linha foi iniciada por Eggleton et al. [12] - o objetivo é
estudar x(D) quando D C P, onde P denota o conjunto de todos os niimeros
primos. Nao é dificil ver que x(P) = 4 (de fato, basta colorir Z médulo 4
e notar que o subgrafo induzido por {0,1,...,6} tem niimero cromatico 4).
Entretanto, classificar todos os subconjuntos D C P de acordo com o valor
de x(D) também estd em aberto (veja, e.g., [11, 13, 15, 16, 33]).

Na Secao 5.3 do Capitulo 5, nés vimos que, para todo k € ZT, existe
uma sequéncia (de niimero cromético no maximo k?) que é k-universal, i.e.,
que contém (a menos de um miltiplo) todas as sequéncias finitas que tém
nimero cromético no maximo k. Agora, usando o Lema 1.2.6, néo ¢ dificil
ver que, dado D C Z™ finito, existe um algoritmo que calcula x(D). Uma
questao natural que surge entao é saber se existe um algoritmo eficiente que
calcula x (D) para D’s finitos. Para cada inteiro k > 3 fixado, sabe-se que di-
zer se um grafo finito G satisfaz x(G) < k é um problema NP-completo [20].
A conjectura a seguir, proposta por Chappell [6], diz que o mesmo deve ocor-
rer para grafos-distancia com conjuntos-distancia finitos (note que segue do
Teorema 9.3 acima que existem conjuntos-distancia arbitrariamente grandes
com numero cromético igual a k).

CONJECTURA 9.4 ([6]). Para cada inteiro k > 3 fizado, determinar se
X(D) < k para conjuntos finitos D C Z+ é um problema NP-completo.

Na Sec@o 6.2 do Capitulo 6, nés mencionamos que a sequéncia Fh (a
sequéncia dos quadrados perfeitos) no satisfaz a hipétese do Teorema 6.2.7.
Nao ¢ dificil ver que a tnica sequéncia de Fermat que satisfaz a hipétese do
Teorema 6.2.7 é a sequéncia Fi. J4 na Secao 6.3 do Capitulo 6, nés nota-
mos que uma das consequéncias do Teorema 6.3.2 é que as sequéncias de
Fermat tém nimero cromaético infinito. Uma divida que aparece entao é:
as sequéncias de Fermat sdao sequéncias de Poincaré? Bergelson e Leibman
mostraram que sim. Mais precisamente, eles provaram a seguinte genera-
lizagdo do Teorema 6.3.2.

TEOREMA 9.5 ([3]). Se p1,...,p sdo polinomios em Z[X] sem termos
constantes, entdo, para qualquer conjunto substancial A C Z, temos que
existem inteiros a e d # 0 tais que a, a+pg(d) € A, para k =1,2,...,1. O
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Na Secao 8.1 do Capitulo 8, nés demos uma cota superior para x(D)
quando D é uma sequéncia lacunaria. Nao obstante, o seguinte problema
foi mencionado por Ruzsa et al. [30] e continua sem solugao.

PROBLEMA 9.6 ([30]). Para todo nimero real € > 0 fizado, considere a
cole¢io D(e) = {D = {d;} CZ" : diy1/d; > 1+ ¢€,Vi} e determine o valor
de M(e) = sup{x(D) : D € D(e)}.

Lembramos que o Corolario 8.1.3 nos diz que M(e) < oo para todo
€ > 0. Mais ainda, nés vimos (Observagio 8.1.4) que M(e) < 4(4,586)"/¢
(para e suficientemente perto de 0). Um outro problema interessante é
tentar resolver a seguinte conjectura, devida a Wills [37] (veja também,
e.g., [4, 8, 9]).

CONJECTURA 9.7 ([37]). Para toda sequéncia finita di,ds, ..., d, de in-
teiros positivos, existe v € R tal que (xd;) > 1/(n+ 1), para i =1,2,...,n.

Daremos a seguir uma prova de um resultado (mencionado em [30]) que
mostra a relagdo que existe entre a Conjectura 9.7 acima e certos tipos de
coloragoes apropriadas de grafos-distancia com conjuntos-distancia finitos.

DEFINIGAO 9.8 ([39]). Dados @ € R com a > 0 e k € Z™, a coloragao
(periddica) de R que atribui a cor ¢ (mod k) € {0,1,...,k — 1} ao intervalo
semi-fechado [ia, (i + 1)av) serd chamada de coloracao regular de R com k
cores e parametro a.

TEOREMA 9.9 ([30]). Para todo D = {dy,ds,...,d,} C Z", temos que
existe uma colora¢ao regular de R com n+ 1 cores que induz uma coloracdo
apropriada de Z(D) sse a Conjectura 9.7 acima € verdadeira.

DEMONSTRAGAO. Em uma direcdo, o argumento é essencialmente o
mesmo que o apresentado na segunda parte da prova do Lema 8.1.1 (note
que a coloracao ¢ ali definida é uma coloragao regular de R com r co-
res e parametro 1/(zr)). Na outra diregao, se a coloragao regular de R
com as cores 0,1,...,n tem pardmetro «, entdo ponha xz = 1/(a(n + 1)).
Temos que a cor de v € R é o tnico nimero j € {0,1,...,n} tal que
{zv} € [j/(n+1),(j+1)/(n+1)). Agora, como o vértice 0 tem cor 0, nenhum
+d; tem cor 0. Ainda, se algum d; tem cor n, entdo {xd;} € [n/(n +1),1),
de onde {—zd;} € (0,1/(n+1)]. Temos entao que {—zd;} =1/(n+1) (pois
sendo —d; tem cor 0, o que é absurdo). Portanto, {zd;} = n/(n+1). Assim,
para todo i € [n], vemos que ou a cor de d; pertence a {1,2,...,n — 1} ou
{zd;} =n/(n+1). Em qualquer caso, temos que (xd;) > 1/(n+1). O

Por fim, e a titulo de curiosidade, nés observamos que o Lema 1.2.7 mais
o Teorema 2.2.3 nos dizem que Z({k! : k > 1}) (o grafo fatorial) é um grafo
com numero cromatico finito (na verdade, com nuimero cromético 4) para
o qual nao existe nenhuma coloracao apropriada com um ndmero finito de
cores que seja periddica, e que nés podemos usar o Teorema 6.3.2 mais o
Ultimo Teorema de Fermat [36] para concluir que os grafos Z(F,,), m > 3,
sao exemplos de grafos-distancia sobre Z com nimero cromatico infinito que
nao contém triangulos (veja o Teorema 7.12).
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